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Interrogation de cours 10

x
14+ ntat

1. Démontrer que la série de fonctions ) f, converge simplement sur R.

On considére la suite de fonctions (f,,) définie par : Vn € N, f,, : x —

Démonstration.
Soit zg € R. Deux cas se présentent.

o Si zp = 0 alors, pour tout n € N, f,(0) = 0.

La série ) 0 est convergente.

e Sizg € R* alors :

X Vn € N, W n4 2 0
Zo _ ’$0| - ’l’o‘ _ 1 i
14 ntzop? L+nd|zg|t nove |20 40t |zo]3 nt

1
x Or, la série ) | —; est convergente en tant que série de Riemann d’exposant 4 (> 1).
n

On en déduit que la série numérique > f,(z) est (absolument) convergente.

Finalement, la série numérique ) f,(x) est convergente pour tout x € R.

Commentaire .

« Il est important de bien comprendre les objets et en particulier de différencier les séries
> fnet > fu(xo) qui représentent des objets différents.

Z fn Z fn(xO)

C’est une série de fonctions. C’est une série numérique.
Autrement dit, c’est la suite de Autrement dit, c’est la suite
fonctions (S;,) de terme général numérique (S, (z0))

n n
Spix = > frlz). de terme général S, (zo) = > fr(xo).
k=0 k=0

La notation xp a un intérét pédagogique (utilisée dans le corrigé mais pas dans I’énoncé
qui préfére la notation z). Elle a pour but d’insister sur le fait que cet élément est fixé
ce qui permet de mettre en avant que Y fn(zp) est une série numérique et pas une
série de fonctions.

« Etudier la convergence simple d’une série de fonctions sur un intervalle I, c¢’est étudier
la nature de la série numérique Y f,(xg) pour tout xg élément de I. Il est donc logique
qu’une telle étude donne lieu a l'utilisation des méthodes listées dans le chapitre sur
les séries numeériques (notamment les théorémes de comparaison des séries a termes
positifs).

« Il ne faut pas confondre non plus S qui est une fonction et S(z) qui est une quantité
(dépendante de x). Il convient de bien lire I’énoncé sur ce point : comme précisé plus
haut, la série Y f,(x) est une série numérique. Sa somme, lorsqu’elle est bien définie,
est une quantité dépendant de z, généralemet notée S(z).
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2. Soit (a,b) € R% On suppose 0 < a < b.

a) Démontrer que la série de fonctions Y f,, converge normalement sur [a, b].

Démonstration.

« Soit n € N. Pour tout z € [a,b] :

x
)| = | ————
@] = |
_ =l
1+nt|z*
T
= T (carx = a>0)
b
< To i A (car z < b)
b
< — *
S 140t at (+)
En effet, pour tout x € [a,b] :
a < x < b
la fonction élévation a la
d 1< 4 < b (car .
one @S v = puissance 4 est croissante sur R)
donc nta?* < nt 24 < ntpt (par multiplication par n* > 0)

donc 14+n*a* < 1+n%2* < 1+ntpt

donc 1 1 1 (car la fonction inverse est
IL+ntat 7 14ntat 7 1+4+ntbd décroissante sur )0, +oo[)
On conclut par (*) que, pour tout n € N, la fonction f, est bornée sur [a,b]. De plus :

b

N, 0 < ([ fallosfat) S 7008

1
x Vn € N*7 4 2 0
n
1
N nlwgon =, 9_ ()

1
x La série ) | — est convergente en tant que série de Riemann d’exposant 4 (> 1).
n

Ainsi, par théoréme de comparaison des séries & termes positifs, la série
numérique 3 || fn [loo, a5 €St convergente.




Nom et prénom : Mathématiques

19/12/2024

PSI

b) Démontrer que la série de fonctions Y f,, converge normalement sur [a, +oo].

Démonstration.

« Soit n € N. Pour tout z € [a, +00] :

xT

| fulz)| = '1—|—n4x

x
14+n4 a4

a: (car 1 +n* z* > n* 24)

nt x4
1
nt 23

1 (car x > a donc x® > a3

< —T 1 1
n a3 et =5 < =)

On en conclut que, pour tout n € N| la fonction f,, est bornée sur [a, +oo[. De plus :

1

VneN, 0 < HfﬂHoo,[a,-l—oo[ < W

1
X \V/TLGN*,j>O
n

1
x H fn Hoo,[a,—&-oo[ = nﬁqw (n4>

1
x La série ) | —; est convergente en tant que série de Riemann d’exposant 4 (> 1).
n

Ainsi, par théoréme de comparaison des séries & termes positifs, la série
numeérique Y || fn |lso,[a,+00[ €St convergente.

400
3. Démontrer que la fonction > f, est continue sur |0, +ool.
n=0

Démonstration.

(i) | Caractére €°

Pour tout n € N, la fonction f, est continue sur |0, +oo].

(i) | Convergence uniforme

La série de fonctions > f, converge normalement (donc uniformément) sur tout intervalle

[a, 400 de |0, +o0].

+o0
Ainsi, la fonction ) f, est continue sur tout intervalle
n=0
[a, +o0o] de |0, +o0] et donc sur |0, +o0.




Nom et prénom : Mathématiques
19/12/2024 PSI

4. Démontrer que la série de fonctions ) f, ne converge pas normalement sur [0, +00].

. . . 1
On pourra s’intéresser a la série numérique > fy, | —
n
Démonstration.
e Soit n € N* :

1 1 1 1
f”<n>: s T 1L T oan
L+nt (3) 1+ 77
o On procéde par ’absurde.
On suppose que la série de fonctions ) f,, converge normalement sur [0, +o00[. Alors :

. 1
VneN* 0 < f, <n> < [ falloo,[o,4-00]

Ainsi :
>0

1
x Vn € N*, ”anOO,[OHrOO[ > I n

1
x La série de fonctions ) o est divergente en tant que série de Riemann d’exposant 1 (% 1).
n>1 n

Ainsi, par théoréme de comparaison des séries a termes positifs, laa série numérique Y || fulloo,[0, 400
est divergente. Absurde!

Ainsi, la série de fonctions > f, ne converge pas normalement sur [0, 00| ]




