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Interrogation de cours 12

On considére 'application (-, -) définie par :

<'7 >

RQ[X] X RQ[X] — R
2. PM(0) x QM (0)
k=0 (sz

r , Q) =

1. Démontrer que lapplication (-,-) est un produit scalaire sur E = Ro[X] (on notera dans la suite
Il - || la norme associée a ce produit scalaire).

Démonstration.

« Démontrons que 'application (-,-) est symétrique

Soit (P, Q) € Ry[X] x Ry[X].

(@, P)

_ )
gg% (k!)2
_ i P®(0) x Q) (0) (car la loi x
R (k!)2 est commutative)

Soit (Ql,Qg) € RQ[X] X RQ[X]

Soit P € Ry[X].

(Popn- Q1+ p2-Q2) =

L’application (-, -) étant :
x symétrique,

x linéaire & droite,

> P®(©0) x (1 Q1+ pa - Q2) ™ (0)

k=0 (k1)
2. P®)(0) x (i1 - Q) + p2 - Q37)(0)
> 2
=0 (k:')
2 P®(0) x (1 - Q7 (0) + 2 - Q87 (0)
> 2
=0 (k)
& 1 PO Q(0) + - PH(0) Q370
= (k!)?
9 P(k)(O) ng)(()) 2 P(k)(o) ng)(o)
mETT W AT )

elle est linéaire & gauche. On en déduit qu’elle est bilinéaire.

(par linéarité de la
dérivation)

(par linéarité de
I’évaluation en un point)

(par distributivité de
la loi x sur la loi +)

(par linéarité de la
somme)
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+ Démontrons que I'application (-, -) est définie positive

Soit P € Ry[X].
x Tout d’abord :

2 POO) x PO©) _ & (PR0)°
WPy = kz(] (k')2 a kg(] (k:')2
2
Pour tout k € [0,2], ( P%*)(0) )2 >0 et (PZZ'()%)) > 0.
Par somme de quantités positives : ‘
2 (P(k)(()))2
= 8 >
(P®)(0) )2

x Supposons maintenant : (P, P) = »  ~——5"
=0 (k)

Une somme de quantités positives n’est nulle que si toutes les quantités sont nulles. Ainsi :

= 0. Démontrons : P = Og,[x]-

vk € [0,2], (PW(0))* =0
donc  Vke[0,2], P®0)=0
donc 0 est racine de P de multiplicité au moins 3
On en déduit que X3 divise P. Ainsi, il existe S € Ry[X] tel que :
P(X) = X3 x S(X)

Dans ce cas : deg (P(X)) = deg (X?) + deg (S(X)) = 3 + deg (S(X)).
Or, comme P € Ry[X], deg(P) < 2.
On en déduit : deg (S(X)) = —oo et donc : P(X) = X? x Og,[y]-

L’application (-, -) est bien définie et est de plus bilinéaire, symétrique
et définie-positive. C’est donc bien un produit scalaire.

2. Parenthése
Soit (E, (+,+)) un espace préhilbertien REEL.

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On suppose que F' est de dimension finie notée m € N* et
on note (e1,...,e,) une base orthonormée de F.

Quelle formule (portant sur les vecteurs de F) permet d’affirmer : B = F @ F+?

Démonstration.
m m
Vee E, x= <Z (z,€) - €i> + (95— > (w,eq) '€i>
i=1 i=1
m
ou pr(z) =Y (z,¢;) - ; € F est la projection orthogonale de x sur le sous-espace vectoriel F,

i=1
et x — pr(z) € FL.
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Méme si ce n’était pas demandé dans le sujet, on place ci-dessous la démonstration de cette formule.
1. 1l s’agit de démontrer la propriété : Vo € E, 3(u,v) € F x F+, 2 =u+v.

Soit x € E.
« Analyse
On suppose qu'il existe (u,v) € F x F* tel que = = u + v.
Comme u € F et (e1,...,en) est une base de F', alors il existe (A1,...,\y) € R™ tel que :
m
u = Z )\z’ * €
i=1
m
Pour tout j € [1,m] :  (z,e;) = (> Ni-e+v,¢ej)
i=1
m
= > N (eise) + (veej) (carv € F1)
i=1
m
= > Aidij (car (e1,...,en) est orthonormale)
i=1
= )
m
Finalement : u = > (x,e;)-¢; et v=2x—u.
i=1
« Synthese :
m
Notons u = ) (z,e;) - €; et v =2 —u. Alors :
i=1
x T=u+v
m
x Comme (eq,...,en) est une base de F, alors u = Y (x,e;) -e; € F.
i=1

« Il reste alors a vérifier : v € F-. Autrement dit, il s’agit de démontrer :
Vj e [1,m],(v,e;) =0
Soit j € [1,m] :

() = (=Y (@ e)-eiey)

(par linéarité a gauche

=1 du produit scalaire)
_ N (car (e1,...,em) est
(x,ej) $76]> <e]’ej> une base orthonormale)
| ) 2 ((BX) - AX —b)®(0))”
2. Si R € Ry[X] est un polynéome de E, que vaut : inf ?

(a,b)ER? kgo k2

(on n'attend pas de justification, seulement une définition / formule)

Démonstration.
2 ((R(X) — AX — b)®)(0))?
inf ((R(Y) 5 ) = inf |R(X)—aX —0|?
(a,b)ER? o (kl) (a,b)ER2
—  inf  |R-Q|>
oatty, IR —Q|
2
— (Lt Ir-al)
QeR; [X]
2
= (ARRi[xX])) .
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3. On note F = R;[X] et R(X) = X? —2X. On note pr le projecteur orthogonal sur F.
Quelle propriété posséde le polynome R — pr(R)? (on n'attend pas de justification)

Démonstration.

4. Déterminer pr(R).

Démonstration.

R—pF(R)EFJ‘ O

« Par définition, pr(R) € Ri[X].
1 existe donc (ag,a1) € R?, pp(R) = ap + a1 X.

pr(R) € F < R—pp(R) € F*

N (R—pr(R),1) =0 (car (1, X) est une famille
et (R—pr(R),X)=0 génératrice de F')
(X% —2X — (ag+ a1 X),1) =0
=
et (X2 —2X — (ag+aX),X)=0
<X2 - (2+a1)X — a0,1> =0
=
et (X?—(24a1)X —ap,X)=0
—ag =0
~
—ayp — a1 = 2
aq = 0
=
- ay = 2
ago = 0
<~
ay = —2
(pr(R))(X)=ap+a1 X =—-2X .
5. En déduire d(R, F).
Démonstration.
d(R,F) = inf R —
(RF) = int |R-Q
= [[R—pr(R)|
= [[(X? = 2X) — (—2X)]
= X7
= (X2, X2)
_ 0x0 n 0x0 n 2x2
(o) ) ()’
= V1i=1 ]
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Commentaire

« De maniére générale, on pourrait considérer E = R, [X] et 'application :

() ¢+ Ry[X] x Ru[X] — R

n P®)(a) x Q¥ (a)
P, Q =¥ 2
k=0 (k1)
oua € R.
Il est simple de démontrer que cette application est un produit scalaire sur £ = R,,[X]. De plus,
la famille :

(L= (X =02 (X -a))
est une famille orthonormée de R,[X] pour ce produit scalaire.

« Dans 'exercice proposé, on a choisit a =0 et n = 2.
La famille (1, X, X?) est alors une base orthonormée de Ro[X].
Notons encore F' = Ry [X].

Soit @ € Ry[X]. Il existe donc (ag,ar,az) € R3 tel que : Q = ag + a1 X + as X 2. Alors :

pr(Q) = 21: (Q,X7)- X7

.
o

|
™=

2 .
<2 a;- X' XJ> . X
0 \i=0

J

|
M-

2
> a; (X XJ>>-XJ’

=0

( Y oai (X XJ>+W L Xi
0 ze[[0,2]] 1€[0,2
1= 1757

aj (X7,X7) . X9

I
. .
I I
o

|
M

.
Il
=)

1
= > a
Jj=0




