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Interrogation de cours 13

1. On définit la suite (ay,) par : Vn € N, a,, = 2(=1)",

a)

b)

, . L. .o _1\n
Déterminer le rayon de convergence de la série entiere S 2(=D"zn,

Démonstration.
o Remarquons tout d’abord :
2 st n pair
\V/n € N, 2(_1)” = 1
St N impair

O |

e On en déduit : )
Vn eN, 200" > 3

alors Rey (Z 2(=1)" x”) < Rev <Z % x”) =1.

o Et aussi :
YneN, 200" < 2
alors Rey (Z 9(=1)" x”) < Rev (Z 23;”) =1
Finalement : Rey (Z 2(=1)" a:”) =1. 0
+oo "
Déterminer une expression simple de f : z — S, 200"z sur | —1, 1] (il est conseillé de découper
n=0
la somme suivant la parité de l'indice de sommation)
Démonstration.
Soit z € | - 1,1[.
+oo 400 +o0
= o(=1)" e — > (=" 3 o(=1)" m
n=0 n=0 n=0.
n pair n impair
— Jio 2(—1)2":1:277, + Jio 2(—1)2”+1x2n+1
n=0 n=0
+o00 +oo 1
= Y222 4 Y o g2l
n=0 n=0 2
+oo xr Tt
= 23 (22)" + = 3 (22)"
z @)+ 5 B ()
+oo g \n
= (2+3) = (*)
2 n=0
. 1 (en reconnaissant la somme
= <2 + 5) 1-.2 d’une série géométrique de
- raison x® € | —1,1[)
T 1
V$€]_171[af($):<2+§) 1 — 22 ]
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2. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére ) mx%.
n2 —
Démonstration.
1
« Pour tout n € N, et tout z¢p € R, on note u,(zg) = 1 zo?".
Soit n € N et soit zg € R*.
1 2 (n+1
un+1(x0) ‘4(n+1)271 Lo (n )‘
un (o) .
}4712 -1 ’ ‘ﬂUO |2n+2
= ><
[4n+1)2—1] " |z
B an? —1 e (en prenant n > 1, on
o 4n+1)2-1 0 assure 4n* —1>0)
~ % ENE
n—-+oo M
Finalement : [tni1(zo) | |22 — |20/%
| un(xo) ‘ n——+o00 n—-+00

« Par ailleurs :
(car la fonction racine est

2
[z P <1 & ool <1 strictement croissante sur Ry )

» D’aprés la régle de d’Alembert pour les séries numériques, pour tout |zg| < 1 la série numé-
rique Y wu,(xp) est absolument convergente.
On en déduit : R > 1.

» D’aprés la régle de d’Alembert pour les séries numériques, pour tout |zg| > 1 la série numé-
rique Y uy,(xo) est grossiérement divergente.
On en déduit : R < 1.

Finalement : R = 1. ]

1 n
3. a) Par technique de majoration, minorer le rayon de convergence R de la série entiére » (1 — ) ",

Démonstration.
Pour tout n € N* :

donc < 1" élévation a la puissance n sur

[0, +00])

Rey (Z (1—71)” x”) > RCV(Z 13;”) =1 .

< 1>n (par croissance de la fonction

On en conclut :
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1 n
b) Démontrer que la suite ((1 — > ) est convergente et déterminer sa limite.
n

Démonstration.

« Tout d’abord, pour tout n € N* :

1\" 1
(1—) = exp(n ln(l—))
n n
On en déduit :

¢) En conclure la valeur de R.

Démonstration.

1 n
o La série numeérique ) (1 — ) 1™ est grossiérement divergente puisque :
n

1 n
1— = —1

e On en déduit : Rey <(1 — 1) :c”) < 1.
n

1 n
Finalement : Rey <<1 — > a;") = 1.
n O




