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Fonctions génératrices des probabilités,
fonctions génératrices des moments

I. Notion de fonction génératrice des probabilités

I.1. Cas des v.a.r. discrétes finies et entiéres
I.1.a) Définition
Définition
Soit X une v.a.r. discréte finie.
On suppose que :
x X est une v.a.r. a valeurs positives (Vz € X(w), = > 0).
x X est une v.a.r. a valeurs entiéres (X (2) C N).
Notons X () = {x1,...,2z,} (avec r € N¥).

o On appelle fonction génératrice des probabilités de X et on note Gx
la fonction Gx : R — R définie par :

Vs eR, Gx(s) = E(SX) = kil s P([X =ay])

o La v.a.r. X étant a valeur entiére, toutes les puissances apparaissant dans
I’expression de la fonction G x sont des puissances entiéres.
Ainsi, Gx est une fonction polynomiale de degré m = max ({L‘l, . ,xT).
En particulier, Gx est de classe C*° sur R.
Pour faire mieux apparaitre de résultat, on peut écrire Gx sous la forme :

Vs eR, Gx(s) = gmosj P([X:j])

(on note que pour tout j ¢ X(), P([X =4]) =0)

Démonstration.

Soit s € R.

Notons gs : © + 5%, de sorte que : ¥ = g4(X).

Par hypothese, la v.a.r. X est finie. On en déduit, d’aprés le théoréme de
transfert, que la v.a.r. s* admet une espérance donnée par :

Vs € R, Gx(s) =E(s¥) :kzijl s P([X = 2] ) O

I.1.b) Illustration pour les lois usuelles

« Dans le cas ou X — B(p) (avec p € ]0,1])

On a: X(Q) ={0,1}, ce qui correspond au cas m =2, x; = 0 et 9 = 1.
Ainsi, I'expression de Gx est donnée par, pour tout s € R : :

Gx(s) = s"P([X=0])+s' P([X=1])
= (1-p)+ps
» Dans le cas ou X = B (n,p) (avec n € N et p € ]0,1])

On a: X(Q) = [0,n], ce qui correspond au cas m =n+1, 21 =0, ...,
ZTn+1 = n. Ainsi, Pexpression de Gx est donnée par, pour tout s € R :

Gx(s) = Y s"P([X=k])
k=0

> (Z) (ps)" (1—p)n*

k=0
= (0w ens)

Evidemment, lorsque n = 1, on retrouve l’expression de la fonction géné-
ratrice des probabilités d'une v.a.r. X qui suit la loi B(1,p) (= B(p)).
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I.1.c) Résultat principal Remarque
Théoréme 1. « Remarquons tout d’abord que si & > m, la sommation s’effectue sur
) o ‘ un ensemble d’indices vide. La somme considérée est donc nulle.
Soit X une v.a.r. discréte finie.
e On s’est permis d’utiliser le symbole « ... » pour décrire les coeffi-
On suppose que :

cients de cette somme. Plus rigoureusement, on devrait écrire :
x X est une v.a.r. & valeurs positives (Vx € X(w), > 0).

x X est une v.a.r. a valeurs entiéres (X (2) C N). (j G—1)...(j—k+ 1)) = kﬁl (j — 1)
o La fonction génératrice des probabilités de X caractérise la loi de X. =0
e Plus précisément : En particulier, lorsque k£ = 0, le produit s’effectue sur un ensemble
d’indices vide. Un tel produit vaut 1.
(k)
1)| VEeN, P([X=k]) = Gﬁﬁ,(o) » Initialisation : N
: Soit s € R. Par définition : G()(())(s) =Gx(s) = Ixs?OP([X =4]).
ot Gg?) est la dérivée k™ de la fonction Gx. D'od P(0 j=0
(la fonction Gx permet donc d’obtenir la loi de X ) ou P(0).
2) siY est une v.a.r. discréte finie, & valeurs positives et entiéres, on a : > Heérédité : soit & € N.
Supposons P(k) et montrons que P(k + 1)
m .
Les v.a.r. X etY ont méme loi < Gx = Gy ( i.e. VseR, GS?H)(S) = zk: (GG-1)...(j — k) S~* D P([X = 4]) >
=kt
Démonstration. Soit s € R.

. ) Rappelons tout d’abord que, par hypothése de récurrence :
1) « Notons m la plus grande valeur entiére prise par X. On a alors :

mo Gy (s)
Vs eR, Gx(s)=> & P([X =j]) m ‘
5 = X (U1 G-kt n) (X =)
J:
La fonction Gx est polynomiale de degré m. o _ m . ) k .
En particulier, elle est de classe C* sur R. = K P( (X = k] ) +j:§+1 (‘7 G-=1...G-k+ 1)) s/ P( X =1l )
« Démontrons par récurrence : Vk € N, P(k) ®)
ot P(k):Vs € R, Gg’;)(s) =3 (j(G-1) ... (j—k+1D) ik P([X = j]). (le premier terme de la somme définissant G’ est constant)

j=k
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On a alors :
G (s) (G9)'(s)
- ;::H(j(j—1>...<j—k+1><j—k))sf*k*IP([X=j])

Doua P(k+1).
Par principe de récurrence : Vk € N, P(k).

o D’apres ce qui précéde, pour tout s € R :

G (s)
= RP([X=k)+ _:%1 GG-1D..G-k+1) & P([X =])
= K Ifl>([)(:ic])+(4:§+1 (GG =1 G =k+1) $ 1 P(IX = j])) s

et en particulier, en prenant s =0 :
GP0) = K P([X =K])

2) On procéde par double équivalence.

(=) Si X et Y ont méme loi, alors, pour tout j € N :

P([X

Gx(s) = LI B([X =j]) = > & P([Y =j]) = Gr(s)
j=0 7=0
(<) Si Gx = Gy alors, d’aprés 1), on a, pour tout k € N :
AP @)
p(x=a) = O GO iy
O

I1.2. Cas des v.a.r. discrétes entiéres a ensemble image infini
I.2.a) Notion de série entiére
Définition

Soit (ay) une suite de réels.

Soit z € R.

o La série > ay ™ est appellée une série entiére en la variable x € R.
+oo .
« Si cette série est convergente, on note a; x7 sa somme.
J=0
o Il est possible de démontrer que toute série entiére est convergente sur un
ouvert | — R,R[ ou R € R U {+o0} est appelé rayon de convergence
de cette série. On note par la suite f la fonction somme associée a la série

> ap 2™ On a alors :
+oo .
Vz €] - R,R[, f(z) = 3 a2’
=0

« On appelle série dérivée de la série Y. a,, 2™ la série entiére Y n > 1lna, 2"

(qu’on peut aussi noter > (n + 1) apy1z™).

La série dérivée admet le méme rayon de convergence que la série initiale.
De plus, sa somme n’est autre que la dérivée de la somme de la série initiale.
Autrement dit :

+oo . +o0 .
V:L'E]—R,R[, f/(x) = Zjajx]_l = Z (j+1)aj+1x]
j=1 7=0

Par une récurrence immeédiate, on démontre que la fonction f est de classe
C®sur | —R,R[et:

“+oo

'Zk GG-1)...—k+1)s " P([X
iz

vjieN, fU)(z) i1)
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Remarque

o0
L’écriture JFZ apz® peut étre vue comme une généralisation de la notion
de polyn()nkleg : ¢’est un polynome de degré co.
Cette définition / théoréme n’est pas a savoir démontrer. On la présente ici
pour des aspects culturels. Les exercices ne demanderont pas de démontrer
ces résultats dans le cas général. Il est par contre possible que 'on ait
a démontrer des résultats similaires dans des cas particuliers (v.a.r. qui
suivent des lois usuels notamment).
La définition / théoréme précédent démontre que 'on peut dériver sous le
symbole somme infinie (dans Uintervalle | — R, R[ défini par le rayon de
convergence R de la série) les sommes de séries entiéres. Encore une fois,
ce n’est pas un résultat & connaitre et il ne faudra jamais supposer que I'on
peut effectuer ce genre de manipulations.
Cette définition / théoréme étant établi, les résultat principal sur les fonc-
tions génératrices est aussi vérifié pour les v.a.r. discrétes a valeurs entiéres
et & ensemble image infini.

I.2.b) Reésultat principal

Théoréme 2.

1) | VkeN, P([X =#])

Soit X une v.a.r. discréte.

On suppose que :

x X est une v.a.r. a valeurs positives (Vo € X(w), > 0).
x X est une v.a.r. a valeurs entiéres (X (2) C N).

La fonction génératrice des probabilités de X caractérise la loi de X.

a¥(0)
k!

2) siY est une v.a.r. discréte, a valeurs positives et entiéres, on a :

Les v.a.r. X etY ont méme loi < Gx = Gy

I.2.c) Illustration pour les lois usuelles

« Dans le cas ou X — G (p) (avec p € ]0,1])

L’expression de Gx est donnée par, pour tout s € R : :

Gx(s) =

+oo
> sF(1—p)pt!
k=

L’expression de Gx est donnée par, pour tout s € R : :

+o00 2k
Gx(s) = g—:o sk o e
& (V)
k=0 k!
— e At — e)\(S—l)

[§]
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I.2.d) Un résultat utile

Théoréme 3.

Soit n € N*.
Soient X1, ..., X, des v.a.r. discrétes.
On suppose que les v.a.r. X1, ..., X, sont indépendantes.

On suppose que pour tout i € [1,n] :
x X; est une v.a.r. & valeurs positives (Vxr € X;(w), x > 0).

x X; est une v.a.r. & valeurs entiéres (X;(Q2) C N).

n
GX1+..-+Xn = HGXz‘
=1

(la fonction génératrice d’une somme de v.a.r. c’est le produit des fonctions
génératrices)
Corollaire 1.
Soit n € N* et soit p € ]0,1].
Soient X1, ..., X, des v.a.r. discretes.
On suppose que les v.a.r. X1, ..., X, sont indépendantes.
On suppose enfin que pour tout i € [1,n] : X; — B(p).
Alors : X1+ ...+ X, — B(n,p).

Démonstration.
A démontrer ! O

Corollaire 2.
Soit A > 0 et soit u > 0.
Soient X et'Y deux v.a.r. indépendantes.
On suppose : X — P (A) et Y — P (A).
Alors : X +Y — P A+ p).

Démonstration.
A démontrer! O
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