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Remarque (CULTURE)

o Si la fonction fy est bornée, il est simple de démontrer que la fonction h

Propriétés des lois Gamma, gamma et d’Erlang existe. Démontrons-le.
(HP) Supposons que la fonction fy est bornée. 1l existe donc M > 0 tel que :

WeR, [fy(v)] < M

On a alors, pour tout z € R :
x VteR, 0 < fx(t) fy(z—1) < M fx(t) (%)

+oo
. . . x L’intégrale / fx(t) dt est convergente car la fonction fx est une
Avant-propos : loi de la somme de v.a.r. & densité —o0 .
densité de probabilité. Il en est de méme de 'intégrale M fx(t) dt.

Théoréme 1. oo

Ainsi, par le théoréme de comparaison des intégrales généralisées de fonc-

Soient X etY deux v.a.r. de denistés repesctives fx et fy.
tions continues positives, on en déduit que pour tout x € R l'intégrale

On suppose que les v.a.r. X et'Y sont indépendantes. +o00

+00 / fx(t) fy(z —t) dt est convergente.
On consideére la fonction h : x — / fx(@) fy(z—1t) dt. —00

—c0 « Sila fonction fx est bornée, alors, en reprenant le raisonnement précédent,
On suppose que la fonction h est (définie et) continue sur R sauf (éventuel- on démontre 'existence de la fonction fy * fx. Or, par commutativité du
lement) en un nombre fini de points. produit de convolution, cela démontre I'existence de fx * fy.

Ainsi, le caractére borné de I'une ou l'autre des fonctions fx ou fy assure
I’existence du produit de convolution fx * fy.

Alors la v.a.r. X +Y est une v.a.r. a densité et h est une densité de X +Y .

Remarque o Lintégrande u, : t — fx(t) fy(x — t) fait apparaitre un paramétre x.
. . . , . . +oo
o La fonction h, si elle existe, est appelée produit de convolution des On dit alors que l'intégrale / fx(t) fy(z —t) dt est une intégrale &
fonctions fx et fy. On note généralement cette fonction fx * fy. . —c0
parametre.

o Le produit de convolution est commutatif. Autrement dit, sous réserve

. Le théoréme classique pour démontrer la continuité de la fonction * :
d’existence, on a : que p Ix*fy

+00
fx* fy = fy * fx T — / fx(t) fy(xz—t) dt requiert I’étude de la continuité des fonctions

t — uz(t) (pour tout x) et x — u,(t) (pour tout t).
S’ajoute de plus une hypothése de domination du type :

/m fx@) fy(z—t)dt = /ﬂo fx(z—1t) fy(t) dt Ve e R,VE€R, [us(t)] < g(t)

> - ou la fonction g est elle-méme continue et est 'intégrande d’une intégrale
convergente. Dans le cas ot fx (resp. fy) est bornée, I'inégalité (x) permet
d’établir cette hypothése de domination.

Ce qui s’écrit, pour tout z € R :

(il suffit pour cela de poser le changement de variable| uw=x —t |)
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A RETENIR II. Loi gamma

« Sous les hypothéses du théoréme, la somme X +Y de deux v.a.r. & densité [1.1. Densité
et indépendantes est une v.a.r. & densité dont une densité est le produit

de convolution fx * fy. Définition

« Le caractére borné de la fonction fx (resp. fy) est un cadre idéal pour

e On dit qu’une v.a.r. X suit la loi gamma de parameétre o > 0 si :
établir les hypothéses du théoréme.

a) | X(Q)=]0,+o0]

I. La fonction Gamma b) Lav.a.r. X admet pour densité la fonction fx définie par :

I.1. Définition fx IR = R

Définition 0 site€]— 00,0

On note I' la fonction définie par : t o= 1 2L o=t it € 0, +oo
I(a) ’

+oo
I‘:ac»—>/ = te ™t dt . . - : :
0 « On utilisera la notation X < ~(a)) pour signifier que X suit la loi

gamma de paramétre q.
1.2. Propriétés

Théoréme 2.

: o o . Remarque
La fonction T" vérifie les propriétés suivantes. On vérifie aisément que fx est bien une densité de probabilité :
1) La fonction ' est définie sur ]0,+o00]. 1) f est continue sur | — oo, 0[ U ]0, +oc0l.
2)| T'(1)=1 2) Yz € R, f(x) > 0.

3) Remarquons tout d’abord :

/ e dt = /D ) dt

3)| V>0, T'(z+1)=aT(x)

4) On déduit des propriétés précédentes :| Yn € N, I'(n + 1) = n! —00
car fx est nulle en dehors de [0, +o0].
Remarque ; : too g
. ) ) . . La fonction f est continue par morceaux sur [0, +o0o[. L’intégrale Y7 e v dt
o La propriété 4) établit que la fonction I' prolonge la fonction factorielle a / P [ [ &
I’ensemble des réels strictement positifs. est convergente : on reconnait la définition de I'(a). On a alors :
« Toutes ces propriétés peuvent se démontrer dans le cadre du programme +00 1 +00 I'(a)
ECE (c¢f TD). / fx(@) dt = =— / e tetdt = = =1
0 I(a) Jo I'(a)
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I1.2. Espérance et variance
Théoréme 3.
Soit X une v.a.r. telle que X — y(a) (> 0).

Alors, on a :

1) X admet une variance.

2)

1) X admet une espérance.

2)

V(X) =«

E(X) =«

Remarque

e Soit X une v.a.r. telle que X < (). Il est simple de démontrer que la
v.a.r. X admet des moments & tout ordre r € N.

Il suffit de remarquer que pour tout ¢t > 0 :
" fX (t) _ 1 a+r—1 eft
()

+00
Or, d’aprés I'étude de la fonction I', I'intégrale / o=t o7t dt est
0

+oo
convergente et de valeur I'(a+7). On en déduit que 'intégrale / fx(t)dt
0

est convergente. Ainsi, X admet un moment d’ordre r donné par :

1 +o0o et .
— totr=1 o=t gy
T(a) /0 )

(a+r—1)(a+r—2)...alda)
Tid

« En particulier, E(X) = a (cas 7 = 1) et E(X?) = (a + 1) a (cas r = 2).
Ainsi, par la formule de Keenig-Huygens :

E(X")

= ala+1)—a? = «

V(X) = E(X?) - (E(X))?

I1.3. Stabilité par somme des lois gamma

Théoréme 4.

Soit (g, 2) € (Ri)?

Soit X1 une v.a.r. telle que X1 — y(aq).

Soit Xo une v.a.r. telle que X9 — v(ag).

On suppose de plus que X1 et Xo sont indépendantes.
Alors X1 + X — (a1 + a2).

Démonstration.
En exercice (ci-dessous).

Exercice
: 2
Soit (a1, ) € (Ri) )
Soient X et Xo deux v.a.r. de lois respectives vy(ayq) et y(cz). On suppose
que X1 et X5 sont indépendantes.

Enfin, pour tout o > 0, on note h, et f, les fonctions définies par :

0
heo it R

ha (fa est une densité de la loi y(a)).

sit<0
sit>0

1
I'(a)
1. a) On suppose « # 1. Démontrer que la fonction h, admet un maximum

sur ]0, +o00[ en un point & déterminer.

et fo =

b) En déduire que la fonction h, est bornée sur R.
¢) Montrer qu’il en est de méme dans le cas ot a = 1.

2. Démontrer que la v.a.r. X1+ X3 est a densité. On note fx,+x, une densité
de cette v.a.r. . Que vaut fx, 4x, sur U'intervalle | — oo, 0] 7

3. a) Pour tout x > 0, démontrer :

1
/:c tal_l (;p—t)az—l dt — $a1+a2_1 / ual—l (1_u)o¢2—1 du
0

0
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b) En déduire que pour tout x > 0, fx,1x,(z) s’écrit sous la forme :

fX1+X2 (x) =cX fa1+a2(x)

ol ¢ est une constante qui sécrit en fonction d’une intégrale.

+o00
c) Que vaut / fx,+x,(z) dz? En déduire la valeur de ¢ et conclure.
0

ITI. Loi Gamma

IT1I.1. Densité

Définition

e On dit qu’une v.a.r. X suit la loi Gamma de paramétres a > 0 et
B>0si:

a) | X(Q)=10,+o00]

b) Lav.a.r. X admet pour densité la fonction fx définie par :
fX IR — R
0 site]—o0,0]
t — ﬁoe
IN())

a=l =Bt it €]0,+oo]

o On utilisera la notation X < I'(«, 8) pour signifier que X suit la loi
Gamma de parameétres a et 3.

Lien avec les lois usuelles

o On peut tout d’abord remarquer :

T, = £V

o La loi gamma est un cas particulier de la loi Gamma. Plus précisément :

v(a)

Na,1) =

1)

Remarque
On vérifie aisément que fx est bien une densité de probabilité :

f est continue sur | — oo, 0[ U ]0, +o00].

2) Yz € R, f(x) > 0.

3)

Remarquons tout d’abord, comme fx est nulle en dehors de [0, +o0] :

/+OO fx(t) dt = /0+<><> fx(t) dt

—0o0
La fonction f est continue par morceaux sur [0, +0ool.
Sous réserve de convergence, on obtient, & I’aide du changement de va-

u=pt
+o0 1 o0
/ o le=Bt — = / u e ™ du
0 B Jo

+oo
Cela démontre la convergence de l'intégrale / [x(t) dt et enfin :
0

+o0 B K L 400 y _ F(a)
oo = G (@)

riable

1I1.2. Espérance et variance

Théoréme 5.
Soit X une v.a.r. telle que X — (e, B) (e >0 et > 0).

Alors, on a :

1)
2)

X admet une espérance. 1) X admet une variance.

E(x)zﬁ 2) V(X)Z%
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Remarque

o Soit X une v.a.r. telle que X < I'(e, 5). On peut démontrer que la v.a.r.
X admet des moments a tout ordre » € N. Pour ce faire, on procéde comme
avec les lois . Enfin, pour le calcul, on écrit :

o “+o00
IB / tT‘-‘rOé—l e—ﬁt dt
I'(a) Jo

i A A NS
“ww G e

- ﬂﬂ 1 oo r+a—1 _—u
T @, e

E(XT)

1 T
= ﬁE(Y)

ala+1)...(a+r—1)
57’

(00 Y = ~(a))

% (cas r = 1) et E(X?) = a(aﬁ;—l)

Ainsi, par la formule de Keenig-Huygens :

« En particulier, E(X) = (cas r = 2).

B a2 Q_a(a—i-l)_gQ_g
V(X) = E(X?) - (E(X))” = — B <B> -

II1.3. Stabilité par somme des lois Gamma

Théoréme 6.

Soient (a1, a2) € (Ri)z et B € RY.

Soit X1 une v.a.r. telle que X1 — I'(aq, 5).

Soit X9 une v.a.r. telle que Xo — T'(ag, ().

On suppose de plus que X1 et Xo sont indépendantes.
Alors X1 + X9 < I'(a1 + ag, B).

Remarque
La démonstration est similaire & celle du cas de la loi ~.

IV. Loi d’Erlang

IV.1. Densité

Définition

On dit qu'une v.a.r. X suit la loi d’Erlang de paramétres n € N* et
A>0si:

a)| X(Q)=10,+o00]

b) Lav.a.r. X admet pour densité la fonction fx définie par :

fx R — R

0 site]—o00,0]
An

n—1 ,—At ;
CEE t" e sit e ]0,+o0]

Lien avec les précédentes lois

« Rappelons que pour tout n € N* on a : I'(n) = (n — 1)!. La loi d’Erlang
de parameétres n et A n’est donc rien d’autre que la loi I'(n, A) ou n est un
entier naturel.

o La loi d’Erlang étant une loi Gamma pour des paramétres particuliers,
tous les résultats sur la loi d’Erlang se déduisent de 1’étude réalisée sur la
loi Gamma.

IV.2. Espérance et variance

Théoréme 7.
Soit X une v.a.r. telle que X — I'(n,\) (n € N* et A > 0).
Alors, on a :

1) X admet une espérance. 1) X admet une variance.

2) | B(X) =1 2) | V(X) =
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IV.3. Stabilité par somme des lois d’Erlang

Théoréme 8.
Soient (ny,ng) € (N*)2 et A € RY.
Soit X1 une v.a.r. telle que X1 < T'(ng, A).
Soit Xo une v.a.r. telle que Xo — T'(ng, A).

On suppose de plus que X1 et Xo sont indépendantes.

Alors X1+ Xo — I'(n1 + na, A).

Théoréme 9.
Soit (Xp)nen+ une suite de v.a.r. :
x indépendantes,
x de méme loi £ (N).
n
Pour tout n € N*, on note S, = > X;.
i=1
Alors Sy, — T'(n, \).

Démonstration.

L’étude de la loi Gamma étant faite, il suffit de rappeler :
Ainsi, par la stabilité par somme des lois Gamma, on obtient, par une récur-

rence immeédiate :

Sy =3 Xi = T(n,\)
=1

£(\) = D(1L,\).

Loi d’Erlang et concours
Il est relativement fréquent de faire I’étude de la loi d’Erlang dans les énoncés
du TOP 3. Plus précisément :

X

ESSEC-III 2007 : la loi d’Erlang I'(n,\) apparait comme somme de n
v.a.r. indépendantes de lois € (M).

ESSEC-II 2010 : on considére une v.a.r. T qui représente la durée de vie
d’un systéme. On appelle fiabilité la fonction de survie de 1. On démontre
des résultats généraux sur la fiabilité qu’on illustre sur plusieurs lois dif-
férentes pour T : loi € (u), loi d’Erlang T'(n, ) et loi de Weibull.

HEC 2012 : on considére initialement une v.a.r. qui suit une loi de Weibull.

On démontre alors que AvX suit la loi £(1). La loi d’Erlang TI'(n, 1)

apparait alors comme somme de n v.a.r. indépendantes de lois £ (1).

HEC 2014 : sans citer explicitment la loi d’Erlang, on note J, la fonction de
n

répartition de la loi d’Erlang I'(n + 1,1). On note S, = > X; une somme
i=1

de v.a.r. indépendantes suivant toutes la méme loi P (1) (ainsi, S, —

P (n)). On démontre alors : P([S, < n]) = 1 — J,(n) et P([S, >n]) =

Jnf 1 (n) .
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