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CH I : Suites réelles - révisions, compléments

I. Notion de suite

I.1. Définition générale

Définition
Une suite de nombre réels u est une application de N dans R c’est-a-dire
une fonction de N dans R définie pour tout entier n € N.

v : N —- R
n — u(n)

Notation

« Pour tout n € N, on utilisera la notation w,, pour représenter u(n), I'image
de I'application u au point n.

« L’application u sera généralement notée (uy,)nen ou tout simplement (uy,).

o On pourra parler sans distinction de suite (u,) ou de suite de terme

général u, (sans introduction préalable de la variable n) ou enfin de suite
définie par : Vn € N, u,, = ...

@ Il faut faire la différence entre les objets :

x (up), qui est une suite (infinité de termes).

x Uy, qui est la valeur de la suite au rang n (1 seul terme).

Remarque
On pourra aussi considérer des suites :

x définies seulement & partir du rang 1

u : N*

n (g

- R
1

n

v : N*

- R
n o~

In(n)

x définies seulement & partir du rang 2 : (In(n — 1))p>2

x définies seulement & partir du rang m (pour m € N) : (

1.2. Comment définir une suite ?

a) De maniére explicite : Vn € N, u,, = 5n + 3.

b) De maniére implicite

(i) Par relations de récurrence :

Uy = 3
VneN, upr1 = up+5
(cette suite est arithmétique)

uy = 2
(cette suite est géométrique)

V2

uy =
uy = 21n(3)
VneN, upto = Tunt1 —4duy

(cette suite est récurrente linéaire d’ordre 2)

(i) En définissant chacun de ses termes comme solution d’une équation :

Pour tout n € N, on note u, I'unique solution positive de
I'équation f,,(z) = 0 ou f, est la fonction définie par ...
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1.3. Propriétés - vocabulaire

I.3.a) Sens de variation

Une suite (uy,) est croissante si elle définit une fonction croissante.

(uyn) croissante < (Vm e N,Vn € N, (m < n = up, < uy))

On utilise en fait la définition suivante (équivalente!) qui tire partie des
propriétés de N.

Définition (Sens de variation des suites)

Une suite (uy,) est dite croissante si : | Vn € N, up41 = up,

Une suite (uy,) est dite décroissante si: | Vn € N, upt1 < up

Dans le cas ol ces inégalités sont strictes, on parlera de croissance stricte
et de décroissance stricte.

Une suite (uy,) est dite (strictement) monotone si :
x elle est (strictement) croissante,

0U  « elle est (strictement) croissante,

Une suite & la fois croissante et décroissante est constante.
(up) constante < Vn €N, upi1 = uy,

< daeR,VneEN, u,=a
& VneN, u, =ug

Une suite est dite stationnaire si elle est constante & partir d’un certain
rang.

dng e N,Vn e N, (n = ng = up = up,)

De maniére générale, on dit quune propriété P(.) est vérifiée & partir d'un
certain rang si :

dng e N,Vn € N, (n = no = P(n))

Exercice

Montrer que ces deux notions de croissance sont équivalentes.

METHODO | Etude du sens de variation d’une suite

Pour montrer qu’une suite est croissante, il faut démontrer :
Vn €N, Upt1 = Uy

La rédaction attendue sur une telle question est la suivante.

Soit n € N.
On a @ Upy1 —Up =

= 0

Ainsi : Vn €N, upi1 = up.-
La suite (u,) est donc croissante.

o Lorsque le terme général de la suite se présente sous forme d’un quotient
Un+1

Un

/ d’un produit, on peut considérer le quotient et le comparer a 1.

Attention cependant & cette écriture :
x il faut vérifier au préalable : Vn € N, u,, # 0.
x pour n € N, il faut aussi avoir en téte :

Un+1
=1 X Up41 2 Un
Un,

Ceci n’est vrai que si u, > 0!

Exercice

Déterminer le sens de variation des suites (u,) et (v,) définies par :
no1

a) Vn € N*| u, = —.
=1 k
n!

b) Vne N* v, = —.

) n \/ﬁ
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I.3.b) Bornes d’une suite réelle Définition (Notion de borne supérieure, inférieure)

« Toute suite réelle (u,) majorée admet une borne supérieure :

Définition (Notion de majorant, minorant) o . : .
par définition, c’est le plus petit des majorants de la suite.

« Une suite (uy) est dite majorée si elle admet un majorant.

On notera sup u,, la borne supérieure de (uy,).

IM eR,VneN, u, <M ~ neN ) . .
« Toute suite réelle (u,) minorée admet une borne inférieure :

par définition, c’est le plus grand des minorants de la suite.

« Une suite (uy) est dite minorée si elle admet un minorant.

On notera inf w, la borne inférieure de (u,).
IneR,VneN, u, >2m neN

Remarque

« Une suite & la fois majorée et minorée est dite bornée. « Par définition, la borne supérieure de (u,) (si elle existe!) est un majorant

de (uyp). On est donc dans I'un des deux cas suivants :

(u,) est bornée < I(m, M) e RZVn €N, m < u, < M

x soit (up) est majorée et, dans ce cas, elle admet une borne supérieure,

x soit (u,) n’est pas majorée et, dans ce cas, elle n’admet pas de borne
supérieure.

Remarque

o Un majorant d'une suite (u,) est un réel indépendant de la valeur de n.
Par exemple, si une suite (u,,) vérifie : Vn € N, u, < n?, on ne peut pas
en conclure que (u,) est majorée.

(par exemple, on a : ¥n € N, n < n? mais la suite (n) n'est pas majorée)

o Il est a noter que la borne supérieure de (uy) (si elle existe!) n’est pas
forcément un élément de la suite.
Par exemple, la suite (u,) de terme général u,, = 2 — % admet pour borne

. . . . ) supérieure sup u, = 2. Et 2 n’est jamais atteint (Vn € N, u 2).
« Si une suite (u,) admet un majorant M, tout réel R > M est aussi majo- P neg " ) ( n72)

rant de la suite puisqu’on a alors : Vn € N, u,, < M < R. e Sile « meilleur » des majorants est atteint, on parle de maximum.

Ainsi, si la suite (uy,) admet un majorant, elle en admet une infinité. o , , .
Définition (Notion de maximum, minimum,)

Exemple « On dira qu’une suite (u,) admet un maximum atteint au rang ng si :
1 1
Considérons la suite [ 2 — — | (suite de terme général u, =2 — —).
( n) ( & " n) Vn €N, up < Up,
. . 1
o Elle est majorée par 2 puisque : Vn € N, up, = 2 — n <2 Un maximum atteint au rang ng sera noté : u,, = mali}( Up, -
ne
7 . , . . . .
« Elle est donc majorée par : 2, 2.1, e, 3, o1 /37 .. « On dira qu’une suite (u,) admet un minimum atteint au rang ng si :
o Parmi ces majorants, il convient de distinguer « le meilleur » c’est-a-dire Vn €N, u, = up,
celui qui apporte le plus d’informations sur la suite.
Il s’agit ici de 2, le plus petit des majorants de la suite. Un minimum atteint au rang ng sera noté : up, = 11116111\11 U,
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Remarque
e Les notions de maximum et de borne supérieure sont différentes.

1) Si une suite admet un maximum, alors elle admet aussi une borne
supérieure qui est égale & ce maximum.
Ainsi, si une suite n’admet pas de borne supérieure, elle n’admet pas
non plus de maximum. (c’est la contraposée du point précédent)

2) Une suite peut admettre une borne supérieure mais pas de maximum.
Autrement dit, la borne supérieure d’une suite n’est pas forcément at-
teinte (i.e. n’est pas forcément un élément de la suite).

(considérer par ezemple la suite (2 — 1))

« Les notions de borne supérieure et inférieure ne sont pas officiellement au
programme de ECE. Elles sont développées ici dans le but de permettre
une meilleure compréhension de la notion de majorants.

Propriété (Caractérisation des suites bornées)

(un) est bornée < IM >0,VneN, |u,| < M

Autrement dit : (uy,) est bornée ssi la suite (Juy|) posséde un majorant.

Démonstration.
On procéde par double implication.

(=) Si (uy) est bornée, il existe my et M tels que : Vn € N, my < u,, < M.
Notons M = max (|m1],|Mi]|). On a alors :

VneN, |u,| <M

(<) Il suffit de remarquer que (propriété de la fonction valeur absolue) :

lun| < M & —M < u, < M

I.3.c) Suites extraites
Définition
Soit (uy,) une suite.
Soit ¢ : N — N une application strictement croissante.

o La suite (uy(,)) est une sous-suite (ou suite extraite) de (uy).

Exemple

(-1

n41

« Sion note v, = ugy, alors (v,) est une suite extraite de (u,) définie par :
S

@n)+1 2n+1

« Sion note wy, = ug,11, alors (v,) est une suite extraite de (u,) définie
S

Cn+1)+1 2n+2

« La suite (up,—3)n>3 est aussi une suite extraite de (uy,).

Considérons la suite (u,) de terme général u,, =

YneN, v, =

par : vn e N, w, =

o La suite (uin(n))n>1 n'est pas une suite extraite de (uy).

Exercice
n (_1)k+1
On considére la suite (S),) de terme général : S, = > —
k=1
a. Montrer que (S2,) et (Sa2,+1) sont des suites extraites de la suite (Sy,).
11 suffit de remarquer que ¢ : n — 2n et ¢ : n — 2n+1 sont des fonctions :
x de N dans N,
x strictement croissantes.
b. Déterminer le sens de variation des suites (S2,,) et (S2n4+1)-
Notons (vy,) la suite de terme général v, = Sa,.
Alors : Un4+1 — Unp = 52(71-1-1) - Sgn = S2n+2 - SQn = ...
(on agit de méme pour (Sop+1) - ..)
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II. Suites usuelles

I1.1. Suites arithmétiques

Définition

Une suite (uy,) est dite arithmétique s’il existe un réel r (appelé raison) tel
que :

VneN, tupt1 =up +7r

Théoréme 1. (Caractérisation des suites arithmétiques)

(un) est une suite arithmétique

. VneN, u, =u nxr
de raison r € R »on 0+

I1.2. Suites géométriques

Définition

Une suite (uy,) est dite géomeétrique s'il existe un réel ¢ (appelé raison) tel
que :

Vn €N, Upr1 =q X un

Théoréme 2. (Caractérisation des suites géométriques)

(up) est une suite géométrique

. Vn eN, u, =ug X q"
de raison q o 0>*4d

Exemple
On considére les suites (uy) et (vy) suivantes.
ug = 3 Vo = 3
VneN, upt1 =up+5 Vn €N, vpt1 =5 X vy
« La suite (u,) a pour formule explicite : Vn € N, u,, = 5n + 3.

« La suite (v,) a pour formule explicite : Vn € N, v, = 3 x 5™,

11.3. Suites arithmético-géométriques
I1.3.a) Définition
Définition

« Une suite (uy,) est dite arithmético-géométrique s’il existe a € R\{0,1}

et un réel b = 0 tel que : VneN, upy1 =a X u,+0

« On appelle équation de point fixe associée a la suite (u,) 'équation (en

r=axx+b

la variable x) suivante :

(si on note f:x+— a X x+b, cette équation se réécrit : f(x) = x, faisant
ainsi de l’élément x € R un point fixe de f)

I1.3.b) Méthode d’étude

Considérons une suite arithmético-géométrique (uy,).
On va ramener ’étude de ce type de suites a I’étude des suites géométriques.
1) Résolution de l’équation de point fite x =a X x +b
b
1—a
2) Utilisation d’une suite auziliaire (vy,) (géométrique)

Cette équation admet pour unique solution A =

On écrit : Upp1 = a X U, + b (L1)
A = a X X + b (Lz)
et donc  upy1—A = a X (up—A) (L1) — (Lo)

Notons alors (vy,) la suite de terme général v, = u, — A.
De par I’égalité précédente, on a : vp+1 = a X vy,.

3) Obtention de la formule explicite pour (vy,)

La suite (vy,) est géométrique de raison a. Ainsi : Vn € N, v, = a" X vy.
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4) Conclusion : obtention de la formule explicite pour (uy)

On a donc, pour tout n € N: u, — A = a”™ x (ug — \)
On obtient donc une formule explicite pour (u,).

VneN, u, = a" X (up—A) + A

Remarque

« Le principe de la démonstration est de faire appraitre u, comme somme
d’une partie géométrique (v,) et d'un élément (A) : Vn € N, u, = v, + A.

o Les suites arithmético-géométriques apparaissent ainsi comme des suites
géomeétriques translatées de .

« On note que la partie géométrique dans la définition de (up) (up+1 =
a X up+...) se retrouve dans la formule explicite (u, = a" X (ug—A)+...).

Exercice
Notons (uy,) la suite définie par :

u0:0
Vn eN, tupt1 =3 X up + 2

n
Donner une formule explicite de (uy,) puis calculer > wy.
k=0
1) L’équation de point fixe associée a la suite (uy,) est :

r=3xzx+2

Or:z=3xz+2 & 2xx=-2.
Cette équation a donc pour unique solution : A = —1.

2) On écrit alors :

A =3 x X + 2 (L2)
et donc  upy1—A = 3 X (up—A) (L1) — (L2)

Notons alors (vy,) la suite de terme général v, = u, — \.

3) D’aprés le point 2), la suite (v,) est géométrique de raison 3.
On en déduit que, pour tout n € N :

Un = g X 3" = (ug — A) 3" = (0 — (1)) 3" = 3"

4) Ainsi, pour tout n € Ny u,, = v, +A = 3" —1.
n
On peut alors déterminer Y wug.
k=0

n n k
Youp = Y (38 -1)
k=0 k=0
n n
= Y331
k=0 k=0
1_3n+1
= — - 1
T3 (n+1)
= (B3 -1)—n-1

— 7X3n+1_n_%

N|[—

I1.4. Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

II.4.a) Définition

Définition

« Une suite (u,) est dite récurrente linéaire d’ordre 2 s’il existe deux
réels (non nuls) a et b tels que :

Vn €N, Upro = a X Upy1 +b X uy

« On appelle équation caractéristique associée a la suite (uy,) I’équation
(en la variable z) 22 = ax + b. On peut la réécrire :

22 —axr—b=0
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I1.4.b) Méthode d’étude Démonstration.
H t d développée ici. O
Cette méthode est basée sur le calcul des racines de I’équation caractéristique. O PTogratiine et dole not developpee 1ct
On a ainsi trois cas différents, en fonction du discriminant A du polynéme Exercice
caractéristique. On considére la suite donnée par :
Théoréme 3. w = 2
Soit (uy) une suite récurrente linéaire d’ordre 2. w = 0
Il existe donc a # 0 et b# 0 tels que : Vn € N, upio = atpr1 + buy,. Vn €N, upto = —2upt1 + 3uy,
1) SiA=a’+4b>0
. . D f 1 licite de cette suite.
Alors le polynome admet deux racines réelles distinctes r1 et ra. OTHCE THE TOTHIe exphcette de cette suite
La formule explicite de (uy) est donnée par : « L’équation caractéristique associée a la suite (uy) est : 22 = —2x + 3.

Up = AX T 4+ 0 X7y

ot les réels \ et p sont donnés par

A + 7 U
AXT] + pXxXre = w

2) SiA=a’+4b=0

Alors le polynome admet une racine double r.
La formule explicite de (uy) est donnée par :

Up = AX T+ puxnxr®

ot les réels \ et p sont donnés par

A = Uup
Aro 4+ pXr = wu

8) SiA=a’2+4b<0

Alors le polynéme n’admet pas de racine réelle.
Une formule explicite pour la suite (uy,) existe bien mais ne sera pas don-
née ici (Hors Programme).

Notons P le polynome : P(X) = X2 +2X —3 = (X — 1)(X +3).
(Le polynéme P admet pour racine évidente r = 1.
On en déduit la deuziéme racine de P : rg = —3.)

« On en déduit la formule explicite de (uy,) :
VneN, u, =
= A (1) g x (<3

= A+pux(=3)"

AX 7™ 4 X ro”

ol les valeurs A et p sont données par le systéme :

(S) 2 = X + p (valeur enn =0)
0 = X — 3pu (valeurenn=1)

4 A
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III. Notions de convergence, divergence redrede

redrede

II1.1. Suites réelles convergentes -
redred?/ — ¢
Définition Suites réelles convergentes

Soit £ € R un nombre réel (fini).

« On dit que la suite (u,) converge vers ¢ (ou admet la limite ¢ / ou tend
vers ¢ quand n tend vers +00) si tout intervalle ouvert contenant ¢ contient
tous les termes de la suite (u,) sauf un nombre fini d’entre eux.

(c’est la définition donnée par le programme officiel)

o Cette propriété peut s’écrire a l'aide de quantificateurs.
La suite (u,) converge vers £ si :

Ve >0, dng e N, Vn e N, (n = ng = |u, — ¥ <¢)

ou encore (avec l'abus de notation « ¥n = ng ») :

Ve >0, dng €N, Vn > ng, |u, — ¢ <e¢

« Cette propriété signifie :
« quelle que soit la précision € (> 0) choisie, on peut trouver un rang a
partir duquel les éléments de la suite ne s’écartent pas de £ de plus de € »

« Lorsque (uy) converge vers ¢, on note :

lim w, = ¢ ou encore u, — £
n—-+4o0o n—-+4o0o

Représentation graphique
Si la suite (u,) converge vers ¢, on peut trouver un rang a partir duquel tous
ses termes sont dans 'intervalle rouge (et ce quel que soit la largeur fixée
auparavant de cet intervalle) :

redred? + ¢
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II1.2. Suites réelles divergentes Remarque

« Une suite (uy) qui tend vers +o0o est une suite divergente. La notion de

Définition Suites réelles divergentes ) ) : oS .
convergence est réservée aux suites admettant une limite finie.

o Une suite réelle (u,,) est dite divergente si elle n’est pas convergente. . - . .
(un) g P & « Il n’est pas nécessaire, dans la définition de suite divergente, de supposer

o Autrement dit, (uy,) est divergente s'il n’existe pas d’éléments £ € R tel 4 < (1 Plus précisément, on a :

que (uy) converge vers £.

U, — +oo & VA e R, Ing e N,Vn > ng, u, > A

IT1.3. Cas des limites infinies

Uy, = —00 & VA eER,Ing € N,Vn > ng, u, < A

Définition Suite divergeant vers l’infini

Soit (uy) une suite de réels. o Qu’elle soit finie ou non, il y a unicité de la limite.
. ) . ) Théoréme 4. Propriété d’unicité de la limite

« On dit que la suite (uy,) diverge vers +o0o si : _ o
Soit (uy) une suite réelle.

VA>0, dng e N, Vn e N, (n > ng = u, > A) U, — 0 €R
} == leﬁg

Ce que 'on peut écrire, avec ’abus de notation habituel : u, —+ ¥ €R

VA >0, dng €N, Vn > ng, up, > A

II1.4. Quelques propriétés issues des définitions

Ceci signifie que les termes de la suite deviennent, & partir d’'un certain Propriété des suites convergentes
rang, aussi grands que souhaités. Soit (uy,) une suite réelle.

o Lorsque (u,) diverge vers 400, on utilise les notations suivantes :
que (un) & 1) | (up) converge vers { € R & (u, — ) converge vers 0
lim wu, = 4o ou encore Uy, —> +00
n—+oo n—+o0 2) | (uy) converge vers 0 < (Ju,|) converge vers 0
« On dit que la suite (uy,) diverge vers —oo si : 3) | (un) convergente = (u,) bornée
VA>0, IngeN, VneN, (n>ng= u, < —A) 4) Soit ¢ : N — N une application strictement croissante.
u, — LeER = u — L
Ce que 'on peut écrire, avec I’abus de notation habituel : " nstoo #(M) nStoo

Ainsi, si (uy,) est convergente de limite ¢, alors il en est de méme de toutes

VA >0, dng €N, Vn = ng, u, < —A . }
ses suites extraites.
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Démonstration.
On ne démontre ici que la propriété 3). On pourra se reporter au cours de
premiére année pour les autres démonstrations.
3) Soit (uy) une suite convergente de limite ¢ € R.
Choisissons une précision € = 1.
Par définition de la convergence, on sait qu’a partir d’un certain rang
ng € N : |u, — ¢] < 1. Autrement dit : Vn > ng, £ —1 < u, < £+ 1.

redrede redrede

redred? — 1 redred? + 1

La suite (u,) est donc bornée a partir d’un certain rang (ng en l'occur-
rence). Il reste & montrer qu’elle est bornée tout court.
Pour ce faire, considérons les éléments de la suite précédant le rang ng :

Uy, ULy -« -y un0,1

Ces éléments sont en nombre fini et possédent donc :
x un minimum : ¢ = min{u, | n € [0,n0 — 1]},
x un maximum A = max{u, | n € [0,no — 1]}.
Si on note m = min(a,? — 1) et M = max(A,¢+ 1), on a alors :
VvneN m < u, < M
Remarque
o Ce résultat n’est pas une équivalence. Une suite bornée n’est pas forcément
convergente. ( considérer par exemple la suite ((—1)™)
On obtient, par contraposée, qu’une suite non bornée ne peut converger.
o La propriété 4) fournit un critére de divergence :
x si (u,) admet une sous-suite divergente, alors (uy) diverge.

x si (up) admet deux sous-suites tendant vers deux limites distinctes,
alors (uy,) diverge.
En particulier, on peut en déduire que la suite ((—1)™) est divergente.

Exercice (propriété de recouvrement)
Soit (uy,) une suite telle que :

x (Ugn)nen est convergente, de limite ¢ € R,
x (U2n+1)nen est convergente, de limite ¢ € R.

Montrer que (u,) converge vers £.

Démonstration.

Démonstration formelle « avec les ¢ »
Soit € > 0.

— L.
n—-+4o0o

Ainsi, il existe un rang n; € N tel que : Vn > nq, |uga, — €| < e.
(ceci signifie qu’a partir du rang ny, tous les éléments de (ug,) sont dans
intervalle rouge)

e On sait : usgy,

] redred redred :
| ‘ |
redredl — ¢ ¢ redredl + ¢
e On sait : ugpe1 —> 4.
n—-+oo

Ainsi, il existe un rang ny € N : Vn = ng, |ugn+1 — 4] < e.
(ceci signifie qu’a partir du rang ng, tous les éléments de (ugp+1) sont dans
Uintervalle rouge)

Noton N = max(2n1,2ng2 + 1). Ces deux inégalités permettent d’affirmer :
Vn>= N, |u, —¥¢ < ¢

(ceci signifie qu’a partir du rang N, tous les éléments de (uy) sont dans
Uintervalle rouge)

Ainsi (uy,) est convergente de limite £.

10
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Le programme officiel précise « [qu’] aucune démonstration concer-
nant les résultats [du chapitre convergence| n’est exigible ».

« Ce type de démonstration, dite « avec les € », est de ce fait consi-
déré comme trés technique.

« Dans une copie de concours, on attend plutoét un raisonnement
comme celui qui suit.

Démonstration formelle « sans les € »
Soit I un intervalle ouvert contenant .

o Comme ug, — ¢, intervalle I contient tous les termes de la suite (ugy,)
oo

n—+
(c’est-a-dire tous les termes d’indices pairs de la suite (u,,)) sauf un nombre
fini d’entre eux.

o Comme uop1 T £, 'intervalle I contient tous les termes de la suite
n—-+0oo

(ugn41) (c’est-a-dire tous les termes d’indices impairs de la suite (u,,)) sauf
un nombre fini d’entre eux.

On en déduit que l'intervalle I contient tous les termes de la suite (u,) sauf
un nombre fini d’entre eux. 0

Remarque

o La propriété 4) (un, — £ E€R = wuyp — L) et la propriété de
n—-+o0o

n——+o00
recouvrement (que ’on peut voir comme une sorte de réciproque) restent

vraies pour des limites infinies. La démonstration est similaire.

o Ce résultat n’est pas dans le programme officiel de la voie ECE. 1l faut
savoir le démontrer si on souhaite 'utiliser. On ne pourra donc pas, dans
une copie, rédiger en évoquant « par la propriété de recouvrement ».

Propriété des suites divergeant vers l'infini

Soit (uy,) une suite réelle.

1) | (up, - —o0) & (—up — +00)

2) Si (uy) diverge vers +oo alors elle n’est pas majorée.
(réciproque fausse! Considérer ((—1)"n))

3) Si (uy) diverge vers +oo (réciproquement —oo) alors elle est positive
(réciproquement négative) a partir d’un certain rang.

U, — +00 = Ing € N,Vn = ng, u, =0

Uy, = —00 = dng € N,Vn = ng, u, <0

IV. Compatibilité avec la relation d’ordre

IV.1. Démontrer des inégalités pour les suites convergentes

Théoréme 5. (« Passage a la limite » dans les inégalités)
Soit (up) une suite convergente, de limite £ € R.
Sotent a € R et b € R.

a) S’il existe un rang ng tel que : ¥n = ng, u, = a alors : £ > a.
b) S’il existe un rang ng tel que : Vn = ng, u, < b alors : £ < b.
c) Sil existe un rang ng tel que : ¥n = ng, a < up < b alors - a <0< b.

On peut résumer ces propriétés comme suit.

Up —> £ Up —> £

Vn 2 no, up = a Vn 2= no, up < b

}:>f>a

}:>£<b

Uy —> £

= a</l<b
Vn = mng, a <up <O
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Remarque

o On parle parfois de « passage a la limite » dans les inégalités. On rappelle
que ce passage n’est possible que si on a démontré au préalable que la suite
(uy) est convergente.

« En particulier, il ne faut pas confondre ce résultat avec le théoréme d’en-

cadrement présenté plus loin.

o Il est facile d’écrire un énoncé similaire avec des inégalités strictes.
En effet, comme : u, > a = wu, > a (inégalité stricte implique large) :

Théoréme 6. (Théoréeme de comparaison des limites)
Soit (up) une suite convergente, de limite {1 € R.
Soit (vy,) une suite convergente, de limite {3 € R.
Supposons de plus : Ing € N,Vn = ng, u, < vy.

On a alors : {1 < ¥£s.

On peut résumer cette propriété comme suit.

= a</l<b
Yn>=2ng, a<u,<b

« Par exemple, par passage a la limite, on obtient le résultat suivant :
L, 1
YVneN", —>0] = 0>0
n

« Si l'on sait que la suite (u,) est convergente de limite ¢ € R, le résultat
peut se résumer comme suit :

(VneN, u,el) = el

ot I est un intervalle et I est Padhérence de I (intervalle I auquel on a
ajouté ses bornes finies). Par exemple :

x (YneN, u, €] -3,2) = £e]-3,2]
x (YneN, u, €10,2]) = £€]0,2]
x (Yn €N, u, € ]0,4+00[) = £ €[0,400[

Up — 61 Uy, — El
un—>€ un—>€ Un—>€2 = £1<€2 ’Un—>€2 = 61252
= (=>a = <D
Vn = ng, up > a Vn = ng, up, < b Yn = ng, Un < Un Vn = ng, Up > Up
Uy —> 1 (la remarque sur les inégalités strictes s’applique ici aussi)

Démonstration.
On applique le Théoréme 5 a la suite de terme général : w, = uy, —v,. 0O

Remarque
Les suites (uy) et (vy,) étant convergentes, on peut encore parler de « passage

a la limite » dans les inégalités.

Exercice

1
2 . x
a. Démontrer : Vn € N*, o < n 1"

Cette propriété est-elle vraie pour n =07

Vn € N*, P(n) ou P(n)

Démontrons par récurrence, :
1) Initialisation :
e D’une part : 1! = 1.

o D’autre part : 2171 =20 =1,
1

1
Dou: - < —

11 S 911 et P(1) est vérifiée.
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2) Hérédité : soit n > 1. IV.2. Démontrer de la convergence
t dé t 5 1).
Supposons P(n) et démon ronblp(n +1 ) Théoréme 7. (Théoréeme d’encadrement)
Par hypothése de récurrence : n! S on—1° Soient (uy), (vn), (wy) trois suites réelles telles que :
On en déduit - 1 1 1 1 o (up) est convergente, de limite £.
( +1) " 2nmlng1 T o2n e (wy) est convergente, de méme limite £.

En offet - e Il existe un rang ng € N tel que : Vn = ng, up < vy < Wy

1 1
<-carn+12>2 Ainsi P(n+1).
n+l =2 Alors la suite (vy,) est convergente de limite £.

Par principe de récurrence, on a : Vn € N, P(n). On peut résumer ce théoréme comme suit.

Enfin, la propriété est vraie pour n = 1 puisque 1! =1 et 2171 =20 = 1.

n Up < Up S Wp
b. Démontrer que la suite de terme général S, = > i converge vers un §
k=0 ¥ 3 7
réel S €12,3]. g:%l i %l
1 81
e Soit n > 0. Sn—',—l S 1 > 0. v
T (nr 1)l ¢ < 0 o< 0
Ainsi, la suite (.S;,) est croissante.
D’aprés la question précédente, pour tout k£ > 1 1 < 1 Démonstration.
: P q P P TR T gk Considérons un intervalle ouvert contenant £.
On en déduit par sommation : o Tous les termes de (u,) (sauf un nombre fini) sont dans cet intervalle.
no1 noq no /INEL ne1 1NE 1 — (L 1\ Tous les termes de (wy,) (sauf un nombre fini) sont dans cet intervalle.
Ey ZF:Z <2) = <2> __1:2_<2> e Or, pour tout n € N, on a : u, < v, < Wy.
k=1 k=1 k=1 k=0 2 ~
On en conclut que tous les termes de (vy,) (sauf un nombre fini) sont dans
1 1\ ! cet intervalle.
Et ainsi, Sn—1+z TS3—1(5 < 3.
k=1 k! 2 On peut rédiger cette démonstration « avec les € » en s’appuyant sur la

« La suite (S),,) est croissante et majorée par 3 donc convergente vers un représentation graphique ci-dessous :
réel S tel que S < 3

€ €
1,1 1 =1 5 21 5 [
oEﬁ 3 S —_ — — J— — | | | |
nfin, si n > 0+1l+2+k§3n! 5 ;n 3 U‘n U‘n w‘né L
5 {—¢ l+¢
On en déduit, par passage a la limite, : S > 3 > 2.
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Remarque L L . 1
b) En déduire un équivalent simple de 4/1 + —.
« Dans cet énoncé, on ne suppose pas (vy,) convergente mais on le démontre. n
o Ainsi, rédiger en argumentant par « un passage & la limite » serait une En divisant par 1 + ﬁ (> 0) de part et d’autre de 'inégalité a), on
erreur logique (et donc sanctionnée comme telle). On ne peut « passer a la obtient :
limite » que si ’on sait que la suite est convergente. 1+ % — # _ v 14 % _ 1+ %
o Ce théoréme est aussi appelé « théoréme des gendarmes ». 1+ 2L 14 QL S 14 2;
L’idée est la suivante : deux gendarmes viennent d’attraper un voleur et " " "
I’encadrent en lui saisissant chacun un bras. Les gendarmes convergent L 1 —i—%
(c’est-a-dire se dirigent) vers le poste de police. Ainsi encadré, le voleur Ainsi : 1 — 1 _: T < 14 L <1 Or
n’a d’autre choix que se diriger lui aussi vers le poste de police. . 2n 2n
=5 1
Dans une copie de concours, on préférera la terminologie « théoréme d’en- D [ = 3 1,
1+ n¢ + 5 n—+oo
cadrement ». 2n
x 1 — 1
n—-+oo

Exercice (appliquer le théoréeme d’encadrement)
1 1

1
a) Démontrer : Vn e N*, 1+ — — — <4/1+—-< 1+ —.
on n2 n 2n

1

« Rappelons que pour a >0etb>0,0ona:a<b < a®><b? Dou:

1 1 1 2 1
1+—<1+— & 1+— < 14—+ —
+ n + 2n + n + 2n + 4n?
Ainsi, I'inégalité de droite est vérifiée.
e De méme, on a : 1+i7i < 1+l
2n  n2 n
s (142 2, LN N
2n n2 2n nt = n
& 14+ 1 ! 1 + 1 < 1+ 1 &
n  4n2 n3  nt n
7 1 7,
Enﬁn,onazﬁém—}—ﬁ s 1<Zn + n.

Cette derniére égalité est vérifiée car n > 1.
Ainsi, I'inégalité initiale est aussi vérifiée.

Par le théoréme d’encadrement, on en déduit que la suite

o . 1
est convergente, de limite 1. Ainsi : /1 4+ — ~ 14 —
N n—+oco

1
Déduire de a) la limite de la suite ( n? (1 + ) — n) .
n

En multipliant I'inégalité a) par n (> 0), on obtient :

1 1 1
n45——<y/n?l1+—-) <n+
2 n n
D’oti, en retirant n de chaque coté :
1 1 1 1
———<y/n?1+—)—n< =
2 n n 2
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On remarque alors V. Les théorémes de monotonie
1 1 1
S T noame 2 V.1. Théoréme de convergence monotone
“ 1 . 1 Théoréme 9. (Croissance et majoration)
2 nodoo 2 Soit M € R.
Par le théoréme d’encad t déduit que la suit 2 1+l ;
ar le théoréme d’encadrement, on en déduit que la suite n - n (un) croissante (1) converge vers une
- (un) majorée par M limite finie £ < M
est convergente, de limite —.
2)
4 i ” ; Up) croissante
IV.3. Démontrer de la divergence vers l’infini (un) e S w, — oo
Théoréme 8 (up) non majorée
Soit ng € N et soient (uy) et (vy,) deuzx suites réelles telles que : Démonstration
Vn = ng, un < vn 1) Supposons que la suite (uy,) est croissante et majorée par M.
« Tout d’abord, comme la suite (u,) est majorée, elle posséde une borne
a) Siu, — 400, alors v, — +00. supérieure. Notons £ = sup .
neN

On peut résumer cette propriété comme suit.
Il s’agit alors de démontrer que la suite (u,,) est convergente et de limite

L.
n > no, Un < Up .
= vp = +00 o Soit € > 0.
Un = +00 Comme / est le meilleur des majorants, £ — & n’est pas un majorant de

la suite (uy,). On en déduit que la propriété :

b) Siv, — — l — —00.
) St vn = =00, alors up = —0 NON(VR € N, un < £ — €)
On peut résumer cette propriété comme suit.

est vérifiée ce qui signifie qu’il existe ng € N tel que u,, > ¢ —¢.
La suite (u,) étant croissante, on en déduit :

Yn = ng, up < Uy

} = U, = —00

Uy — —00 Vn = ng, Up = Up, > € —¢ (1)

« D’autre part, ¢ étant un majorant de (u,) :

VneN, u, <l <l+e¢ (2)
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« Il n’y a plus qu’a regrouper les deux inégalités (1) et (2).
On obtient que, pour tout n > nyg :
l—e < u, < L+e¢
ce qui signifie : —¢ < wup, — € < e.

En résumé :
Vn = ng, |u, — ¢ < e

ce qui achéve la démonstration.

2) Supposons que (u,) est croissante et non majorée.

« La suite (u,) n’ayant pas de majorant, c’est que la propriété :
NON(IM € R,¥n € N, u, < M)
est vérifiée. Autrement dit :
VM € R,3ng €N, up, > M (3)

e Soit A > 0.
On déduit de la propriété (3) qu’il existe ng € N tel que : u,, > A.
La suite (u,) étant croissante, on en déduit :

Y = ng, Up = Up, > A

ce qui achéve la démonstration. O

Remarque

La démonstration du théoréme de convergence monotone est hors pro-
gramme en ECE. Elle est donnée ici simplement pour le plaisir du lecteur.

On a mis en évidence lors de la démonstration que la suite (u,) (croissante
et majorée) convergeait vers sa borne supérieure. Cela semble assez natu-
rel : la suite croit jusqu’a atteindre (seulement asymptotiquement parlant!)
le plus petit de ses majorants.

Ce plus petit des majorants étant lui-méme un majorant, on obtient :

YneN, u, </

« La notion de borne supérieure / inférieure n’étant pas au programme de

la voie ECE, il n’est donc pas évident que 'on puisse utiliser directement
la propriété stipulant que la limite ¢ € R (si elle existe!) d’une suite crois-
sante, est un majorant de cette suite. Tout dépend de la maniére dont
I’énoncé est formulé. Généralement, cette propriété ne représente qu’une
étape dans le raisonnement et on pourra donc l'utiliser sans démonstra-
tion. Evidemment, on procédera a la démonstration si I’énoncé le demande

explictitement.

Propriété
Soit (uy,) une suite de réels. Alors on a :

(up) croissante

<
w, — €€ R }éVnEN,un\E

Démonstration.

o On procéde par ’absurde. On suppose :
x la suite (u,) croissante,
x la suite (u,) convergente vers ¢,

x et que NON(Vn € N, u,, < /) est vérifice.
Autrement dit, il existe ng € N tel que uy, > ¢.

« La suite (u,) étant croissante, on a :
Vn 2= ng, Up 2= Un,

Par passage a la limite dans cette inégalité, on obtient : £ > uy,.

« En combinant avec I'inégalité de I'hypotheése, on a alors : £ > u,, > /.

Ce qui est absurde!

16



ECE2-B 2021-2022

Théoréme 10. (Décroissance et minoration) V.2. Suites adjacentes
Soit R. "
onm < Définition
1) o Deux suites (uy,) et (v,) sont dites adjacentes si :
(un) décroissante (up) converge vers une .
, - . 1) (uy,) est croissante,
(un) minorée par m limite finie £ > m o
2) (vn) est décroissante,

2) 3) up —v, — 0.

n—-+4o0o

(up) décroissante

} = Up — —00

(un) mon minorée Représentation graphique

Démonstration. (vn)

1) « Il suffit d’appliquer le résultat précédent a la suite (vy,) de terme général
Up = —Up. En effet :

x (uy) décroissante < (—uy,) croissante, x

x (up) minorée < (—u,) majorée. x

« Ainsi, si 'on suppose (u,) décroissante et minorée par m, on obtient
que (vy,) est croissante et majorée par —m (up, = m < —u, < —n).

N 2 N P . ’u,/
o D’aprés le théoréme précédent, la suite (v,) est donc convergente ver (un)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
une limite finie ¢; telle que : /1 < —m.

« Et donc (uy,) est convergente de limite £ = —/; et cette limite vérifie : Théoréme 11.
Si deux suites (uy) et (v,) sont adjacentes, alors elles sont convergentes et
l=—li>2m admettent la méme limite.
2) Pour procéder comme précédemment, il suffit de remarquer que comme : 1) (uyp) est croissante,

(up) et (vy) sont convergentes

t décrosi t o
2) (vn) est décroissante, et admettent la méme limite

(un) minorée < (v,) majorée
3) up —v, — 0.
n——+oo

on a :

NON((uy,) minorée) < NON((vy) majorée)

- @ Ne pas confondre définition (I'une croissante, autre décroissante et
I'écart tend vers 0) et le résultat (convergentes de méme limite).
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Démonstration. Exercice -
Il s’agit essentiellement de démontrer que la représentation graphique précé- ) considére la suite (S,) définie par : ¥n € N*, S, = En: (-1)

n . 9 n —

dente est correcte.

a)

b)

d)

La suite (v, — uy,) est décroissante

Soit n € N. (U411 — Upt1) — (U — Up) = Vpp1 — Up + Up, — Upy1 < 0.

<0 <0

Pour tout n € N, v, > u,

Par hypotheése, (v, — uy,) est convergente.

Par théoréme, elle est donc bornée.

Cette suite étant décroissante et minorée, le théoréme de convergence
monotone permet d’affirmer :

VneN, v, —u, > inf (v, —uy)=0
neN

(comme précisé dans la remarque suivant le théoréme de convergence mo-

notone, il faudrait faire cette démonstration par ’absurde)

La suite (u) est majorée et la suite (vy) est minorée

On peut maintenant démontrer : Vn € N, u,, < vg.

« En effet, on a : Vn € N, v, < vg puisque (v,,) est décroissante.

e Ainsi,ona:VneN, u, <v, <g.

De maniére analogue, on démontre : Vn € N, ug < vy,.

Les suites (un) et (vn) convergent vers la méme limite

e (uy) est croissante et majorée (par vg) donc convergente vers ¢; € R.

« (vp) est décroissante et minorée (par ug) donc convergente vers /5 € R.
lim

n—-+oo

(la premiére égalité est seulement vérifiée pour des suites convergentes)

Ainsi, on a : (up —vp) = lim wuy,— lim v, =¥ — 4l

n—-+00 n—-+00

Or par hypothése, lim (u, —v,) = 0.
n—-+0o

On en conclut : #1 = £5. O

k=1 k

a) Démontrer que les suites (52, )nen+ €t (S2n—1)nen+ sont adjacentes.

b) En déduire que la suite (.S,,) converge.

Démonstration.
a) Soit n € N*.

« La suite (S2,) est croissante. En effet :

2n+2 (_1)k+1 2n (_1)k+1
Sz(n+1) ~ S = kzz:l k - kz::1 k
(_1)2n+3 (_1)2n+2
T ont2 m + 1
1 1
= 0

on+1 2n+2
« La suite (S2,,—1) est décroissante. En effet :

24l (_1)RFL 20l ()R

(_1)2n+2 (_1)2n+1

2n+1 + 2n

1
— —— < O
2n+1 2n
1) 1
o Sop — Sop-1 = o1 —
2n 2n n—+o0

Ainsi, les suites (S2,) et (S2,—1) sont adjacentes.
Elles sont donc convergentes vers la méme limite ¢ € R.

18



ECE2-B

2021-2022

b) Soit I un intervalle ouvert contenant .

—
n—-+o0o

pairs de la suite (S,) sauf un nombre fini d’entre eux.

o« Comme Sy, £, Pintervalle I contient tous les termes d’indices

e Comme So,_1 —+> ¢, intervalle I contient tous les termes d’indices
n——+0oo

impairs de la suite (S,) sauf un nombre fini d’entre eux.
Ainsi, I contient tous les termes de (S,,) sauf un nombre fini d’entre eux.
Ceci démontre que la suite (S,,) est convergente de limite £. O

Prenons un peu de recul (CULTURE)

Cet exercice est une illustration d’un résultat (classique en maths sup) nommé

le critére des séries alternées.

o Une série ) u, est dite alternée si (—1)" u,, est de signe constant.
C’est une maniére formelle de dire que tous les termes d’indices pairs de la
suite (uy) sont positifs et que tous les termes d’indices impairs de la suite
(uy,) sont négatifs. Ou l'inverse.

: : . . —1)"tt
C’est bien le cas dans Iexercice ou 'on considére la série > i On
n

remarque en effet :

(71)71—&-1

———— < 0 pour tout entier n pair

n
n+1

pour tout entier n
n ~ impair

o Le critére des séries alternées s’énonce comme suit.

1) La série ) u, est alternée
2) Vn €N, |upt1| < |ug|
3) un

La série Y u, est
convergente
— 0.

n—-+o00

La démonstration (qui consiste a démontrer que (S2,) et (S2n41) sont
adjacentes) est laissée au lecteur. Il ne s’agit que d’une généralisation de
la démonstration faite dans I'exercice.

VI. Suites du type u,.1 = f(uy)

On s’intéresse ici a des suites définies par des relations de récurrence :

ug € R
Vn €N, upi1 = f(uy)

ou f: R — R est une fonction.

L’étude de telles suites se fait généralement en commencant par I’étude des
propriétés de la fonction f puis en en déduisant des propriétés de la suite
(up). On dresse ici un catalogue de ces propriétés.

Avant tout, commencons par donner un exemple d’une telle suite.

VI.0. Un premier exemple

VI.0.a) Etude de fonction

On considére la fonction f : =z — . Commencons par étudier la

(z+1)
fonction f sur l'intervalle [0, 4+o00|.

o La fonction f est dérivable sur [0, +oo] car elle est le quotient f = %

ou :
x f1:x — x est dérivable sur [0, +oo[ car polyomiale.
x forxrs (x4 1)% est

— dérivable sur [0, 400] car polyomiale.

— NE S’ANNULE PAS sur [0, +o0].

Soit x € [0, +o0.

1—=z
(x+1)3

, (x4 1)?-2z(142)  (z4+1)-2z
fi(z) = (z+1)4 - (x+1)3 -

Comme (z 4+ 1)3 > 0 (on rappelle qu’on a supposé x > 0) le signe de f/(x)
est celui de 1 — .
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o On en déduit le tableau de variations de la fonction f.

T 0 1

Signe de f'(z) +

Variations de f

La limite de f en +o00o est obtenue en remarquant :

T T 1
=—r L~ -2 50
f(z) (x4+1)2 envte 22 T ao+00

VI.0.b) Bonne définition d’une suite récurrente d’ordre 1

Dans la suite de la section VI, on illustrera le propos a 'aide de la suite (uy,)
définie par :

uyg = 1
VneN, u,i1 = f(un)
Remarque

« La fonction f n’est pas définie sur R tout en entier. Il est donc possible, a
priori, de tomber sur un rang ng tel que u,, = —1. Dans ce cas, la suite
(up,) ne serait pas bien définie. Ce n’est donc pas parce que I’énoncé indique
qu’on considére « La suite (uy,) définie par ... » que la suite (uy) est pour
autant bien définie. Cela exige démonstration !

« Insistons sur le fait que le probléme provient du fait que la fonction f qui
définit (uy,) n’est pas définie sur tout ’ensemble R. Si f est définie en tout
point de R, la suite (u,) définit & partir de f est bien définie et il n’y a pas
lieu d’en faire une quelconque démonstration.

Exercice
Démontrer que la suite (u,) introduite au-dessus est bien définie.

Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n)
ou P(n) : u, bien défini et u, > 0.
» Initialisation :
Par définition : ug =1 > 0.
D’ou P(0).
» Hérédité : soit n € N.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1).
(i.€. Uupy1 bien défini et upy1 = 0)
Par hypothése de récurrence, u,, bien défini et w, = 0.
Comme u,, > 0, alors u,, # —1. Ainsi, la quantité f(u,) est bien définie.

De plus, comme f est croissante :

flun) = f(0) =0
D’ou P(n+1).
Ainsi, par principe de récurrence : ¥n € N, P(n). O

Remarque

o La partie qui apparait en rouge dans ce raisonnement est réservée au cas
des suites récurrentes d’ordre 1 pour lesquelles la fonction de définition f
n’est pas définie sur R tout en entier.

o Cette premiére récurrence est ’occasion de faire un point sur la notion de
variable muette.
Rappelons tout d’abord que dans une proposition mathématique, on dit
qu'une variable est muette (on parle aussi de variable liée) si elle est
portée par un quantificateur. Ainsi, dans les propositions :

Vn eN, P(n) dn e N, P(n)

la variable n est muette. Cela signifie qu’on peut renommer la variable n
sans que cela ne change le sens de la proposition mathématique. Ainsi, les
propositions :

vm e N, P(m) dk e N, P(k)

ont méme sens que les propositions précédentes.
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En revanche, si on considére seulement la proposition P(n) (sans faire « On a ajouté, dans la propriété démontrée par récurrence : « u, > 0 ».
apparaitre de quantificateur devant), on obtient un objet mathématique Démontrer la bonne définition d’une suite, c’est démontrer que 'on va
qui dépend de ce n particulier. Le manque de compréhension de la notion éviter, rang aprés rang, toutes les valeurs qui peuvent poser probléme.
de variable muette a pour conséquence trois erreurs classiques : Pour ce faire, dans I’hypothése ot on s’assure que la quantité u,, est bien
1) Montrons par récurrence : >< P(n). définie, on ajoute que u, se trouve dans un intervalle qui ne contient pas
les valeurs interdites. Ici, la valeur interdite est —1 et on ajoute alors la

— par récurrence, on démontre qu’une propriété est vraie pour tout )
contrainte (par exemple) u,, € [0, 400.

n € N, pas seulement & un rang n donné.
2) ...o0 P(n): ¥weN,...

— mnous avons déja discuté de ce point au-dessus : une propriété com-
mengant par Vn € N est indépendante de n (c’est alors une variable
muette).

3) Supposons : V=X, P(n) et démontrons P(n + 1).

— ceci n’a pas de sens! On ne peut supposer la propriété vraie pour
tout n : c’est précisément ce que I'on souhaite démontrer.

VI.0.c) Représentation graphique

Sil'une ou 'autre de ces erreurs est présente dans la rédaction, la récurrence
ne sera pas lue et aucun point ne sera attribué sur la question.

Pour plus de détails sur la notion de quantificateurs, on renvoie au cours de
logique de premiére année. On y trouve notamment les principaux schémas
de rédaction. Pour plus de détails sur les récurrences, on renvoie au cours
sur les récurrences, calculs de sommes et produits.

o Pour poursuivre la discussion au-dessus, il faut comprendre qu’écrire : ~ -
ujle U1 (Vs)

P(n) : La suite (u,) est bien définie

n’aurait aucun sens. En effet, dans Iécriture « suite (u,) », la variable n est Observations issues de la représentation graphique
lice et muette. Ainsi, la propriété P(n) telle qu’écrite au-dessus ne dépend o Les éléments de la suite (u,) semblent tous se retrouver dans [0, 1].

en réalité pas de n. En particulier, P(0) s’écrit alors : « La suite (uy,) semble décroissante.

P(0) : La suite (uy) est bien définie « La suite (u,) semble converger vers 0.

Toutes ces propriétés sur la suite (uy,) peuvent se déduire de propriétés de la
fonction f. Le but de cette section est de lister toutes ces propriétés de f et
les conséquences qu’on peut en tirer sur la suite (uy,).

Ainsi, I’étape d’initialisation consisterait & démontrer que la suite (u,,) est
bien définie! Si on pouvait le faire dés cette étape, une récurrence serait
tout a fait inutile.
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VI.1. Présence d’un intervalle [ stable par f et conséquence

pour (u,)
VI.1.a) Notion d’intervalle I stable par f
Définition
Soit f : R — R une fonction.

« L’intervalle I est stable par f si f(I) C I.

o Autrement dit : Ve € R, z € I = f(x) € I.
Ce que 'on peut encore écrire : Vz € I, f(x) € I.

VI.1.b) Obtention d’un intervalle stable par une fonction

Démontrons que 'intervalle [0, 1] est stable par f.
1) En déterminant précisément f(]0, 1])

La fonction f est continue et strictement croissante sur [0, 1].
On en déduit :

£0,1)) = [£(0), FW)] =1[0,3] < [0,1]

On en déduit que l'intervalle [0, 1] est stable par f.

2) En raisonnant sur des inégalités

Soit x € [0, 1].
Autrement dit 0<z«l1
. (car la fonction f est
< <
st F0) < fl@) < FQ1) croissante sur [0,1])
1
donc 0< f(z) < 1

On en déduit que f(z) € [0,1] < [0,1].

Ainsi, l'intervalle [0, 1] est stable par f.

Obtention d’un intervalle stable par théoréme de la bijection
Profitons-en pour rappeler comment déterminer I'image d’un intervalle I par
une fonction f dans le cadre idéal ol f est continue et strictement mo-

notone sur /.

Nature de l'intervalle f([I)

Cas f strictement

Cas f strictement

I
croissante sur I décroissante sur I
[a, b] [f(a), f(b)] [£(b), f(a)]
0.8 fa)lim f@ | Jlim f(@), f(@)]
Ja. ) Jlim f(z), £(b) [£0), lim f(x)|
oo | lim f(@),lm (@) | Jlm f@), lm f(2)]

T—ra

VI.1.c) Conséquence pour (u,) de la connaissance d’un intervalle
stable pour f

Cette propriété de f permet d’obtenir le résultat suivant sur (uy,).

Remarque

ug € 1
f)yci

} = VneN, u, el

Cette propriété se montre par récurrence, type de raisonnement adapté puisque
la suite (u,) est définie par une relation de récurrence.
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Illustration sur notre exemple
On sait que l'intervalle I = [0, 1] est stable par f. Cela doit nous permettre
de démontrer que tous les termes de la suite sont dans cet intervalle.
« Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n)
ou P(n) : u, bien défini et u, € [0,1].
» Initialisation :
Par définition : ug = 1 € [0, 1].
D’ou P(0).
» Hérédité : soit n € N.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1).
(i.e. w41 bien défini et up4q € [0,1])
Par hypothése de récurrence, u,, bien défini et wu, € [0, 1].
Comme u,, > 0, alors u,, # —1. Ainsi, u,4+1 = f(uy,) est bien défini.
Comme u, € [0,1] et comme [0, 1] est stable par f, on en déduit :

Un+1 = f(un) € [0,1]
D’oua P(n +1).
Ainsi, par principe de récurrence : Vn € N, P(n).

Remarque

« On a laissé ici la partie rouge de la rédaction. Evidemment, si on a déja
démontré que la suite (u,) est bien définie, on n’a plus a le faire.

« Dans un énoncé, le terme d’intervalle stable (qui n’est pas officiellement au
programime) ne sera certainement pas présent. Dans ce cas, on démontre &
la volée la stabilité de I'intervalle par f dans la démonstration par récur-
rence. Plus précisément, on écrit ce qui suit.

0<u, <1
f(0) < flun) <

0 < fun) <

Par hypothése de récurrence
(car f croissante

(1) sur [0,1])

ainsi f
1

d -
onc 1

D’ott upt1 = f(uy,) € [0,1].

VI.2. Monotonie de la fonction f et conséquence pour (u,)
VI.2.a) Croissance de la fonction f et monotonie de (uy,)

On considére un intervalle I stable par f.
Supposons que f est croissante. Cela signifie que f respecte l'ordre des in-
égalités. Deux cas se présentent alors :

x si ug = uy alors, en appliquant f :

up = f(uo) = f(u1) = ug

Et en appliquant f de nouveau :

ug = f(u1) = flug) = us

En procédant ainsi de suite (il faudrait faire une récurrence pour étre
rigoureux), on arrive a démontrer : Vn € N, wu,41 > u, (la suite (uy,) est
croissante).

x si ug < uq alors, par le méme raisonnement, on parvient & démontrer :

Vn € N, upt1 < uy, (la suite (uy,) est décroissante).

En résumé, la croissance de f permet d’obtenir le résultat suivant sur (u,).

Ul 2= U

£ croissante sur I } = (up) est croissante

up < U

. = (uy) est décroissante
f croissante sur [

Remarque

Concrétement, et de maniére trés classique pour I'étude des suites récur-
rentes, la croissance de la suite (uy) va se démontrer a l'aide d’un raison-
nement par récurrence. Il faut évidemment faire attention a ’écriture de la
propriété a démontrer. Plus précisément, il ne faudra surtout pas écrire :

mais bien : P(n) : up41 = uy, (pour des raisons déja exposées en remarque).
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Illustration sur notre exemple Soit (x,y) € I
Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n) o P(n): upt1 < Up.

Initialisati Supposons <y
» Initialisation : (car | est

>
up = 1 _1 <1 =u. alors @) = fly) décroissante sur 1)
(1+1)2 4 (car f est
D’ou P(0). donc F(f @) < F(F () décroissante sur I)

» Hérédité : soit n € N.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. upta < Upy1).
Par hypothése de récurrence, up 1 < Up.
En appliquant de part et d’autre la fonction croissante f, on obtient :

Uny2 = f(ung1) < flun) = uppa

D’ou P(n +1).
Ainsi, par principe de récurrence : Vn € N, up41 < .
Autrement dit, la suite (u,) est décroissante.

VI.2.b) Cas de la décroissance de la fonction f (BONUS)

« Sila fonction f est décroissante sur I (intervalle stable par f), la suite (uy)
n’est pas monotone.
Supposons par exemple : ug < u; (l'autre cas se traite similairement).
Par application de f décroissante, on obtient :

ur = f(uo) = f(u1) = ug

Ainsi, (u,) n’est ni croissante ni décroissante (les termes u; et ug ne sont
pas rangés dans le méme ordre que les termes ug et ug).

« Afin de pouvoir quand méme utiliser le résultat dans le cas ou f est dé-
croissante, il suffit de remarquer que la fonction fo f : I — I est alors
croissante. Ceci se démontre facilement.

On peut alors étudier les suites (u2,) et (u2,+1) en utilisant le résultat de
ce paragraphe puisqu’elles sont définies par :
up € R

{ up € R ot {
Vn €N, ugpio = (fo f)(uzn) Vn €N, ugnisz = (fo f)(ugns1)

« On pensera a 'utilisation de la propriété de recouvrement ou au théoréme
des suites extraites pour obtenir de 'information sur la suite (u,) a partir
des suites (ugy,) et (ugnt1).

Exercice .

upg = 3

Vn €N, upi1 = (1 - un)2

On note f la fonction définie sur R par f: z +— (1 — 2)2.

On considére la suite (uy,)nen définie par : {

1) a. Etudier les variations de la fonction f.
b. Vérifier que lintervalle [0, 1] est stable par f.
c. Déterminer les points fixes de la fonction f.
d. Préciser le sens de variations de la fonction g = f o f sur [0, 1].
2) La suite (uy)pen est-elle monotone ?
3) a.
b. Démontrer que les suites (u2p)nen €t (U2n+1)nen sont monotones.
Préciser leur monotonie.

Démontrer que (ugp)nen et (u2n+1)nen sont a valeurs dans [0, 1].

c. Justifier que les suites (U,Qn>n€N et (u2n+1)neN sont convergentes. On
note respectivement ¢; et £5 les limites des suites (uop )nen €t (U2n41)nen-

d. La suite (un)nen est-elle convergente ?

e. Déterminer ¢ et 05.
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VI.3. Une propriété permettant d’obtenir directement la mo- Remarque
notonie de la suite (u,) o On dispose maintenant de la chaine compléte d’étude afin de réaliser I’étude

On considére un intervalle I stable par f.
On a le résultat suivant. 1)

2)
3)

Veel, f(x) 2x = (up) est croissante

Veel, f(x) <z = (uy) est décroissante

Remarque
La démonstration est directe (ne demande pas de raisonner par récurrence).
Soit n € N. En remplagant = par w,, (valide car u,, € I), on obtient :

Unp+1 = f(un) Z Un 4)

VI.4. Continuité de f et point fixe

Théoréme 12. (Théoréme de composition des limites)

Soit (uy) une suite réelle de limite ¢ € R.

Soit f : R — R une fonction qui admet en ¢ une limite a € R.
Alors la suite (f(uy)) admet la limite a.

On considére un intervalle I stable par f.
Cette propriété sur f permet d’obtenir le résultat suivant sur (uy,).

up — £ = L=f(0)

n——+0o00
f continue en ¢ € R

Autrement dit, la limite de la suite (u,) (si elle existe), se trouve parmi les @
points fixes de f.

d’une suite du type up+1 = f(up).

On démontre d’abord : Vn € N, u, € I.
On démontre ensuite que la suite (uy,) est croissante (ou décroissante).

Si I est un intervalle borné (c’est-a-dire si I a des extrémités finies),
on en déduit que la suite (u,,) est convergente (car croissante majorée)
vers une limite finie /.

On obtient de plus que ¢ € I, adhérence de l'intervalle I (intervalle
dans lequel on a ajouté ses bornes finies).

Par exemple, si I = ]0,2[, on obtient : ¢ € [0, 2].

Enfin, on démontre que ¢ est un point fixe de f.

Ainsi, 8’il n’y a qu'un point fixe de f dans I (c’est le cas le plus simple),
c’est forcément la valeur de ¢ cherchée.

« L’exercice suivant illustre un cas classique. On cherche & démontrer qu’'un
des points listés au-dessus n’est pas vérifié. Pour ce faire, on suppose par
I’absurde qu’il 'est. Ce qui permet de conclure que les points suivants sont
aussi vérifiés. On peut ainsi aboutir a une contradiction.

Exercice
=1
Uy —> £ . T _ On considére la suite (u,) définie par : { “0
@) —sa } = nllﬁloo flun) = }:1—>H2 f(x) = a _ (un) . P Vn € N, upi1 = exp(u,) —1
ot On note f la fonction définie par : f(z) = e — 1.

1. Montrer que ’équation f(z) = x a une unique solution qui est 0.
Déterminer le signe de f(x) — . Préciser le sens de variation de f.

2. Montrer que pour tout entier n, 1 < u, < Upy1.

Vn €N, upt1 = f(un) 3. Montrer que (u,) n’est pas majorée et en déduire sa limite.

Il faut toujours penser a raisonner par I’absurde quand on demande
de démontrer qu’une propriété n’est pas vérifiée.
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VL.5. Etude de la suite (u,) a I’aide de ’inégalité des accrois-

sements finis

VI.5.a) Inéaglité des accroissements finis

Théoréme 13.

Soient f: I — R et (x,y) € I? ot I est un intervalle réel.

o f dérivable sur l'intervalle I V(z,y) € 17,
« IM >0,Vuel, |f'(u)| <M = fy)—f@)| < M |y—z|

Interprétation physique
Réécrivons le résultat de cette inégalité. Si t1 # to :

< max (|f'(1)])

tet1,t2]

‘ f(t2) = f(t2) ‘
to— 1t

On fait apparaitre un taux d’accroissement. Une telle quantité doit étre
pensée comme une vitesse moyenne : la quantité f(to) — f (1) représente
alors le déplacement effectué par une voiture (par exemple) sur le laps de
temps to — 7.

Par définition, la dérivée d’une fonction en un point est obtenu comme
limite d’un taux d’accroissement. Le taux d’accroissement s’interprétant
comme une vitesse moyenne, sa limite en un point s’interpréte comme une
vitesse instantanée.

Revenons a I'idée du déplacement de la voiture. Considérons que la voiture
a effectué 200 km en 2H. Elle a donc roulé en moyenne a 100 km/H. Mais
elle a eu des vitesses instantanées différentes durant le trajet.

Le résultat de I'TAF est alors assez naturel : la vitesse moyenne de la voiture
entre les instants ¢1 et t9 est plus faible que la plus grande pointe de vitesse
qu’elle a effectué.
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VI.5.b) Utilisation de I'TAF pour I’étude de (u,) Exercice
o On se place dans le cadre de I'utilisation du théoréme. Plus précisément, Soit la suite la suite (u,) par : { ;L/?,L; (I)\L Uns1 = iy T 1
on considére un intervalle I stable par f et on suppose que : On pose f(z) = vVa + 1.
x [ est dérivable sur I'intervalle I, 1. Montrer que [0,2] est stable par f et : Va € [0,2], |f/(2)] < 1.
< |f'| est majorée par un réel M sur l'intervalle I. 2. Déterminer les points fixes de f sur | — 1, +o0].
On peut alors en déduire, par application de 'inégalité des accroissements On note alors r 1'unique point fixe dans [0, 2].
finis : 3. Montrer : Vn € N,0 < u, < 2.
V(z,y) € I, |f(y) — f(z)] < M |y—af 4. Montrer : Vn € N, |up41 — 7| < 5 |u, — 7).
Enfin, on suppose que la fonction f posséde (au moins) un point fixe que 5. Montrer : Vn € N, [up — 7| < (%)n lup — 7.
I'on note a (€ I). 6. En déduire : Vn € N, [u, — r| < 5.
o Les exercices d’é¢tude de suites (u,) & l'aide de I'TAF suivent la trame 7. Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite.
suivante. 8. Déterminer un entier N tel que |uy — r| < 102,
1) On démontre tout d’abord : Vn € N, wu, € I. 9. Ecrire un programme donnant une valeur approchée de r a 1075 prés.

2) En appliquant I'inégalité & ¢ = u, € I et y = a € I, on obtient :

Démonstration.
VneN, |upt1 —af < M |u, —af 1. « Soit z € [0, 2].
Alors 0<z<2
3) D’ou, par récurrence : | Vn € N, |u, —a] < M" |ug — af et 1<xz+1<3
4) Sion sait de plus que 0 < M < 1, alors M" — 0. donc VI<Vr+1<V3 (ccw."\[est
n—+00 croissante)
Ainsi, par théoréme d’encadrement, on obtient : |u, —a] — Oetu:
Ginsi. — o n—+00 Enfin, v/1 =1 > 0 et comme 3 < 4, on obtient v3 < V4 = 2.
" nstoo Ainsi, Uintervalle [0, 2] est stable par f.
5) Il est aussi souvent demander d’écrire un programme Scilab permettant « La fonction f est dérivable sur [y H09[ car elle est la composée
de trouver une valeur approchée a 10~% prés de . f=fyof o : .
x firx—x+1est:
— dérivable sur '] =1, +00[,

— telle que g(/] = 1,+00[) C ]0,+o0] .
x f2: x> /z, dérivable sur |0, +o0] .
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Soit x € [0, 2].
, 1
-~ >0
Fe =5
On en déduit : ) )
! /
= = g —_
F@)= @) = 5 ps <5

carz+1>1etdoncvzr+1>+V1=1.
2. Soit x €] — 1, +o0o[. Deux cas se présentent.
— Size]-1,0[:

I’équation 0 < vz + 1 = 2 < 0 n’admet pas de solution.

— Sixz >0, on a alors :

ve+l=z
& r+l1=2a?
s 22-2-1=0
Considérons le polynéme P(X) = X2 — X — 1.

Il admet pour discriminant A =1—4 (—1) = 5.
Ainsi, P admet pour racines :

15 1-V5
2 2

z1

D’autre part : 0 < v/5 < 3 donc 3 < 1+V5 g%:l.

1+5

On en conclut : r = 5

3. Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n)

ou P(n): u, € 10,2].
» Initialisation :
Par définition : vy = 0 € [0, 2].
Dot P(0).
» Hérédité : soit n € N.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. upt+1 € [0,2]).
Par hypothése de récurrence, u, € [0,2].

Comme u,, € [0,2] et comme [0, 2] est stable par f, on en déduit :

Unp+1 = f(un> c [0; 2]

D’ou P(n + 1).

Ainsi, par principe de récurrence : ¥n € N, P(n).

. D’aprés les questions précédentes :

x f est dérivable sur [0, 2],
x Yz €[0,2], |f'(z)] < 3.

On en déduit, par I'inégalité des accroissements finis :

Y(e,y) € 0,22, 1f() ~ f@)] < 5 Iyl

Soit n € N. En appliquant cette inégalité A y = u, € [0,2] et z = r € [0, 2],

on obtient : )

£ () = £ < 5 7]

1
Et ainsi : |up41 — 7] < 3 |y, — 7.
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5. Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n) 8. o Il suffit de trouver N € N* tel que :
ounP(n): |u, —7r| < (%)n [ug — 7l 1
» Initialisation : gvor <1077
Comme (%)0 =1, on a bien : |up — r| < (%)0 lug — 7.
D’ou P(0). o En effet, d’aprés la question précédente, on aura alors :
» Hérédité : soit n € N. 1 .
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1). luy —r| < oN—1 < 10
‘ +1
(ice. fungr — 7] < (5)" Juo—r|)
D’aprés la question précédente : + On remarque alors :
1 1yn—1 _5 1 _5\  (par stricte croissance
[Un+1 — 7| < 2 |, — 7| (5) < 10 ® (n=1) In (5) < In(1077) de la fonction In)
Or par hypothése de récurrence : |u, —r| < (%)n lug — 7. —5 In(10) 1
. -1 > —= In (5
On en déduit donc : <o “ In (%) (car In (2) <0)
1 1 /1\" #451n(10)
Upp1 — 7] < s jup—7 < 7 |2 ug — 1
| n+1 | s 5 | n ‘ D) (2> | 0 | S on oz /ln(Q)
D’ou P(n+1). En choisissant N — 51n(10) tout enti - btiont
Ainsi, par principe de récurrence : Vn € N, P(n). hcholsissan T | In(2) (ou tout entier supérieur), on obtien
6. Comme ug € [0,2] et r € [0, 2], alors : |ug — r| < 2. bien : |uy —r| < 1075.
Soit n € N. Ainsi, a I'aide de la question précédente : 9. Le programme Scilab suivant stocke les valeurs successives de u, dans
1\ "™ n 1 une variable u. Aprés N itérations, on obtient la valeur attendue uy qui
|y — 7] < <2> lug — 7| < <2> 2= 1 est alors affichée.
7. D’aprés la question précédente : LN = ceil(5 * log(10) / log(2))
1 2 u=20
v €N, fun =1 < oo s for i = 1:N
1 4 u = sqrt(u+l)
Or —— — 0. 5 end
=1 pteo h ;
Donc, par théoréme d’encadrement : |u, — 7| —+> 0 ce qui équivaut a 6 disp(u)
n—-—+00
up —r —> 0 et démontre ainsi que (uy,) est convergente de limite r. O

n—-+00
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VII. Suites implicites Démonstration.
: P .o L tité 1 t défini > 0.
Une suite (uy) est dite implicite lorsque son terme général n’est pas donné N & duantie n(w) est définie pour z
. . . , ) . Ainsi, 75 =10, +00].
sous forme explicite mais comme solution d’une équation dont on ne peut _ .
déterminer directement la solution. Dans les énoncés, 'introduction d’une . Dfe p.lus, la fOIlC-tIOIl In est dérivable sur ]0, +ool.
suite implicite se fait généralement de 'une des deux maniéres suivantes. Ainsi, f est dérivable sur cet ensemble.
. . . Soit x € |0, }
1) « Soit n € N. Démontrer que ’équation f(x) = n admet une unique oit & € J0, +oo] ) 1
solution u,, dans l'intervalle I. » fi(z) = 1+ 7 >0
(ot f: R — R est une fonction indépendante de n) ) o )
On obtient le tableau de variations suivant.
Par définition, on a alors : | f(u,) =n
Cette égalité est souvent fondamentale dans la suite de 'exercice. r 0 +00
Exercice Signe de f'(z) +
On définit sur R™ la fonction f par : f(z) = z + In(x).
a. Dresser le tableau de variations de f. +0o0
b. Montrer que 'équation f(z) = n a une unique solution dans RT*. Variations de f /
On la note uy,.
. . _m
c. Montrer que la suite (uy) est croissante.
b. « La fonction f est :
x continue sur |0, 400,
x strictement croissante sur ]0, 4+o00].
Elle est donc bijective de ]0, 400 sur f(]0,+o0]). Or :
f(J0,+o0]) =]lim f(z), lim f(z)[=]— oo, +oc]
z—0 T—+00

o On en déduit que tout y € ] — 0o, +00[ admet un unique antécédent
x € 0, 4o00[ par la fonction f.

« On note alors u, (€ ]0,+00]) 'unique antécédent de n € N.

(on a donc f(up) =n)
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c. Soit n € N. VIII. Croissances comparées
« Par définition, on a f(u,) =n et f(upt1) =n+ 1. - e s
On en déduit : 1 = F(un) < f(umr1) = 1+ 1. VIIIL.1. Négligeabilité
o Or, d’aprés le théoréme de la bijection, la fonction f~! : ]—o0, +-00[ Définition Négligeabilité
10, +00] est strictement croissante. Soit (uy) une suite réelle.
o En appliquant f~! de part et d’autre de I'inégalité, on obtient : Soit (vy,) une suite telle que v, # 0 (& partir d’un certain rang).
F U () =t < tnss =~ (F(tnrn)) « On dit que (uy) est négligeable devant (vy,) si :
On en déduit que la suite (u,) est strictement croissante. lim " =0
n—+o00  Up
0
2) «Soit n € N. Démontrer que I’équation f,(z) = 0 admet une unique *° Lorsque (uy) est négligeable devant (vn), on note u, = o (vn).

solution u,, dans l'intervalle I. »
(ot fn: R — R est une fonction qui dépend de n)

fn(un) =0

Par définition, on a alors :

Exercice
On définit pour tout n € N la fonction f, par : fu,(z) =2° +n x z — 1.

a. Faire I’étude de la fonction f,.

b. Montrer que pour tout n > 1, il existe une unique solution a I’équation
fn(z) = 0. On la notera wu,,.

c. Montrer que Vn € N, 0 < u,, < %

Démonstration.
A vous de jouer! O

n——+oo

« A Toral, on dit que « u, est un petit o de vy, ».
(o = 15°™¢ [ettre de ’alphabet)

Remarque

« On s’intéresse ici au comportement asymptotique (& l'infini) des suites.
Plus précisément, on cherche ici a les classer suivant leur dominance, ce
dont on se sert lors de la « mise en facteur du terme dominant ».

« Lorsque u, = o(vy,), on pourra utiliser, la notation u, << v,.

« Cette notation est parfois trompeuse.
Il ne faut surtout pas confondre : u,, << v, et u, < v,.
(d’ailleurs (un << vp)==(u, < vy) et (uy < vp)==(u, << vy))

o On réservera donc cette notation pour I’écriture d’échelles asymptotiques
(cf théoréme 16).

Théoréme 14.

1 b a
im0 g Ya>0,¥g>1, lim — =0
n——+00 na n—+oco g™

Ya > 0,Vb > 0,
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Remarque VIII.2. Equivalence
« Ceci signifie que pour tout a >0, b> 0, ¢ > 1: (In(n))’ << n® << ¢" VIIL.2.a) Définition
ce qui s’écrit : (In(n))?= o (N etn®*= o (¢"). .
(In(m)) nﬂﬂo( ) 7H+°°( ) Définition FEquivalence
. On. dira que la cro?ssance. logarlthmique est beaucoup pl.us faible que .la Soit (1) une suite réelle.
croissance polynomiale qui est elle-méme beaucoup plus faible que la crois-
sance exponentielle. Soit (vy,) une suite telle que v, # 0 (& partir d’un certain rang).
« Il faut savoir lire ce théoréme dans 'autre sens : « On dira que (up) est équivalente a (v,,) et on notera u, ~ v, si:
n—-+oo

a n

. n .
lim —— = 400 im & = 400

Ya > 0,¥b > 0,q > 1
@ =0V =0a= 5 S () nrtoo

Ya > 0,V|q| < 1, m n*q"=0

e On en déduit aussi : li
n——+oo

On en profite pour rappeler le comportement asymptotique des suites géo-
métriques.

Théoréme 15.
Soit q un réel tel que q # 0.

1) Siq =1, alors (q") est constante (= 1) et converge donc vers 1.

2) Siqg>1,alors lim ¢" = +oo.
n

—>+00

: . no_
3) Silq| <1, alors nEI—Eoo " = 0.

4) Siq < —1, alors (¢™) n'admet pas de limite.

Théoréme 16. (Echelle de comparaison asymptotique)
Pour touta>0,b>0,q>1, ona:

(In(n))® << n* << ¢ << nl << "
e (1 b _ a a _ n n _ | | — n
Exercice

n2 n
Déterminer la limite des suites (£-) et (%)

. Unp,
lim — =1
n—+o00  Up

Remarque

« On s’intéresse encore au comportement asymptotique (a l'infini) des suites.
Plus précisément, dire que (uy,) est (vy,) sont équivalentes, c’est dire que
ces deux suites ont méme comportement asymptotique.

« Trouver un équivalent (v,) & une suite (u,) ¢’est trouver une suite (vy,) pos-
sédant le méme comportement asymptotique que (v,,) et dont I'expression
est plus simple.

o En premiére année, on parle plutdét de recherche de termes dominants.
Rappelons briévement ce procédé. Lorsque 'on cherche la limite d’une
SOMME de termes, on met en facteur celui qui a la plus forte croissance
(on le repére souvent & 'aide du théoréme des croissances comparées). Ce
faisant, le deuxiéme facteur obtenu a pour limite 1.

Voici un exemple de recherche de terme dominant en +oo :

7
—4n%e™ +21In(n) + 5n7 In(n) _ —4p%en 1+ _2412%)71 + 51L4nl;l(e?z)
2n3 + 5 2n? 1+ 525
2In(n) 507 In(n) 5
avec 1 + “anZon “anZon n_>—+>oo 1 e 1+ o3 n_>—+>oo 1.
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VIII.2.b) Propriétés générales VIII.2.c) Equivalents et limites
Théoréme 17. Théoréme 18.

Soient (uy), (vy), (wy), des suites réelles. Soient (uy), (vy), des suites réelles.

(lorsque nécessaire, on ajoutera I’hypothése que ces suites ne s’annulent pas  (lorsque nécessaire, on ajoutera l’hypothése que ces suites ne s’annulent pas

a partir d’un certain rang) a partir d’un certain rang)
La relation d’équivalence ~  wvérifie les propriétés suivantes. 1) Calcul de limites o Uaide d’un équivalent :

n—-+4oco ) e e e e e e —m e — e =
1) Réflexivité : 2) Symétrie :
Up ~ U
Uy ~ U notee = U, =>4
" n—r+too " tn n—::—oo Un = Un n—:’—oo Un Un =2 ¢ (E R)

3) Transitivité : 2) Calcul d’équivalents o l'aide d’une limite :

Up ~  Up
v : w = Un o~ Wn unn%+oo < = u, ~ /L
n n——+oo n notee £ # 0 n—-+oo
(avec ¢ limite finie)
Démonstration.
. Un
1) 1l suffit d’¢ —=1 — 1.
) Il su écrire w WS U n_>_+>oo (R
) Up, 1 1 v, — LER = U, ~ Up
2) Il suffit d’écrire : — = — — — =1 n—++0c0 n—+o0
U U v - -
8) Il suffit d’écrire : — = = x —~ — 1x1=1. ] (avec £ limite finie)
Wn, Un Wy, N—+00
Remarque

La relation ~  est une relation binaire réflexive, symétrique, transitive.
n——+oo

Les relations vérifiant ce type de propriétés sont appelées des relations
d’équivalence. Nous avons déja rencontré ce type de relations binaires :
< est une relation d’équivalence sur les propriétés mathématiques.

(les prochains chapitres fourniront d’autres exemples)
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Démonstration.
1) Il suffit d’écrire : u, = Un Xv, — 1xf=VF.
Un, n—-+oo
2) 1l suffit d’écrire : — — €—1
) 11 su écrire : 7 a1
L ¢
3) 1l suffit d’écrire : — -=1 O
n—-+oo E

Remarque
o L’hypothése £ # 0 est primordiale pour les propriétés du point 2.
Par exemple :

— 0 1
n2

— — 0 et 5
n< n—-+4oo

n n—+oo

) 1
-y mails — o
n Foo

SF
x car la définition établie dans ce cours ne nous permet tout simplement
pas de définir correctement cette écriture.

o Au passage, précisons que I'on ne doit JAMAIS écrire : un><0.

x car ¢’est un cas qui a peu d’intérét pratique puisqu’il signifie que la suite
(uy) est nulle & partir d’un certain rang.

« Comme on 'a vu précédemment, la recherche d’équivalents (ou de termes
dominants) ne se fait que lorque 1’on considére une SOMME de termes. Cepen-
dant, on peut parfois aussi simplifier les produits lorsque I'un des termes
admet une limite finie non nulle au voisinage du point considéré.

Par exemple :
« eltn In(n) ~ e!xIn(n).

(on se sert ici de la compatibilité de — ~

n—-+oo

avec le produit : cf théoréme

suivant)

VIII.2.d) Calculs d’équivalents en pratique : compatibilité avec le
produit, le quotient, I’élévation a la puissance «

Théoréme 19.

Soient (up), (vn), (W), (2n) des suites réelles.
(lorsque nécessaire, on ajoutera l’hypothése que ces suites ne s’annulent pas
a partir d’un certain rang)

1) Compatibilité avec le produit :

Uy ~ U
e = U, XWw, ~ UpXZzZn
Wn, ~ Zn n—+4oo
n—-+oo
2) Compatibilité avec le quotient :
Uy ~ U
" n—-+oo " u?’L ~ Ul
Wy ~  Zp Wy n—+oo Zp
n—-+oo

3) Compatibilité avec l’élévation a la puissance m € N. Pour tout m € N :

(up) strictement positive

n—+oo
partir d’un certain rang
5) Compatibilité avec la valeur absolue :
Uy ~ U
n n—-+oo n :> ‘un| n;\jr "Un‘
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Démonstration. Remarque
1) Tl suffit d’écrire : Le théoréme précédent établit que 'opérateur e est compatible avec les
opérations de produit et quotient.
Up X Wy Up  Wp . . ) o
— = X— — 1x1=1 Il faut faire attention, ce n’est pas le cas de toutes les opérations.
Un X Zn Un Zp N—+oo . .
1) Considérons l'exemple suivant.
2) 1l suffit d’écrire :
Uy =1 n
M n oy n = el e
o Un, Wy, n—+00
" mais /n = Unp +wge—vi+2, = In(n).
3) Deux cas se présentent.
e sim=0: (un)o -1 ~ 1= (vn)o. g% On ne peut sommer des équivalents !
7777777 n—-+oo
x sim >0 : alors, par compatibilité avec le produit : 2) Considérons 'exemple suivant.
(un)m:unx...xun ~ vnx...xvn:(vn)m Un:n+1}
n——+oo = Un, ~ Un
Un =N n——+oo
4) Comme u, ~ wvp, (up) et (v,) ont méme signe (strictement positif) a il
n— 400 €
i d ; ; : ais e"tl = gln e" = e" puisque =e 1
partir d’un certain rang. D’autre part, pour tout n suffisamment grand : mai puisqu "y z‘oo

(& «
(un) Un Un 0
(v )a = <v> = exp (a In (v)) n_>H+OO exp(ax0)=e’" =1 @ De manicre générale, on ne peut appliquer de fonction de part
n n
" et d’autre d’une relation d’équivalence !

5) Il suffit d’écrire : ) ) ) ; )
|t Ici, on avait en fait le résultat suivant :

|vn | B

Un o
o Lo =1 O

U
n Un,
e~ e &
n—+o0o eln

-1 """l s u,—v,—0
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Exercice
(3n +4)3(8n~2 +2n~%)

1) Limite de la suite (u,) de terme général : u,, = 9n =10 ?

4 4
e dn+4 ~ 3ncar nt =14+ ——=1

n—+oo 3n 3n

Ainsi: (3n+4)3 = B3n+4)(3n+4)(3n+4) ~ (3n)(3n)(3n) = 33n3.

n——+oo
8n~2 +2n~* 2n~4 1
-2 —4 —2 — =
08n +2n n_:\_:oo8n CarW—l+8n72—l+m—>l

On en déduit : (3n +4)3(8n 2 +2n%) ~ 33ndx8n2=338n

n—-+oo
9n + 10 10
e IN+10 ~ 9ncar7n+ =14+——=1
n—+o00 In In
3% 8
On en déduit : u, ~ %:3><8:24.
n——4oo 9%
Ainsi : up, —> 24.
n—+o00
3 —2n
2) Limite de la suite (vy,) de terme général : v, = o ?
3) Limite de la suite (wy,) de terme général : w, = vVn?+2—n?

Propriété
Soit (uy,) une suite réelle telle que u,, # 0 (& partir d’un certain rang).

Soit (v,,) une suite réelle.

Supposons que v, = 0 (uy).
n— 0o
Alors : up +v, ~  Up.
n——+oo
Démonstration.
Il suffit de remarquer :
Up + U U v v
S 2= 2142 — 1 O
Up, Up  Up Uy, N0

Exercice
n?e™ + n e

w3 (n(n) - n ((n))?

Limite de la suite (u,) de terme général : u,, =

e n2e" +ne? ~ ne?™. En effet :

n——+oo

2.n
2. n __ 2n : n-e _ ﬁ
n-e” = n_}0+Oo(ne ) puisque o = njm 0.
e 73 (In(n)) +n (In(n))> ~ n3(In(n)). En effet :
n——+oo
n(ln(n))® _ (In(n))?
n(lnn))? = o (n®(n(n sque = — 0.
(n(m)* = o_(n* (n(m)) puisaue "y s = BB
2n 2n
ne e
On en déduit : u, ~ = .
i e 73 (In(n))  n2 (In(n))
eQn e el
Or: ————=— — 0 par croissances comparées.
n? (In(n))  n? In(n) n—+oo P P
Douuw, — O.
n—-+00
% Cette propriété n’autorise en aucun cas a sommer des équivalents.
La sommation d’équivalents est, rappelons-le, interdite !
Remarque

« Cette propriété signifie simplement que si (vy,) est négligeable devant (u,),
le terme dominant de u,, + v, n’est autre que u,,.

o Dans 'exercice précédent, on peut rédiger sans utiliser cette propriété.
On an?e” +ne? ~ ne? car:

n——+oo

n2e” +mne?™ npZe® ne?n n

3 — 1
ne<n

n—-+o0o

+1

n e2n n e?n en
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Quelques équivalents usuels

Théoréme 20.
Soit I un intervalle.

Si f: I — R est dérivable en xg € I alors, par définition, on a :

. f@o+h) = flzo) _ o
@) hlino h = [=)
b) | lim fol - iéwo) = /(o)

On a notamment :

(formulation équivalente)

v —1 In(1 1
lim — = =1 T Gk n(@) _
z—0 T z—0 T z—1 x—1
D’ou, par le théoréme de composition des limites :
1
w1 In(1+ %
| T
n—-+00 = n——+o0o -
En particulier, on en tire :
1 1 1 1
In (1—|—> ~ —, In <1—|—2> ~ =, ln(l—i—e_”)
n n—+oo T} n n—+oo 7T
Et de maniére plus générale :
U, — 0 = In(l4+u,) ~ u,
n—-+00 n—+o00

Exercice
Déterminer les limites, lorsqu’elles existent, des suites suivantes.

a) (1+3)") o ((1+5)")
b ((1+5)") @) (@n-37(333))

Démonstration.

a) Remarquons tout d’abord :

Or:ln(l—f—%) ~ L

n—-+oo n

D’oﬂ:nln(l—i—%) ~ n%zl.
n—-+oo
Ainsi: n In (1 + %) —+> 1, et par théoréme de composition des limites :
n——+0o0

1
ol In(1++) el
n—-+00

@ Comme déja énoncé, on ne peut pas composer par la fonction
exp de part et d’autre de I’équivalence.

b) Remarquons tout d’abord :

Or:ln(l—}—#) ~ L

n——+oo n
YN . 1 1
Dow:nn(l+55) ~ & — 0.
Ainsi:n In (1 + #) j 0, et par théoréme de composition des limites :
n oo

— =1
n—-+4+oo

e™ ln(l—&—n%)
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¢) Remarquons tout d’abord :
1 n® 51 1
(1+2> :en n(l—i-nj)
n

Or : nb ln(l—i—#) ~ n3

n——+oo

— +o00.
n—-+40o

Ainsi : n® In (1 + %) — +o0 et par théoréme de composition des

n—-+o0o

limites :
. 5 In(1+2 .
lim e" n< nQ) = lim e =40

n—-4o00 r——+00
n+3\ __ 1 ~ 1
d) In (TH) —Tn (1 n r+2> o~
_— 2n—3)2 4n?
Ainsi : 2n7321n("—+3) ~ | ~ 2 =A4n
( ) n+2 n—-+oo n+2 n—-+oo n D

IX. Opérations - formes indéterminées (poLy)

Dans la suite, on parle de forme indéterminée (et on note F.I.) quand on
ne peut déterminer, de maniére générale, la limite d’'une opération sur les
suites. Dans ce cas, il faudra faire une étude au cas par cas.

IX.1. Somme de deux suites

Somme wu, + v,
Unp,
2 +0o0 —00
Un,
Uy b+ 4o 400 —00
400 400 400 F.I
—00 —00 F.I —00
Le cas de la somme de deux suites apporte une F.I. : | 0o — o0
I1X.2. Produit de deux suites
Produit wu,, x v,
Up,
o {1 >0 {1 <0 {1=0 +o00o —00
o >0 l10s l10s 0 +0o0 —00
ly <0 U1y U1y 0 —00 400
ly =10 0 0 0 F.I F.I
400 400 —00 F.I 400 —00
—00 —00 +00 F.I —00 +00
Le cas du produit de deux suites apporte une F.I. : | 0 x oo
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IX.3. Passage a l'inverse

.. s . 1 . . NEET
On suppose ici que I'on peut former le quotient 2o+ ce qui revient & dire

que u, # 0, au moins & partir d’un certain rang.

Inverse

1

Up, L£0
Si uy, > 0 & partir d'un 1
certain rang I4
Si u, < 0 a partir d’'un 1
certain rang l

IX.4. Quotient

Quotient %:‘
Un
l1 >0 {1 <0 {1 =0 +00 —00
v’ﬂ
gl él
ly >0 = b _
2 > A A 0 +o0 00
Kl 61
l — = _
2 <0 0 I 0 0 +oo
vp >0 +0oo —00 +0o0 —00
ly =0 F.I.
v <0 —00 “+00 —00 —+00
+00 0 0 0 F.I. F.I
— 0 0 0 F.I F.I
. . 0 o0
Le cas du quotient de deux suites apporte deux F.I. : 0 —
o0

I1X.5. Techniques pour lever une F'.I.

Tout d’abord résumons les F.I. rencontrées lors de I'étude des différentes
opérations algébriques :

Afin de lever un F.I., on pourra penser a utiliser I'une des méthodes (plus
généralement une combinaison des méthodes) suivantes.

a) Factoriser par le terme dominant (i.e. celui ayant la plus forte croissance).
Autrement dit, trouver un équivalent simple de la suite.

b) Penser a la quantité conjuguée.

¢) Pour les fonctions puissances : retour a la définition a ’aide des fonctions
exp et In.

d) Penser aux croissances comparées.
e) Utilisation du taux d’accroissement.

f) Utilisation d’inégalités. Le théoréme d’encadrement est souvent utilisé
pour déterminer un équivalent ou pour montrer qu’une suite tend vers 0.
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