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Feuille d’

exercices n’1 :

Suites réelles

Suites de la forme u,; = f(

Up,)

Exercice 24 (%) (d’aprés EML 2016)

On consideére 'application f : [0, +oco[— R définie, pour tout ¢ de [0, +oo],

par :
42

=
On admet : 0, 69 < In(2) <0, 70.

—tln(t) sit#0
0 sit=0

On considére la suite (uy,)nen définie par :

1
U():i

1. Montrer que f est continue sur

et

Démonstration.

« La fonction f est continue sur |0, +oo[ car c’est la somme f = f1 + fo

ou :

x f1 : t +— tln(t) continue sur ]0,4o0c0[ comme produit de fonctions

continues sur |0, 400/,

x fo :t — t? continue sur 0,

Vn €N, upp1 = f(un)

[0, 4-o00].

+ool.

« Par ailleurs : lim ¢In(¢) = 0. De plus, lim ¢* = 0.
t—0 t—0

Donc }gr(l) f(t) =0= f(0).

Donc f est continue en 0.

La fonction f est continue sur [0, +o0].

2. Justifier que f est de classe C? sur ]0,+oo[ et calculer, pour tout ¢ de

10, +o00[, f'(t) et f(¢).

Démonstration.

La fonction f est de classe C2 sur ]0, +oo[ car c’est la somme f = fi + fo

ou :

x f1:t+— tln(t) de classe C? sur ]0, +oo[ comme produit de fonctions de

classe C? sur 0, +o0,

x fa 1t t? de classe C? sur |0, o0

La fonction f est de classe C? sur |0, +oo].

Vvt € )0, 4o0f, f/(t) =2t — <1 x In(t) +# x i) =2t —In(t) — 1

1

Vt € ]OaJroo[v f”(t) =2—--=

t

2t—1

t

O]

3. Dresser le tableau des variations de f. On précisera la limite de f en +oo.

Démonstration.

Or :

2t —
o Soit t € ]0,+oo[. Comme ¢t > 0, f"(t) = est du signe de 2t — 1.
1
2t—120<:>2t>1<:>t2§
« On obtient le tableau de variations suivant :
t 0 3 +00
Signe de f”(¢) - 0 +
+00 +oo

Variations de f’

T

In(2)

/

Détaillons les éléments de ce tableau.
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_ (=2 % ~In()—1=1+1In(2)— ¥ =In(2)
— flt)=2t—1In(t) -1 o~ In(t). Donc : %g% () = +o0.
, B _ ln(t) ln(t)
— flt)=2t—In(t)—1 =2t (1 - 275) oo 2t, car 1—7 e

par croissances comparées.
Donc : lim f/(t) = +oo.
t——+o00

Or In(2) > 0. Donc : V¢ € 0, +oo[, f'(t) > 0.

_hl(t)) -

r 2 par croissances
t—+o0

De plus : f(t) = t2 — tIn(t) = ¢ <1
comparées.
Donc : lim f(t) = 4o0.

t——+00

On obtient donc le tableau de variations suivant pour f :

1
e On sait que : = < u, < 1.

Or, d’aprés la question 8., la fonction f est croissante sur R. Donc :

f@) <

On a donc déja : upy1 < 1.

1 1

fun) < f(1)
« D’apres I’énoncé, on sait que : In(2) > 0,69. Donc :
1

1 1
Z 4 2 In(2 =

1 1
750,69 > £ 40,34=0,25+0,34=0,5

1
Donc : up4+1 = 0.59 > 5

Finalement u,41 € [3,1]. D’ott P(n+1).

t 0 +00
Par principe de récurrence, (u,,) est bien définie et : Vn € N, u,, € [%ﬂ 1].
Signe de f'(t) +
+o0 5. Montrer que la suite (uy,)nen est croissante.
Variations de f /
0 Démonstration.
O Montrons par récurrence que : Vn € N, P(n), ou P(n) : up < Upt1
4. Montrer : Vn € N, u,, € [%, 1]. > Initialisation : 1
D’aprés la question précédente : u; > — = ug.
Démonstration. . Dot P(0). 2
Montrons par récurrence : Vn € N, P(n), ou P(n) : u, existe et ] .
w € [1 1] » Hérédité : soit n € N.
oo Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (c’est-a-dire up+1 < Up42).
» Initialisation : R .,
1 R . Par hypothése de récurrence, u, < tpn41-
=5 € [3,1]. Dot P(0). Or la fonction f est croissante sur R;. Donc :
» Hérédité : soit n € N. o
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (c’est-a-dire u,41 existe et flun) < f(unsr)
Upt1 € [%,1]) I I
< , . 1
o Par hyp.oth.ese de récurrence, u, ex1ste.et Uy € .[5,.1] . Uni1 Unio
En particulier u,, > 0. Donc f(uy,) est bien défini. Ainsi w41 = f(uy)
existe. D’ou P(n +1).
(¥¢): application directe du cours, (¥): pas de difficulté majeure, (% ): plus difficile, (% ): costaud 2
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Par principe de récurrence : Vn € N, u,, < Upy1- — On obtient alors le tableau de variations suivant :
La suite (u,) est croissante. ¢ 3 1
. ) ) o Signe de ¢'(t) —
6. En déduire que la suite (u,)nen converge et déterminer sa limite.
(on pourra étudier les variations de la fonction t — t — In(t)) 9(3)
Variations de g \
Démonstration. 1
« La suite (uy,) est :
x croissante, d’apreés la question 10., — La fonction g est donc :
. 1 L. .
« majorée par 1, d’aprés la question 9., x continue sur [5, 1] (car dérivable sur cet intervalle),
. . . 1
Elle est donc convergent vers un réel £. x strictement décroissante sur [3,1].
insi g réalise une bijection de |5, 1| sur 5,11). De plus :
Ainsi g réali b'jt'd%l g%l De pl

1
.DepluS:VneN,ggungl.

<l<1.

N |

Donc, par passage a la limite dans cette inégalité :

e Ona:VneN, upt1 = fluy).

Donc, par passage a la limite et par continuité de f sur [%, 1], on ob-

tient :

(=f() & (=0—1(In)

1
o L=f(—()) (cart>g, doncen
particulier £ #0)
< 1=(—1n(¥)

Donc ¢ = f(¥) si et seulement si g(¢) =1 ot g : t — ¢t — In(t).

9([5:1]) = [9(1),9 (3)] = [1,5 +In(2)]

Or 1 € [1,3 +1n(2)], donc I'équation g(#) = 1 admet une unique
solution sur [%, 1].

De plus g(1) = 1. Donc I'unique solution de I’équation g(t) = 1 sur
[l 1] est 1
2 :

« Orte [3,1] et g(¢) = 1. Donc £ = 1.

On en déduit que la suite (uy,) converge et lim w, =1
n—+400

O]

7. Ecrire un programme en Scilab qui calcule et affiche un entier naturel N
tel que 1 —uy < 1074,

« Etudions alors la fonction g sur [%, 1]. Démonstration.
— La fonction g est dérivable sur [%, 1] comme somme de fonctions
dérivables sur [%,1]. 1 n=0
; 1 2 u=1/2
— Soit t € [§,1]. X , 3 while 1 - u >= 10" (-4)
g'(t)zl—gzt% 4 u=u2 - ux log(u)
5 n=n-+1
Comme t > 0, ¢'(t) est du signe de ¢ — 1. Ainsi : s end
JH) >0 & t—-120 & t>1 7 disp(n) O
(¥¢): application directe du cours, (¥ ): pas de difficulté majeure, (¥ ): plus difficile, (J ¥ ): costaud 3
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IAF pour I’étude des suites du type u,,1 = f(u
p ype tni1 = f(in) Vo €10, +oo[, ¢'(z) = e + ( -1
Exercice 36 (%) (d’aprés EML 2014) v
On consideére I'application ¢ : z +— e* — zer sur 10, +o0l. ¢ (x) = e® — ig or
On admet : 2 < e < 3. v
1. Montrer que ¢ est de classe C3 sur ]0, +ool. " (z) = ® + @ ox .
x

Calculer pour tout x de |0, 4+o00[, ¢'(z) et ¢”(x), et montrer :

3r+1 1

ez

Vz € 10, +oof, ¢"(x) =" + o

Démonstration.

« La fonction z — er est de classe C3 sur 10, +00] car elle est la composée

2. Etudier le sens de variation de ¢” et calculer " (1).

En déduire le sens de variation de ¢', et montrer : Va € ]0, +o00[, ¢'(x) > e.

Démonstration.

e Soit z € ]0, 4+o00[. Déterminons le signe de ¢"'(z).

ha o hy ou : « Tout d’abord : €% > 0 et ex > 0.

e - r—>l 4 ) 3x+1

x Np:x xeh- x Ensuite, comme x > 0 : =— >0
x

- de classe C3 sur 0, +-o0[ en tant qu’inverse d’'une fonction de classe On en déduit : ¢ (z) > 0.
C3 qui ne s’annule pas sur cet intervalle,

- telle que : hy(]0, +00[) C R.

% hy:x — e® est de classe C3 sur R. x 0 1 +00

« On obtient le tableau de variations suivant :

On en déduit que la fonction ¢ est de classe C3 sur Signe de ¢ () + +
10, +o0[ en tant que somme et produit de fonctions de

+00
3 Y
classe C* sur ]0, +oo[. Variations de ¢” O/
—
« Soit z € 0, 400]. >
1 1 o Détaillons les éléments de ce tableau :
() = " — er — ez ="+ [ =-—1 ez 1
7 x? x «x tout d’abord : ¢"(1) = el — = el = e—e = 0.
1 1
1 1 1 1 1 1 1 a1 = oer — — BERE T _
O(x) = e — — ev — < _ 1> er o= "~ — er x ensuite : xgrfoo e 0x1 0. De plus : xginoo e +00.
x T x T - X i
Ainsi: lim ¢"(z) = +o0.
My = et ro ety Lot — (S LYo o ey 3L e
) = e'+—ert+— —ex = e —+ —<]er = e ew
? x4 a3 x? [ xd x enfin : lim — er = +oo. De plus : lim e* = e’ = 1. Ainsi:
z—0t+ X z—07t
lim ¢"(z) = —c0.
z—0t

(Y¥¢): application directe du cours, (¥): pas de difficulté majeure, (%% ): plus difficile, (4% ): costaud 4
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¢ On déduit le tableau de variations suivant :

1
On pose alors le changement de variable : X = — (i.e. x = }) Ainsi :

1
x

r—= 0T e X = +o00.
T 0 1 +00 .
On obtient alors :
Signe de ¢ (x - 0 +
) _es . eX .
+00 +00 xglél+ T = X1—1>I—I|-100 % = +oo  (par croissances comparées)
Variations de ¢ \ / v
¢ Finalement : lim ¢(z) = —o0.
) z—0t ]
« Détaillons les éléments de ce tableau :
T
x tout d’abord : ¢'(1) = el — 1 el = e. 4. Déterminer la limite de ¢lz) lorsque x tend vers +oo, et la limite de p(x)
) lorsque x tend vers +oc.
x ensuite: lim ——1 e% = —1.Deplus: lim e* = +o0. Ainsi: . .
z+oo \ T z—+00 Démonstration.
. , -~
zll,r}rloo ¢ () = +o0. « Soit x € ]0,4o0].
1
x enfin : lim — =1 e% = 4o00. De plus : lim e* = 1. Ainsi : o(x) e” —xe% e 1
=0+t \ T P - = 2 _es
lim ¢'(z) = 4o0. x x $
z—0t Or -
« La fonction ¢’ est : b .
. e
x strictement décroissante sur ]0, 1], X pal CrOISSances comparces ZETOO L = T
x strictement croissante sur [1, +oo]. v lm er — &0 — 1
.. T—+00 '
Elle admet donc un minimum en e.
411 / / On en déduit : lim () = +00
On en déduit : Vo € |0, 400, ¢'(z) = ¢'(1) =e. - Pam = -
3. Déterminer la limite de ¢(x) lorsque x tend vers 0 par valeurs strictement o Pour tout z € 10,00 : p(z) = = QO(:U)
positives. v
_ D’apres le calcul de limite précédent : lim  ¢(x) = +oc. O
Démonstration. T—=+00
o Tout d’abord : lim % = e = 1.

z—0+

« Ensuite, pour tout z € |0, 4o00] : rer

)
3””’“ 8 I

(¥¢): application directe du cours,
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5. On admet : 15 < ¢(3) < 16. Montrer : Vz € [3,+00[, p(z) > ex. « Soit z € [3,+o0].
On note C la courbe représentative de . ]
Comme ¢'(3) >e (d’apres la question 2.)
Démonstration. alors  ¢'(3)(x —3) 2 e(xz—3) (carx —3>0)
e On note h: x — ¢(x) —ex.
La fonction h est dérivable sur ]0, +oo[ en tant que somme de fonctions dot  ¢(3)(z—3)+p(3) =e(x—3)+15 (,wa @(3) > 15 d’aprés
dérivables sur ]0, +ool. I’énoncé)
+ Soit z € ]0, +o0]. « De plus, comme e < 3 :
h(z) = ¢(x)—e = 0 (d’apres 2.) e(x—3)+15 = ex—3e+15 > ex
« On obtient le tableau de variations suivant : Finalement : Va € [3,400[, p(z) > ¢'(3)(x —3) +¢(3) > ew. .
x 0 3 +00 On considére la suite réelle (uy,)nen définie par
Signe de /() + + up =3 et VneN, upi1 = p(uy)
o 00 6. Montrer que, pour tout n de N, u,, existe et u, > 3e".
Variations de h h(3)
_— Démonstration.
— Uy, existe
Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n)  ou  P(n) : { " S 2.an
« En particulier : Va € [3, +o00[, h(x) > h(3). Or : Un = 3e

» Initialisation :
h(3) = ¢(3)—3e > 15—3e > 0 D’aprés I’énoncé : ug = 3. Or : 3¢% = 3. D’out : ug > 3 €Y.
D’ou P(0).
» Hérédité : soit n € N.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. {

On en déduit, pour tout = € [3,+o0[ : h(z) > 0, cest-a-dire p(x) > ex.

Un+1 €Xiste )

Upt1 = 3 entl
Remarque

On pouvait également démontrer cette inégalité en utilisant la convexité
de . Détaillons ce point.

« Par hypothése de récurrence, u,, existe et : u,, = 3¢e™. En particulier :
un > 0.

Donc ¢(uy) est bien défini. On en déduit que u,11 existe.
« D’aprés la question 2. : Va € ]1,+o0[, ¢"(x) > 0.

La fonction ¢ est donc convexe sur |1,4o0[. Sa courbe représentative
est donc située au-dessus de ses tangentes, notamment celle au point

o Par hypothése de récurrence : u,, > 3e™ > 3. Donc : u, € [3,+o0].
Alors, d’aprés la question 5. :

d’abscisse 3, droite d’équation : o(up) = eup
Il WV
y = ¢'(3)(x—3)+»(3)
Unt1 ex3e? = 3ettl

(¥¢): application directe du cours, (¥ ): pas de difficulté majeure, (¥ ): plus difficile, (S ¥ ): costaud 6
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D’ou P(n+1).

n

0

Par principe de récurrence, pour tout n € N, u, existe et u, > 3e

. Montrer que la suite (up),en est strictement croissante et que wu, tend
vers +o0o lorsque 'entier n tend vers 4oo.

Démonstration.
e Soit n € N.
D’aprés la question précédente : u, € [3, +00].
Ainsi, d’aprés la question 5. :
oluy) = euy
I Vv

Un+1 Un,

On en déduit que la suite (uy,) est strictement croissante.

o Toujours d’aprés la question précédente :
YneN, u, > 3e"

Or: lim 3e" = +oco.
n—-+o0o

Par théoréme de comparaison : lim wu, = +o00.
n—-+00 0

. Ecrire un programme Scilab qui calcule et affiche le plus petit entier
entier naturel tel que : u, > 103.

Démonstration.
1 n=20
2 u=3
3 while u < 103
4 u = exp(u) - u * exp(1/uw)
5 n=n-+1
6 end
7 disp(n)

Détaillons les éléments de ce programme.

o Début du programme
La variable n est initialisée & 0.
La variable u, qui contiendra les valeurs successives de la suite (uy,), est
initialisée & ug = 3.

N =
o
Il
w

o Structure itérative
Les lignes 3 & 6 consistent & déterminer le plus petit entier n tel que
u, > 103. On doit donc calculer les valeurs successives de la suite (u,)
jusqu’a ce que u, > 103. Autrement dit, on doit calculer ces valeurs
successives tant que u, < 103. Pour cela on met en place une structure
itérative (while) :

3 while u < 1073

Tant que u, < 103, on calcule u,, et on stocke toujours cette valeur
dans la variable u :

[

u = exp(u) - u x exp(1/u)

On met alors & jour en conséquence la variable n : on ajoute 1 pour
signaler qu’on a calculé 1.

5 n=n-+1

o Fin du programme

A Tlissue de cette boucle, la variable n contient le plus petit entier n tel
que U, = 102,
On affiche alors enfin la valeur de la variable n

7 disp(n)

(¥¢): application directe du cours,
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Remarque Suites implicites
Afin de permettre une bonne compréhension des mécanismes en jeu, on a
détaillé la réponse a cette question. Cependant, compléter correctement
le programme Scilab démontre la bonne compréhension de la simulation

Exercice 43 (%% )(d’aprés ECRICOME 2019)
Pour tout entier n non nul, on note h,, la fonction définie sur RY par :

, . N . e, . , 1
Eiemandee et Permet certainement d’obtenir la majorité des points alloués Ve >0, ha(z) = fl@™1) = a" +1+ —
a cette question. n
On procédera de méme dans les autres questions Scilab. U 1. Démontrer que pour tout entier naturel n non nul, la fonction h, est

. 1 strictement décroissante sur |0, 1| et strictement croissante sur [1, 4+o00|.
9. Quelle est la nature de la série de terme général — ? 10,1 g [
Un,

Démonstration.
Démonstration. Soit n € N*.
e Soit n € N. Comme u,, > 3e", par décroissance de la fonction inverse o La fonction h,, est dérivable sur R* car elle est la somme des fonctions :
sur ]0, 4o0] : x @+ " + 1 dérivable sur R* car polynomiale.
1 1 ]
Uy, S 3en x @ — — dérivable sur R’} en tant qu’inverse de la fonction x — 2™ :
« On obtient : — dérivable sur R* car polynomiale,
1 1 /1\" — et qui ne s’annule pas sur RY .
< Z|Z )
Xvn6N70<un\3<e> -SOltIL‘ERi.
" 1 _ n z?n —1
x la série nz>:0 (e> est une série géométrique de raison o e]—-1,1[ Bl (z) = na™ ! — pres il
1/1\" nt1 ite b ' 2n _
C’est donc une série convergente. Ainsi, la série > — <> lest Comme 7 > Oetx >0, la quantité hy,(x) est du signe de x N
n>0 e On en déduit :

aussl. mn

M(x)>0 & 22" —-1>0 & 22">1 & z>1

Par critére de comparaison de séries a termes positifs, la . . . .
La derniére équivalence est obtenue par stricte croissance de la fonction

série Y — est convergente. T = 22" sur R* .
n=0 Un +
B e On en déduit le tableau de variations suivant.
T 0 1 +00
Signe de hl,(z) - 0 +
+00 +0o0
Variations de h,, \ /
3

(¥¢): application directe du cours, (¥ ): pas de difficulté majeure, (¥ ): plus difficile, (S ¥ ): costaud 8
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Remarque
Afin de déterminer le signe de la quantité 2" — 1, on pouvait rédiger
autrement.

« Une premiére méthode consiste & étudier la fonction g, : « — 22" — 1.
Cette fonction étant polynomiale, elle est dérivable sur R et pour tout
e Ry :

g(z) = 2nz* 1 >0
La fonction g, est donc strictement croissante sur |0, +o0o|. Enfin, comme
gn(1)=0:
Vo €]0,1[, 2" —1<0 et Vo € ]1,400], 2** —1>0

o Une deuxiéme méthode consiste a factoriser 2" — 1 :

-1 = (") =12 = @"—1)(@" +1)

Comme z > 0, alors 2 > 0 et 2 +1 > 0. Le signe de 2" — 1 est donc
celui de z™ — 1. Or :

" =1 = (z—DA+z+...+2"1)

Comme 1+ +...+2" 1 >0, le signe de 2" — 1 (et donc de 2" — 1)
est celui de = — 1. o

2. En déduire que pour tout entier n non nul, I’équation h,(z) = 4 admet
exactement deux solutions, notées u,, et v, et vérifiant : 0 < u, < 1 < vy,.

Démonstration.
Soit n € N*,

« La fonction h,, est :
x continue sur ]0, 1],
x strictement décroissante sur 0, 1[.
Elle réalise donc une bijection de ]0,1[ sur h, (]0, 1[). Or :

hn(J0,1]) = ]hn(l),iigb hy(z)[ = 13, 400

Comme 4 € |3, +o0], I'équation h,(x) = 4 admet une unique solution
sur ]0, 1[. On note u,, cette solution.

De méme, la fonction h,, est :

x continue sur |1, 400/,

x strictement croissante sur |1, 400/

Elle réalise donc une bijection de ]1,400[ sur hy, (]1,400[). Or :
hn(]1, +o0[) = Jhn(1), lim  hy(2)[ =13, 400]

T—r+00

Comme 4 € |3, +00], I'équation h,(z) = 4 admet une unique solution
sur |1, o0/
On note v,, cette solution.

On remarque enfin : h,(1) = 3 # 4. Ainsi, x = 1 n’est pas solution
de I'équation h,(x) = 4.

Pour tout entier n non nul, I'équation h,(z) = 4 admet
exactement deux solutions, notées u,, et v, et vérifiant :
0<uy, <1<wy,.

. a) Démontrer :

(x — 1)(302"+1 -1)
xn+1

Vo >0, Vn € N*, hypi(z) — hy(z) =

Démonstration.
Soit « > 0 et soit n € N*.

1 1
— — n+1 _ n
hpi1(x) — hy(z) = (m + X+ an) (a: + X+ x”)

x2n+2 +1 $2n+1 +x
$n+1 B xn+1

x2n+2 _»I2n+l —-($ _»1)

xn+1

"z —-1)—(x—1)  (z—1)(@* 1)

$n+1 xn+1

(¥¢): application directe du cours, (¥ ): pas de difficulté majeure, (¥ ): plus difficile, (S ¥ ): costaud 9
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b)

(z = D@~ 1)
xn—l—l 0

Vo >0, Vn e N*, hyyi1(z) — hy(x) =

En déduire : Vn € N*| hyy1(vy,) > 4.

Démonstration.
Soit n € N*.

o D’aprés la question précédente, pour tout = > 0 :

T — :L,2n+1 _
hng1(z) = hn(z) = ( 1);n+1 2

Comme = > 0 alors "1 > 0. Ainsi, la quantité h,11(x) — hy(z) est
du signe du produit (z — 1)(2?"*! —1). Notons alors que pour tout
x> 1, 22" — 1> 0 (vu précédemment).

Ainsi : Vn € N*, Vo > 1, hpq(x) — hyp(z) > 0.

« On applique l'inégalité précédente a v, > 1 (d’aprés la question 4.).
On obtient :

hnt1(vn) — hp(vy) >0 ou encore

hnt1(vn) > hp(vy) =4

On a bien : Vn € N*, hy41(v,) > 4. 0

Montrer alors que la suite (vy,) est décroissante.

Démonstration.
Soit n € N*.

« Par définition de vp41, on a : hpt1(vpy1) = 4. Ainsi, d’aprés la
question précédente :

hpta (Un) Z hpi (UnJrl)

e De plus, on sait d’aprés la question 4. que :
x Up >1et vy > 1,

x la fonction hy41 réalise une bijection de |1, +o0[ sur |3, 4o00|.

La réciproque de cette bijection, définie de |3, +oo[ sur |1, +oo[ est
strictement croissante car de méme monotonie que h,1 sur |1, +o00].
En I'appliquant de part et d’autre de I'inégalité :

Up 2 Upigl

On en conclut : Vn € N*, v, > wv,41. La suite (v,) est donc décroissante.

Remarque

« La Partie B consiste en 1'étude de la suite (v,). On parle ici de

« suite implicite » car on n’a pas accés a la définition explicite de
la suite (v,) mais simplement & la propriété qui permet de définir
chacun de ses termes, a savoir :

Pour tout n € N*, v,, est 'unique solution de I'équation h,(z) = 4 sur |1, +-o0|

On comprend alors que 'étude de (v,) va passer par I'étude des
propriétés de la fonction hy,.

De cette définition, on tire la propriété : | Vm € N*, hp,(v,) =4

Cette propriété est au coeur de 'étude de la suite implicite (vy,).
On l'utilise en 5.b) pour m =n et en 5.¢) pour m =n + 1.

Comme la suite (vy,) est définie de maniére implicite, on n’étudie

pas la monotonie de (v,) a 'aide de la différence vy,41 — v,. 11 est
par contre trés classique de passer par l'inégalité :
hns1(vn) 2 hig1(Vn1)
O

et de conclure : v, > v,41 & ’aide d’une propriété de hyy1.

4. a) Démontrer que la suite (v,,) converge vers un réel £ et montrer : £ > 1.

Démonstration.
La suite (vy,) est :

x décroissante d’aprés la question 5.¢),

x minorée par 1 (Vn € N* v, > 1) d’apres la question 4.
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On en conclut que la suite (v,) converge vers un réel £ > 1. | Remarque
C’est encore une fois la propriété de définition des termes de la suite
b) En supposant que ¢ > 1, démontrer : lim " = +oo0. (vn) qui est utilisée ici (Vn € N*, hy(v,) = 4). On insiste sur le fait
700 que cette propriété est fondamentale pour I’étude de la suite implicite

En déduire une contradiction.

(Un)- O
Démonstration.

Dans cette question, on suppose £ > 1. ¢) Déterminer la limite de (vn).

e Comme £ #0,0ona:v, ~ £ Ainsi: Démonstration.

n—+oo
(0n)" ~ " — o0 (carl>1) . En question 4.a), on a démontré que la suite (v,) converge vers un
n—too  n—+00 réel ¢ > 1.

On a bien : lim (v,)" = +o00. o En ques'tio.n 4.b), on a démontré que ’hypothése £ > 1 menait & une
n—-+oo contradiction.
On en conclut que sa négation est vérifiée, a savoir : £ < 1.

Remarque
Comme la suite (v,) est & termes strictement positifs, on pouvait
aussi écrire :

Ainsi, la suite (v,) converge ver £ = 1.

()" = exp (n ln(vn))

Remarque
Puis : In(vy) e In(¢) puisque £ # 1. L’énoncé donne les réponses aux questions 4.a) et 4.b). Il est donc
Ainsi:n In(v,) ~ nf— 400 carf > 0.Et enfin, par composition possible de traiter la question 4.¢), question bilan, sans avoir réussi a
. e traiter les questions précédentes. =
de limites :
ngrfoo exp (n ln(vn)) = +00 5. a) Montrer : Vn > 1, v, < 3.
« Remarquons alors : Démonstration.
(o) (o) + 1 Soit n € N*,
Up) = (Un) + 1+
e " (vp)" « Rappelons tout d’abord : v, > 1 (question 4.). D’autre part :
3 n __ .
Comme ngrfoo (vp)™ = +00, on en conclut : (car hy, est strictement
v <3 & hp(vy) < hp(3) .
. croissante sur |1, +o0[)
lim Ay, (v,) = +00
notee & 4 < hy(3) (par définition de vy,)
Or, par définition de la suite (v,), pour tout n € N*| h,(v,) = 4 et
ainsi : e Or, comme 3" > 3 (puisque n > 0) :
o) =4

1 1
hn(3) = 3"4+1+ — > 34+1+_—->4

Contradiciton ! 3n 3n
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Pour tout n € N*, on a bien : h,(3) > 4 et donc v, > 3.

Remarque

Encore une fois, c’est la propriété de définition des termes de la
suite (v,,) qui est utilisée ici. C’est logique puisqu’on ne connait pas
d’expression explicite des termes de (vy,).

La présence de la quantification « Vn € N* » peut faire penser a
utiliser une récurrence. Ce type de raisonnement nécessite ’exis-
tence d’une propriété liant les termes de rangs successifs afin pouvoir
mettre en ceuvre I’étape d’hérédité. C’est pourquoi la récurrence est
I’outil de base de démonstration des propriétés des suites récurrentes
d’ordre 1 (le terme au rang n + 1 s’exprime directement en fonction
du terme au rang n). L’utilisation est plus rare dans le cas des suites
implicites mais était possible dans cette question. En effet, comme
la suite (v,) est décroissante, on sait que pour tout n € N* :

Upt1 < Up

L’étape d’hérédité ne pose pas de probléme.

En effet, si I'on sait v, < 3, on obtient alors, par transitivité : v,41 <
vn < 3.

Il reste alors & démontrer la propriété d’initialisation, a savoir v; < 3.
Encore une fois, il faut revenir a la propriété de définition des termes
de la suite (vy,) :

1
hl(vl) = U1+1+f =4
U1

Ainsi : v; = 3 — % < 3 car v; > 0 (question 4.)). O

b)

Ecrire une fonction Scilab d’en-téte function y = h(n,x) qui ren-
voie la valeur de h,(z) lorsqu’on lui fournit un entier naturel n non
nul et un réel x € R% en entrée.

Démonstration.
1 function y = h(n, x)
2 y=x"*n+1+ ({1 /x"n)
3 endfunction

Remarque

Il n’y a aucune difficulté & coder en Scilab une fonction dont ’expres-
sion est donnée dans I’énoncé. Il est donc impensable de ne pas traiter
cette question. H

Compléter la fonction suivante pour qu’elle renvoie une valeur appro-
chée & 107° prés de v, par la méthode de dichotomie lorsqu’on lui
fournit un entier n > 1 en entrée :

1 function res = v(n)

2 a=1

3 b=3

4 while (b-a) > 107 (-5)
5 c = (ath) / 2

6 if h(n,c) < 4 then
T e e e

8 else

9 e

10 end

11 end

12 e e e e e

13 endfunction

(Y¥¢): application directe du cours, (¥): pas de difficulté majeure, (%% ): plus difficile, (4% ): costaud 12
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Démonstration.

Commencgons par rappeler le cadre de la recherche par dichotomie. Théoréme des Valeurs Intermédiaires
Calcul approché d’un zéro d’une fonction par dichotomie Soit f : [a,b] — R continue sur
Données : I'intervalle [a, b].

x une fonction f: R — R, Supposons : f(a) f(b) < 0.

x un intervalle de recherche [a, b], Alors il existe ¢ € [a, 8] tel que f(c) = 0.

x une précision de recherche e.

Résultat : une valeur approchée a e prés d’un zéro (sur Calcul des suites (a), (bn), (cm)

I'intervalle [a, b]) de la fonction f. Cas f(a) <0et f(b) >0

Autrement dit, une valeur approchée (a e prés) d’un réel o Initialement, ag = a, bg = b Dz
x € [a,b] tel que : f(z) =0.

« A chaque tour de boucle (tant que ao 3
o La dichotomie est une méthode itérative dont le principe, comme bm = am > €) : a1 _{_ﬁ_| by
son nom l'indique, est de découper a chaque itération l'intervalle de X Cm = m + bm (point milieu de @2 = by
recherche en deux nouveaux intervalles. L’intervalle de recherche est b 3 by
[amu m]) 14 H by

découpé en son milieu. On obtient deux nouveaux intervalles :

si c < 0 xsi f(e = 0
x un intervalle dans lequel on sait que ’on va trouver un zéro de f. ) J(em) ) flem) =

) - e i alors : alors :
Cet intervalle est conservé pour l'itération suivante.
. , . * Am+1 = Cm * Am41 = Gm
x un intervalle dans lequel ne se trouve pas forcément un zéro de f.
Cet intervalle n’est pas conservé dans la suite de ’algorithme. * b1 = b * bny1 = o

La largeur de I'intervalle de recherche est ainsi divisée par 2 a chaque
itération.

On itére jusqu’a obtenir un intervalle I contenant un zéro de f et x contenant tous un zéro de f,
de largeur plus faible que €.

Les points de cet intervalle I sont tous de bonnes approximations
du zéro contenu dans I.

« On construit ainsi une suite (@, bm]), ¢y de segments emboités :

x dont la largeur est divisée par deux d’un rang au suivant.

o Il reste enfin & adapter cet algorithme & I’énoncé.
. L ) Soit n € N*. On cherche une valeur de z telle que : hy,(z) = 4 ce qui
e C’est le théoréme des valeurs intermédiaires qui permet de Sécrit -
choisir l'intervalle qu’il faut garder & chaque étape. Rappelons son

énoncé et précisons maintenant ’algorithme : hn(z) —4=0 ouencore fp(z)=0 ou fn:x+> hy(x)—4

On se fixe initialement U'intervalle de recherche [1,3] de sorte que
léquation f,(x) = 0 ne posséde qu’une solution, & savoir la valeur

(¥¢): application directe du cours, (¥ ): pas de difficulté majeure, (¥ ): plus difficile, (S ¥ ): costaud 13
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v, qu’on cherche & approcher. D’un point de vue informatique, on
crée des variables a et b destinées & contenir les valeurs succesives
de a,, et b,,. Ces variables sont initialisées respectivement & 1 et 3.

a=1
b=23

SN

On procede alors de maniére itérative, tant que l'intervalle de re-
cherche n’est pas de largeur plus faible que la précision 1075 es-
comptée.

4 while (b-a) > 107 (-5)

On commence par définir le point milieu du segment de recherche.

5 c = (ath) / 2

Puis on teste si f,(c) < 0, c’est-a-dire si hy(c) < 4.
Si c’est le cas, la recherche s’effectue dans le demi-segment de droite.

if h(n,c) < 4 then
a=c

I~ =}

Sinon, elle s’effectue dans le demi-segment de gauche.

else

l© oo
o
1]
O

[
®
=
o

En sortie de boucle, on est assuré que le segment de recherche, mis
a jour au fur et a mesure de l'algorithme, est de largeur plus faible
que 107% et contient un zéro de f,. Tout point de cet intervalle est
donc une valeur approchée a 107° prés de ce zéro.

On peut alors choisir de renvoyer le point le plus & gauche du seg-
ment.

12 res = a

On peut tout aussi bien choisir le point le plus a droite :

12 res = b

Ou encore le point milieu :

12 res = (a+Db) /2

Ce dernier choix présente un avantage : tout point (dont le zéro

recherché) du dernier intervalle de recherche se situe & une distance
—5

d’au plus de ce point milieu.

-5

On obtient ainsi une valeur approchée a du zéro recherché.

Remarque

o On peut se demander combien de tours de boucle sont nécessaires
pour obtenir le résultat. Pour le déterminer, il suffit d’avoir en téte
les éléments suivants :

x l'intervalle de recherche initial [1, 3] est de largeur 2.

x la largeur de l'intervalle de recherche est divisée par 2 & chaque
tour de boucle.
A la fin du m®™® tour de boucle, l'intervalle de recherche est donc

de largeur om

x l'algorithme s’arréte lorsque l'intervalle devient de largeur plus
faible que 107°.

On obtient le nombre d’itérations nécessaires en procédant par équi-
valence :

2 2m j j

L1077 e =100 (par gtmc'te croissance *de la

2m 2 fonction inverse sur R )
& 2 >2x10° (car 4 >0)

(par stricte croissance de la

< m In(2) > 1In(2) + 5 In(10) Jonction In sur R

(Y¥¢): application directe du cours, (¥): pas de difficulté majeure, (%% ): plus difficile, (4% ): costaud 14
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Ainsi - [5 1?(820)) i 1-‘ tours de boucle suffisent. A T'exécution du programme, on obtient la sortie graphique suivante :
n

On retiendra que si 'on souhaite obtenir une précision de 5 chiffres

aprés la virgule, il suffit d’effectuer de 'ordre de 5 tours de boucle. 39

Cet algorithme est donc extrémement rapide. .

« Afin de permettre une bonne compréhension des mécanismes en jeu,
on a détaillé avec beaucoup de précision la réponse a cette question.
Cependant, compléter correctement le programme Scilab (on place 244
ci-dessous le programme obtenu) démontre la bonne compréhension
de l'algorithme demandé et permet d’obtenir tous les points alloués
a cette question. 2

26K X X X XXX XXX XXX XXXXXXD

224

« On obtient le programme complet suivant.

1 function res = v(n) 16 -
2 a=1
s b = 3 14
4 while (b-a) > 107 (-5) 124
5 c = (ath) / 2
s if h(n,0) < 4 then A R S S S RS
7 a=c
8 else
9 b=c Expliquer ce qui est affiché sur le graphique ci-dessus.
10 end Que peut-on conjecturer 7
11 end
13 res = a Démonstration.
13 endfunction « Le programme commence par définir deux tableaux (matrices lignes)
= XetY.
d) A la suite de la fonction v, on écrit le code suivant : L X = 1:20
L X = 1:20 2 Y = zeros(1,20)
2 Y = zeros(1,20) Le tableau X contient initialement [1,2;...,20], c’est-a-dire les 20
s for k =1:20 premiers entiers non nuls.
4 Y(k) = v(k) "k Le tableau Y est destiné a contenir les 20 premiéres valeurs de la
5 end suite (v,").
s plot2d(X, Y, style=-2, rect=[1,1,20,3]) Il est initialement rempli de 0.
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« A P’aide d’une boucle, la k™€ case Y est modifiée de sorte & contenir
une valeur approchée de v,’j.

3 for k = 1:20
4 Y(k) = v(k) *k
5 end

e On effectue alors le tracé des points d’abscisse une valeur de X et
d’ordonnée la valeur correspondante de Y. On obtient ainsi le tracé
des points de coordonnées (k, v,’:) pour k variant de 1 & 20.

¢ plot2d(X, Y, style=-2, rect=[1,1,20,3])

Le nuage de points obtenu correspond au tracé des 20
premiéres valeurs de la suite (v,"). Au vu de la représentation
graphique obtenue, on peut faire la conjecture que la suite (v,")

est constante et approximativement de valeur 2.61. 0
3 5)
e) Montrer : Vn > 1, (v,)" = +2\[.
Démonstration.
Soit n € N*.

« Par définition de la suite (vy,) : hy(v,) = 4. Ainsi :

1

(vn)"

(o))" + 1+ =4 ouencore (v,)" =3+ -0

(vn)"

En multipliant par (v,)", on obtient alors :

(0a)")* =3 ()" +1=0

Ainsi, (vy,)" apparait comme racine du polynéme
P(X)=X?2-3X+1.

o Le polynéme P admet pour discriminant : A =9 -4 =5 > 0.
Il admet donc deux racines réelles distinctes :

_ 3445 _ 35

T4 5 et a_ 5

Comme4<5<9,ona:\/1<\/5<\/§ et —2>—/5>-3.On
en déduit :
3+V5 3—

3 et O
5 < € < 5

=

<

DO =

> <
2

e Or, comme v, > 1, par stricte croissance de la fonction z — ™ sur
|1, 4+00], on a :
()" > 1"=1

On en déduit : (v,)"™ # x_.

3+5

Ainsi, pour tout n € N*, (v,)" = 5

Remarque

5 € ]2.5,3].

En prenant 2.24 comme valeur approchée de /5, on obtient alors la
valeur approchée :
3+V5

2
Cela correspond a la valeur affichée par le graphique de la question
4.d). =

Dans cette question, on démontre la propriété :

~ 2.62
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f) Retrouver ainsi le résultat de la question 4.c).

Démonstration.
Soit n € N*,

3+5

Exercice 44 (%% )(d’aprés ECRICOME 2020)
Pour tout entier naturel non nul, on définit la fonction f, sur Ry par :

:r:t2n_
==

1

Ve >0, fo(x) dt

« D’aprés la question précédente : (v,)" = 5 Comme v, > 0,
on en déduit : Partie A : Etude de la fonction f,
3+V5 1 3++/5\ Dans cette partie, on fixe un entier naturel n non nul.
n In(v,) = In ou encore In(v,) = — In
2 n 2 1. Démontrer que la fonction f, est de classe C! sur R, et :
o Finalement : Ve >0, f (z) = 2 —1
= ) n - T + 1
B | B L3+ V5 o0 — 1
Up = exp( n(“n)) = €exp n n B njoo exp(0) = Démonstration. 9
. . . . . e —1
Pour la suite de I'exercice, on introduit la fonction A, : t — PR
On ret le résultat de 1 ti .c) : la suit
n retrouve le résultat de la question 4.¢) : la suite (vn) « La fonction h,, est continue sur [0, +oo[ car elle est le quotient h,, = g
converge vers 1. O g2

ou :
x g1 :t+ t?™ — 1 est continue sur [0, +oo[ car polynomiale.
x gg:t—=t+1:
— est continue sur [0, +00] car polynomiale.
— NE S’ANNULE PAS sur [0, 4+00].
La fonction h,, admet donc une primitive H, de classe C! sur [0, +o0|.

« Soit x € [0, +oo[. Par définition :

x

T 42n _
fu@) = [ S = (m ]

H,(x) — Hy(0)

Ainsi, la fonction f, est de classe C! sur [0, +oo[ comme somme de la
fonction H,, (elle-méme C' sur [0, 4+oc[) et d'une constante.

La fonction f,, est de classe C' sur [0, +ool.

H;,(x)

b ()

« De plus, pour tout z € [0, +o0] : f],(z) = =

(¥¢): application directe du cours, (¥%): pas de difficulté majeure,
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2n_1

On a bien : Vo > 0, f)(x) = 1

Remarque

o On peut aussi rédiger en se servant du fait que la fonction f, est la
primitive de h, sur Ry qui s’annule au point 0. Ainsi, f, est de classe
Clsur Ry et: Vo e Ry, fl(z) = hy(z).

o L’intérét de la démonstration précédente est qu’elle est plus générale
et peut donc étre adaptée a tous les cas particuliers. Imaginons par

exemple une fonction g, définie par :

2

Ve e Ry, gn(z) = / hy(t) dt
0

I
=
—~
~
~—
I
=
—~
8
()
~—
|
=
—~
o
~—

La fonction g, N’EST PAS une primitive de h,,.

L’expression ci-dessus permet toutefois de conclure que g, est de classe
C! sur Ry comme composée de x — x2 par H, toutes les deux de classe
C! sur les intervalles adéquats. De plus :

x2n71

Vz e Ry, ¢ (z) =2z x H (2?) = 22 X hy(z?) = 2z 1
x

o Il n’y a pas, dans le programme ECE, de théoréme permettant de dériver
sous le symbole d’intégration. Les tentatives de ce genre révelent une
mauvaise compréhension des objets étudiés. O

2. Etudier les variations de f,.

Démonstration.

e Soit z > 0. D’apreés la question précédente :

Comme x + 1 > 0, le signe de f/(z) est celui de la quantité 22" — 1.

fiz)>0 & 22 >1
on (car la fonction In est strictement
& In(2*") > In(1) croissante sur |0, +oo])

< 2nln(z) >0

< In(z) >0 (car 2n > 0)
o 21 (cm.“ la fonction exp est strictement
croissante sur |0, +oo])
En remarquant de plus f/ (0) = —1, on en déduit le tableau de variation
suivant :
T 0 1 +o0
Signe de f}(x) - 0 +
0
Variations de f,, \ /
fa(1) ]

. Démontrer que f, est de classe C? sur R, et calculer sa dérivée seconde.

En déduire que f,, est convexe sur R,.

Démonstration.

o Avec des arguments similaires & ceux de la question 1., on démontre
que la fonction h,, est de classe C! sur R,.

Comme f! = hy, la fonction f,, est de classe C? sur R,.

e Soit x > 0.

(z) = Cna? ) x (x4+1)— (22" —1) x 1 _ (2n —1)z? 4+ 2na? 1 +1
n

(x4 1)2 (x +1)2

Comme x > 0, alors (z+1)? > 0. Ainsi, f”(x) est du signe de la quantité
(2n —1)2? + 2nz* 1 +1. Or:
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x commen>=>1l,ona:2n—12>1>0et 2n > 0.
x comme x >0, ona:z®>0et 2" >0.

Ainsi : (2n — 1) 22" + 2n2? 1 +1 > 0 comme somme de quantités
positives.

Finalement, pour tout « > 0, f//(z) > 0. Cela démontre
que la fonction f, est convexe sur R. O

4. a) Démontrer : Vt > 1, 2" —1 > n(t? —1).

Démonstration.
Soit t > 1.
« Rappelons tout d’abord que si ¢t # 1, on a :

2 —1 (t2)n -1 "il (tQ)k (formule d’une somme
2 -1 2—-1 = géométrique)
On peut réécrire cette formule sous la forme suivante, valable pour
tout t > 1 :
n—1
tm—1 = (2—-1) ¥k
k=0

e Or, pour tout £ > 1, on a :

(par croissance de
Uapplication élévation
a la puissance 2k

Vke[o,n—1], t2* > 12k =1
sur [0, 4+o00[)

Finalement par sommation de ces n égalités :

n—1 n—1
SR> Y 1=n
k=0 k=0

Et enfin, par multiplication par t> — 1 > 0, on obtient :
n—1
(t2—1) St > n(t?2-1)
k=0
I

t?n— 1

2 2
Vi1, =1 > n(t=—1) O
b) Montrer alors : Vz > 1, f,(z) > fu(1)+ g (x—1)2
Démonstration.
Soit © > 1.

o Alors, pour tout t > 1 :

21 > (2 1) (d’apres la question

précédente)
2" —1 2 —1
d > t+1>0
onc — " (car t + )
" —1 t—1
d’Ofl > n ( )M
t+1 AT

Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant

(I1<x):
T t2n__1 x
dt > n(t—1)dt
1 t+1 1

T t2n__1

On en conclut : Vo > 1, /
L t+1
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o Finalement :

T t2n_1
n = dt
fu() /0 t+1

L ¢2n T 412n
7" -1 t2n —1
= / dt +/ dt (d’apres la relation
0 1

t+1

x t2n_1

- / t+1
L
2

= fu(1) +

t+1 de Chasles)

(z— 1)

On a bien : Vo > 1, fn(z) = fn(1) +g (x—1)2

¢) En déduire la limite de f,(x) lorsque = tend vers +o0.

Démonstration.
D’aprés la question précédente, pour tout = > 1 :

fa@) > fa(D) + 5 (@ = 1)?

Or: lim (z—1)%=+4oc0.

r——+00

On en déduit : xEI-Poo fn(x) = +00.

5. Calculer f,(0), puis démontrer : f,(1) <0

Démonstration.
o Tout d’abord :

O

« En question 2., on a démontré que f, est strictement décroissante sur
0,1].

Comme 1 > 0, on en déduit f,(1) < f,(0) = 0.

O

6. Démontrer que I'équation f,(x) = 0 admet une unique solution stricte-
ment positive, et que cette solution est strictement supérieure & 1.
On note z,, cette solution.

Démonstration.
« Rappelons tout d’abord : f,(0) = 0.

L’équation f,(x) = 0 admet pour solution z = 0.

« Si z €]0,1], alors, par stricte décroissance de f,, sur cet intervalle, on

a: fo(x) < fr(0) =0.

Ainsi, 'équation f,,(z) = 0 n’admet pas de solution sur U'intervalle |0, 1].

« Il reste a traiter le cas de l'intervalle ]1, 4+o0].
La fonction f,, est :

« continue sur |1, 400,

x strictement croissante sur |1, +o0l.

Ainsi f,, réalise une bijection de |1, +oo[ sur f,(]1,4o0[). Or :
Fullltoc) = [tim ful@), tim_ ful@)| = 1fa(l). o]

T—+00

Comme f,(1) <0,ona:0¢€ |fy(1),+o0l.

Ainsi, I’équation f,(z) = 0 admet une unique solution sur |1, 4+o00[, notée x,.

Finalement, I’équation f,,(z) = 0 admet exactement 2
solutions sur [0, +oo] : z = 0 et = x, > 1, seule solution
strictement positive.
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Remarque

o Il est important dans cette question d’avoir parfaitement en téte toutes
les hypothéses du théoréme de la bijection. En particulier, la fonction
f doit étre strictement monotone sur I'intervalle considéré.

« On ne pouvait donc pas appliquer le théoréme de la bijection directe-
ment sur U'intervalle 0, +o00[, mais il fallait découper cet intervalle en
plusieurs sous-intervalles sur lesquels f est strictement monotone (ici
10,1[ et ]1, +o0]). 0

Partie B : Etude d’une suite implicite

On étudie dans cette partie le comportement de la suite (z,), ot pour tout
entier naturel n non nul, z, est 'unique solution strictement positive de
I'équation : f,(x) = 0.

On admettra :
2n+ 2

2n+1

Vn e N*, z, >

7. Soit x € Ry. Démontrer :

. _ _ 2n+l z 1

Démonstration.
Soit n € N*,

z 252(71—&—1) -1 T 42n _ 1
/ A / oLy
o t+1 o t+1
x t2n+2 —X t2n —X

-/ - i
0 t+1 t+1
x t2n t2 -1

_ e,

0 t+1

L[ e,
0 tA+T

fn—i—l(x) - fn(x) =

(par linéarité
de lintégration)

(par linéarité
de lintégration)

T T
0 0

T T

— ; t27’b+2 _ # t2n+1
2n 4+ 2 . 2n +1
_ 1 [ £2n+2 r . 1
2n + 2 0 2n+1

T

[ t2n+1 ]0

_ # l,2n+2 o

2n + 2

— 20l r 1
2n+2 2n+1

Vo e Ry, Vn € N, fyi(z) = fo(z) = 2?1 (

1

2n+1
M1

T 1
2n+2 2n+1

2n+ 2

8. a) Montrer : Vn € N*, Vz > Ml

s o1 () 2 fol2).

Démonstration.

Soit n € N* et soit z >
2n + 2
2n+1

Ainsi, le signe de f,+1(x) — fn(z) est celui de

2n 4+ 2
on+1"
> 0 alors z2"*1 > 0.

Comme z >
1
Nn+2 2n+1

x 1
- =
2n+2 2n+1

fn+1(m) - fn(x) >0

T 1
=
2n + 2 2n +1

e> 2n + 2
2n+1

La derniére proposition étant vérifiée, il en est de méme de la premiére.
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2 2
On a bien : Vn € N*, Vo > %, frt1(z) = fulz). .
b) En déduire : Vn € N*| f,,11(x,) > 0.

Démonstration. o+ 2
Soit n € N*. D’aprés ’énoncé : x,, > n .
2n+1

- e 2n + 2

On peut donc utiliser la propriété précédente pour x = x,, > 1

n

On obtient :

fori(en) = fulwn)

0 (par définition de x,,)

On a bien : Vn € N*, f,11(zy,) = 0.

O

c¢) Montrer alors que la suite (z,,) est décroissante, puis qu’elle est conver-
gente.

Démonstration.
Soit n € N*.

o Par définition de x,,41, on a : fuy1(zpyr1) = 0. Ainsi, d’aprés la
question précédente :

frt1(zn) = frr1(Tns1)

e De plus, on sait :
x Ty >1et xpq41 > 1 d’aprés la question 6.
x la fonction f,, 41 réalise une bijection de |1, +oo[ sur | f,,(1), +o0l.

La réciproque de cette bijection, définie de |f, (1), +oo[ sur |1, +o00|
est strictement croissante car de méme monotonie que fp41 sur
|1, +00[. En lappliquant de part et d’autre de 'inégalité :

Ty 2 Tn+1

On en conclut : Vn € N*| x,, > x,,11. La suite (x,) est
donc décroissante.

« La suite (z,,) est :
x décroissante,
x minorée par 1 (par définition, pour tout n > 1 : x,, > 1).

Elle est donc convergente vers une limite ¢ > 1.

La suite (z,,) est convergente.

Remarque

o La Partie B consiste en 1’étude de la suite (z,,). On parle ici de
« suite implicite » car on n’a pas accés a la définition explicite de
la suite (x,) mais simplement & la propriété qui permet de définir
chacun de ses termes, a savoir :

Pour tout n € N*, x,, est 'unique solution strictement positive de I’équation

fa(z) =0

On comprend alors que I'étude de (x,) va passer par I'étude des
propriétés de la fonction f,.

« De cette définition, on tire la propriété : | Vm € N*, f, () =0

Cette propriété est au coeur de I’étude de la suite implicite (x,).
On l'utilise en 8.b) pour m = n et en 8.¢) pour m =n + 1.

o Comme la suite (x,) est définie de maniére implicite, on n’étudie
pas la monotonie de (z,) a l'aide de la différence 41 — x,. Il est
par contre trés classique de passer par l'inégalité :

fn+1 (xn) = fot1 (xn+1)

et de conclure : ,, > x,11 & l’aide d’'une propriété de fy1. O
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9. a) Démontrer que pour tout entier n > 1 : —1In(2) < f,,(1) < 0.

Démonstration.
Soit n > 1.

« D’aprés la question 5., on a : f,(1) < 0.
On a bien : f,(1) < 0.

Démonstration.
Soit n € N*.

« Tout d’abord, par définition (question 6.), on a : z, > 1.

1>0.

On a bien : z,, —

« En apppliquant le résultat de la 4.b) en x = z,, > 1, on obtient :

« Soit t € [0, 1]. . n 2 s n 2 (dapresla
falwn) 2 fall) + 2 (zn =1)° > In(2) + 2 (zn =1) question précéde
Alors 0 < t < 1
‘ de 1 " Or, par définition de z,, on a : fy(z,) = 0. On en déduit, en réor-
donc 02 < s2n < 12 (’pfw" c.rozss\ance ela fonction donnant -
élévation a la puissance 2n)
n 2
ainsi -1 < -1 < 0 5 (xn, —1)* < In(2)
.. 1 < t2n —1 < 9
d’out 1 S tx1 O 0 (cart+1>0) donc (x, —1)? < ﬁln(2) (car%>0)
Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans 1’ordre croissant 5 ) de | ]
0<1): ainsi @12 < 1/2 () (pm.“ croissance de la fonction
n racine sur [0, +00])
1 42n 1
t*" —1 -1
dt > / — dt
z 2 In(2
/0 t+1 o t+1 Lot o — 1] < n(2)
n
I
1
—In(|t+1 = —(In(2) -1 2 In(2
[ (’ |) ]0 ( @) /D@j) Finalement, comme x,, — 1 > 0, on obtient bien : x, —1 < ul )
n
On a bien : Vn > 1, —In(2) < f,(1). . « On vient de démontrer, pour tout n € N* :
A [ v 2 LA , . < . . 2 1n(2)
b) A laide de l'inégalité démontrée a la question 4.b) de la partie A, 0<x,—1<
montrer alors : n
NG Or:
Yne N, 0 <o, — 1<) 202 « lim 0=0,
n n——+o0o
Quelle est la limite de x,, lorsque n tend vers +oo0? « lim 2 In(2) —0
n—-+o0o n '
(¥¢): application directe du cours, (¥ ): pas de difficulté majeure, (¥ ): plus difficile, (S ¥ ): costaud 23



ECE2-B

2020-2021

Par théoréme d’encadrement, on en conclut : lim x, —1=0.
n—-+o0o

On en conclut finalement : lim =z, = 1.
n—-4o00

Remarque

« Encore une fois, c’est la propriété de définition des termes de la
suite (x;,) qui est utilisée ici. C’est logique puisqu’on ne connait pas
d’expression explicite des termes de (zy,).

« La présence de la quantification « Vn € N* » peut faire penser a
utiliser une récurrence. Ce type de raisonnement nécessite 1’exis-
tence d’une propriété liant les termes de rangs successifs afin pouvoir
mettre en ceuvre I'étape d’hérédité. C’est pourquoi la récurrence est
I’outil de base de démonstration des propriétés des suites récurrentes
d’ordre 1 (le terme au rang n + 1 s’exprime directement en fonction
du terme au rang n). L’utilisation est plus rare dans le cas des suites
implicites. O
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