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CH VIII : Intégration - rappels et compléments

I. Intégration sur un segment

I.1. Primitives sur un intervalle [

Définition
Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I.

o On appelle primitive de f sur [ toute fonction F': I — R qui vérifie :
a) F est dérivable sur 1.
b) F' = f.

Théoréme 1.

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I.

f continue sur un intervalle I = admet une primitive sur I

Démonstration.
Admis.

Remarque (CULTURE)

o La démonstration classique de ce résultat consiste & définir proprement la
notion d’intégrale sur un segment [a,b] d’une fonction continue sur [a, b].
Pour chaque subdivision . 1 ap =a < a1 < ... < a; < ... <ap, =b, on
considére le minimum et le maximum de f sur [a;,a;+1] et on définit :

x m(f,.) la somme des aires des rectangles sous la courbe de f.
x M(f,

(le dessin suivant illustre cette définition)

) la somme des aires des rectangles au-dessus de la courbe de f.

« On considére alors toutes les subdivisions possibles et on récupére :
x Iy, = max m(f,.”), plus grande valeur sous-approchée de 'aire.
7

x Iy = msiﬂn M(f,.), plus petite valeur sur-approchée de ’aire.

Lorsque I, = Ips, on dit que f est intégrable sur [a, b] et on note :

/b Ft) dt = I, = Ins

« La primitive de f sur [a, b] qui s’annule en a est alors la fonction :

T / f(t) dt (intégrale sur |a,x])

Représentation graphique.

N

N

a al az } a aq az p

Sous-approximation de l'aire sur
la subdivision . : (ag, a1, as, as)

Sur-approximation de l'aire sur
la subdivision . : (ap, a1, as, as)

a al az p

L’aire sous la courbe sur le segment [a, b] est comprise entre m(f,

M(f,) pour la subdivision .

) et
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Théoréme 2.
Soit f : I — R une fonction continue sur I.

Soit F' une primitive de f sur I.

G est une primitive de

1) 1l existe A € R tel que :
fsurl

Veel, Glx) = F(z)+ A

(on en déduit notamment que f admet une infinité de primitives sur I)

2) Soitce .
1l existe une unique primitive de f sur I s’annulant en c.
C’est la fonction © — F(x) — F(c).

Démonstration.

1) (=) Soit G est une primitive de f sur I et soit x € I. Par définition :

G'(x) = f(z) = F'(z)

On en déduit que F'(z) — G'(z) = 0 ou encore : (F — G)'(z) = 0.
La dérivée de F'—( étant nulle sur I, la fonction F'— G est constante
sur cet intervalle :

M eRVrel, (F—G)(z)=A
(<) Si G = F + ), alors G est dérivable sur I car F' l'est. De plus :
Vo eI, G'(z) = F'(z) = f(x)

et G donc une primitive de f sur I.

2) Soit G une primitive de f sur I.
D’aprés le point précédent, il existe A € R tel que :

G(zr) = F(z)+ A

Si G s’annule en ¢, on obtient : G(¢) = F(¢)+ A =0 et donc A = —F(c).
O

I.2. Intégrale sur un segment d’une fonction continue
I.2.a) Définition
Définition

Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle I.

Soit F une primitive de f sur I et soit (a,b) € I°.
(on ne suppose pas ici a < b)

o On appelle intégrale de a a b de la fonction f, et on note ff f(t) dt la
quantité (le réel) :

b
/ f@dt = [F()| = F(b) - F(a)

Remarque

o La notion d’intégrale sur un segment est indépendante de la primitive
choisie. En effet, si F' et G sont deux primitives de f, alors :

INER, F=G+\

Ainsi : FI(b) — F(a) = (G(b)+ ) — (G(a) + \) =
o La lettre ¢ de la définition est une variable muette.
On notera donc, sans distinction :

/ab f(t) dt ou /ab f(z) dz ou /ab fu) du...

o Il faut retenir que ’on définit ici la notion d’intégrale sur un segment.

G(b) — G(a).

x Sia < b:comme f continue sur I, f est continue sur [a, b] et on a défini

Pintégrale sur [a, b] de f.
x Sia > b:alors f est continue sur [b, a).

Par ailleurs, cette définition permet d’obtenir le résultat classique :

/: f(t)dt:—/ba £(t) dt
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o En réalité, comme on I’a vu dans la remarque initiale de ce cours (CULTURE),
I’existence d’une primitive pour une fonction continue sur un intervalle I
fait intervenir la notion d’intégrale (c’est la fonction z — [ f(t) dt).

On tourne donc en rond lorsqu’on prétend définir f; f(t) dt alaide d'une
primitive. Le programme prend logiquement le parti d’éviter la démonstra-
tion d’existence de primitive (relativement technique) afin de se concentrer
sur les aspects pratiques fournis par cette définition.

I.3. Intégrale fonction de ses bornes

Théoréme 3.
Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle I.
Soit F': I — R une prmitive de F' sur I.
Soit c € 1.

H

est la primitive de f

La fonction .
sur I qui s’annule en c.

I — R
z / F(t) dt
(Ainsi, pour tout x € I, H(z) = F(z) — F(c))

1) En particulier, la fonction H est de classe C' sur I et de dérivée f.

Veel, H(x)=F'(z) = f(x)

2) Si de plus u,v : J — I sont deux fonctions dérivables sur Uintervalle J,
alors les fonctions :

Hy:z— f(t) dt,
u(z)

sont dérivables sur J. De plus, pour tout x € J :
Hi(z) =v'(z) f(v(z)), Hy(x)=—u'(z) flu(z))
Hj(x) =v'(2) f(v(z)) — o (2) flu(z))

v(z)
H, :.%'0—>/ f(t) dt,

v(z)
Hs:z— / f(t) dt
u(z)

Démonstration.
Comme f est continue sur I, elle admet une primitive F' sur [.

1) Powrz el : / () dt = [F(#t) ] = F(z) - F(o).

Ainsi H : x — F(z) — F(c) et H est la primitive de f sur I qui s’annule
en ¢ (¢f Théoréme 2).

En particulier, la fonction H est dérivable sur I.

Sa dérivée f étant continue sur I, la fonction H est C! sur 1.

2) « Remarquons tout d’abord que, pour tout « € J :

v(z)

v(z)
Hy(x) = / @) dt = [ F) | = Fo(@) - F(e)

La fonction x — F(v(z)) est dérivable sur J car c’est la composée de :
x v, dérivable sur J. De plus, v(J) C I.
x F, dérivable sur I.

Par la formule de dérivation d’une composée, on obtient :
Vo € J, (Fov) () = F'(v(a)) x v/(x) = f(v(x)) x v/(x)
et ainsi : Vo € J, H{(z) =v'(x) f(v(x)).

. De méme : /u @ d=[FO ] = P~ Fut)

La fonction Hs : z — F(c) — F(u(x)) est dérivable sur J et :
Vo € J, Hy(w) = —F'(u(z)) x v (x) = —/(z) f(u())

v(x) (@)
Enfin - / 7(#) dt = [ F() " = P(u(e)) ~ Flu(z)).

La fonction Hs : z — F(v(x)) — F(u(z)) est dérivable sur J et :
Ve e J, Hy(x) = F'(v(z)) xv'(z) — F'(u(z)) x v/(x)
= V() fv(z)) — v/ (z) f(u(x)) 0
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Exercice. (d’aprés EDHEC 2016)
Pour chaque entier n on définit la fonction f,, par :

/ eVt dt

a) Montrer que f, est de classe C! sur [n, +oo[ puis déterminer f/ (x) pour
tout x de [n, +ool.

b) En déduire le sens de variation de fp.

Va € [n, 4o, fn(zx

Démonstration.
Soit n € N.

a) La fonction h : t — eV! est continue sur [0, 400].
Notons alors H une primitive de h sur R. Par définition :

/ e dt = [H(t) |

La fonction f,, est C! sur [n, +o0[ car H l'est. De plus :

H'(z) = h(x) =e

b) D’aprés la question précédente : Va € [n, +oof, f(x) = eV® > 0.
Ainsi, f,, est strictement croissante sur [n, +o0o|.

Va € [n,+00], folz = H(xz) — H(n)

vz € [n, +oo, fi(z) = ve

Remarque

o On peut aussi remarquer de suite que la fonction :

T
fn:xr—>/ eVt dt

est la primitive qui s’annule en n de la fonction h : t — e\/i, CO sur [0, +o0].

Ainsi, f, est C! sur [0, 00| et pour tout = € [0, +00[, f/(x) = h(z) = eVZ.
o Cependant, il est conseillé d’utiliser plutot la méthode présentée dans le

corrigé de I'exercice ci-dessous et dans la démonstration du Théoréme 3.

Exercice
n(1+ t?)

.

On considére la fonction g : x — /
e

Montrer que g est dérivable sur R% et calculer sa dérivée.

Démonstration.

In(1 + %)
ot
(on détermine ici l'intervalle de continuité de h indépendamment du reste

de lezercice)
Elle admet donc une primitive H de classe C' sur R.
(on précise toujours le caractére Ct dés le début de l’evercice)

e Soit x S Rj_

e La fonction h : ¢t — est continue sur R.

Par définition :

2

T n 2 22
sy = [ P am )| = ) - v

La fonction x — H (22
ou :

) est dérivable sur R’ car elle est la composée H ov

x U 2 est:

- dérivable sur R* ,

- telle que v(R%) C R
x H est dérivable sur R.

La fonction x — H(—+/z) est dérivable sur R* car elle est la composée
Howuou:
x U:T > —4/T est:

- dérivable sur R* ,

- telle que u(R%) C R
x H est dérivable sur R.

(dans une épreuve, on pourra se permettre de ne démontrer que la dériva-
bilité de H o v et de signaler qu’on procéderait de méme pour H o u)
On en déduit que la fonction g est dérivable sur R .
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o SoitxeRi.Ona:

J@) = 2 B+ H(-VD)

In(1 + z%) 1 In(1+2)

— Qxh(x)—l—ﬁh( Vr) = 2z e —1—2\/5 =~

(la premieére ligne est simplement une illustration de la formule de dériva-
tion d’une composée) O

@ Le résultat du Théoréme 3 doit étre appliqué de maniére trés pré-
cise. Le point 1) ne peut étre appliqué puisque la fonction :

n(1 +¢2
ga:l—>/ +)dt

In(1+¢2
n’est EN AUCUN CAS une primitive de la fonction h : ¢t — #

e
On est ici dans le cadre d’application du point 2) et on utilise la
méthode correspondante (c¢f exercice précédent).
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I.3.a) Calcul de primitives « & vue » . /0 @+1)3 dt = 5 /0 2t (87 +1)77 dt
principe. | | - NGRSt
Il s’agit ici de calculer une intégrale en devinant une de ses primitives. = 5 5
Autrement dit, il faut étre capable de voir la fonction f & intégrer comme la 0
dérivée d’une autre fonction. _ 1 1 _ L/ o1y 3
4 | (£2+1)2 4\4 1 16
Exemple
Csd= (511 =5(1-0) - L[ e
. 5dt=[5t] =5(1-0)=5 . / dt = / 2t (t*+1)"2 dt
/0 0 0o V241 2 Jo ( )
1
1 1 (t2+ 1)z
1 1 _
. t2 dt = - t3 =—-(1-0)=— N g
J 50) 5000 7
0 1 0
1 1 = [ 241 }
. Vtdt = / t2 dt 0
0 0 = V2-V1 =+Vv2-1
1
3
_ [ = ] /1 t ! /1 2t
2 1, *Jo B2+1) 2 )y (B+1)
2 1 1 1
= 3 [t Vi), = 5 [W(2+1) ],
2 1
= Z(1-0)=- = 5(111(2)*1}@7)
3

In(2) - Inft]

dt =[In(t)) ], =1n(| —2) —In(| = 1)) =

2
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Primitives classiques.

Fonction Tout intervalle I tel Une primitive
que :
TH=a ICR T ax—+ A
x> a” "t
(avec n € N) [cR A 1+)\
x gt
—+x
(avec € R\ {—1}) [k SR 1+)\
1
T — I C R x = In(z)+ A
x
1
T — TCR* z+— In(—z) + A
x
x — e’ ICR x e’ + A
T al ICR N
x
(avec a >0 et a # 1) = In(a)

(ot X\ est un réel quelconque)

Remarque

I ne faut pas confondre x® (avec o # —1) et a® (avec a > 0) :

x pour tout z > 0 : z® = e ()

x pour tout z € R : a* = ¥ (@)

Fonction

Tout intervalle I tel

que :

Une primitive

z = (z) (u(z))"
(avec n € N)

x 1 dérivable sur I.

n+1
oo W@t
n—+1

z = /() (u(x))®
(avec « € R\ {—1})

x 1 dérivable sur I.

x >0 sur I.

a+1
ML CLC)
a+1

x u dérivable sur I.
x w7 0Qsur I.

x = In(|u(z)]) + A

x 1 dérivable sur I.

x> et 4 )

Remarque

o Il faut penser a la forme z — u'(x) (u(x))® dés que la fonction & intégrer

contient une puissanc

1
t
/ dt
0 242

e. Par exemple :

! t 1
R
0o (242) 2

1

Nl= =

(t? +2)

¥

- 1

0

1
/ 2 (12 +2)"2 dt

0

- t2+2}1:\[—\/§

o Cette primitive classique est parfois présentée sous la forme suivante :

u'(x)
(u())”?

(avec p € R\ {1})

x u dérivable sur I.

x u >0 sur I.
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I1. Extension de la notion d’intégrale Si c’est le cas, la valeur de / f(t) dt est donnée par :
—0o0

I1.1. Extension a des fonctions continues sur [a, +00[ ou |—00, b]

Définition b b
£ dt = i t) dt
Soit (a,b) € R2. /_oo 1) 2350 / 1)

e Soit f : [a, +0o[— R une fonction continue sur [a, +o0l.

+00 b
x On dit que 'objet / f(t) dt est une intégrale impropre en +oo. x Dans le cas contraire, on dit que / f(t) dt diverge.
a —00

—+00

x On dit que l'intégrale impropre / f(t) dt converge si la fonction : * Soit f : ] — 00, +-00[— R une fonction continue sur | — oo, +oo[.
a +oo
x On dit que 'objet f(t) dt est une intégrale impropre a la fois
[a7 +OO[ —00
x
— t .
- R / () dt en —oco et +o0o .
o ] “ x On dit l'intégrale impropre / f(t) dt converge s’il existe ¢ € R tel
admet une limite finie lorsque x tend vers +o0. o
+oo c +o00
Si c’est le cas, la valeur de / f(t) dt est donnée par : que / f(t) dt et / f(t) dt sont toutes deux convergentes.
a —0o0 C +Oo
+00 Si c’est le cas, la valeur de / f(t) dt est donnée par :
/ f(t) dt = lim / (@) —c0
a r—r+00
+00 +o0 c “+o0
x Dans le cas contraire, on dit que / f(t) dt diverge. /OO ft) dt = /Oo f(&) dt + /C f(t) dt
a
e Soit f:]—00,b] = R une fonction continue sur | — oo, b].

x Dans le cas contraire, i.e. si, pour tout ¢ € R, 'une des intégrales im-

c +oo
propres / f(t) dt ou / f(t) dt diverge, on dit que l'intégrale
C

—00

x On dit que 'objet / f(t) dt est une intégrale impropre en —oo.
—0oQ

x On dit que l'intégrale impropre / f(t) dt converge si la fonction : _ Foo .
_ impropre f(t) dt diverge.

—00

| —o0,b] —

x—)/f

admet une limite finie lorsque x tend vers —

(en pratique, considérer ¢ = 0 suffit a conclure : cf remarque suivante)
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Remarque

+o0o
Considérons f : R — R continue sur R telle que f(t) dt converge.

1
—+00

Quelle est la nature de /+OO ft) dt? /+OO ft) dt? / f(t) dt?
2 0 a

Toutes ces intégrales sont convergentes. En effet, d’aprés la relation de
Chasles du chapitre intégration sur un segment, on a, pour tout x € R :

/11 ) dt = /1 F)ydt + / £(t) dt

et donc / f@t)dt = / f(t) dt — / f(t) dt
a 1 1
Par hypothése, / f(t) dt admet une limite finie en +o00. Ainsi, par 1'éga-
1

T
lité précédente, / f(t) dt admet aussi une limite finie en 400 et :
a

+o0 +o00 a
[ awa = [ swa - [ s
a 1 1
+oo

Ainsi, la convergence de l'intégrale impropre / f(t) dt implique la
1

+oo
convergence de / f(t) dt pour tout a € R.
a

+o0
La convergence de 'intégrale impropre f(t) dt ne dépend donc pas

—00
de I’élément ¢ apparaissant dans la définition.

+o00 0
En pratique, I'intégrale impropre / f(t) dt converge si / f(t)dtet
—00

—00

+00 0 +00
/ f(t) dt sont convergentes. Si / f(t) dt ou / f(t) dt diverge,
0 oo —00 0
Iintégrale impropre / f(t) dt diverge.
—0o0

+oo
METHODO | : étude de l'objet / f(t) dt. ou f est continue sur [a, +00[.
a

1) On rappelle que f est continue sur [a, +ool.
B
2) On introduit B € [a,+o0[ et on étudie si / f(t) dt, intégrale sur le

a
segment [a, B], admet une limite finie lorsque B — +o0.

(comme [ est continue sur [a,+oo|, f est aussi continue sur |a, B])
+oo
3) Si c’est le cas, on conclut que f(t) dt est convergente.

a
Dans le cas contraire, cette intégrale impropre est divergente.

Exemple
- +OO
« Etude de la nature de / t dt.
1

1) La fonction f : ¢+~ t est continue sur [1,4o0].
2) Soit B € [1,+o0].

sy
—_

B t2 1 5 9
tdt = | = | =[] ==(B-1) —
/1 [2 ]1 > 0] =5 ) 5o T

+oo
3) On en déduit que l'intégrale impropre / t dt est divergente.
1

+oo
« Etude de la nature de / 1 dt.
0

1) La fonction f : ¢+ 1 est continue sur [0, +o0].
2) Soit B € [0, +o0].

B
/ 1dt=[t]’ =B — +o0
0 0 B—+4o0

“+oo
3) On en déduit que / 1 dt diverge.
0
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= +oo 1 B +oo 1
« Etude de la nature de / n dt. « Etude de la nature de / o) dt.
1 1
. 1 . : 1 .
1) La fonction f : ¢+ n est continue sur [1, 400/ 1) La fonction f: ¢ — 2 est continue sur [1, +o0].
2) Soit B € [1,+o0]. 2) Soit B € [1,+o0l.
B B B
1 B B 1 1 1
[ g de= ) ) =w(B) -y I -] -G e
dédui L g a o dt
3) On en déduit que ) n t diverge. 3) On en déduit que l'intégrale impropre / 2 converge.
. too 9 too g 1
« Etude de la nature de / — dt. De plus : / - =1
1 tV/t 1 t2
. 1 . . +00
1) La fonction f : t — i est continue sur [1, +o0]. « Etude de la nature de / et dt.
1
2) Soit B € [1,+ool. 1) La fonction f : ¢+ et est continue sur [1,+o0l.
B 2) Soit B € [1,+0o0].
[ e[S e LT
_— = 2 = 1 = — —_ B 5 5
—1 1
LoVt 1 2 |, Ve, J A B e L e G e B
1 1 1 1 B—+o00 (&
= 2|—=-1) — 2
(\/E > B—+o0 +o0
3) On en déduit que l'intégrale impropre / et dt converge.
+o0 1
3) On en déduit que 'intégrale impropre /1 t\i/i dt converge. De plus : /+OO ot di — 1
+o0 1 1 €
De plus : — dt = 2.
P /1 i
Penser a faire apparaitre les quantités comme des puissances :
L8
tVt

10
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I1.2. Extension a des fonctions continues sur [, b] ou |a, ]
Définition
Soit (a,b) € R? avec a < b.

e Soit f : [a,b[— R une fonction continue sur [a, b].

b
x On dit que 'objet / f(t) dt est une intégrale impropre en b.
a

b
x On dit que l'intégrale impropre / f(t) dt converge si la fonction :
a

[a,b] — R
z = / () di

admet une limite finie lorsque x tend vers b.

b
Si c’est le cas, la valeur de / f(t) dt est donnée par :
a

/ab F(t) di = lim / () dt

b
x Dans le cas contraire, on dit que / f(t) dt diverge.
a

« Soit f : ]a,b] — R une fonction continue sur |a, b].

b
x On dit que 'objet / f(t) dt est une intégrale impropre en a.
a

b
x On dit que l'intégrale impropre / f(t) dt converge si la fonction :
a

la,b] +— R
b
xr = / f(t) dt

admet une limite finie lorsque x tend vers a.

b
Si c’est le cas, la valeur de / f(t) dt est donnée par :
a

b b
/ F) dt = lim F(t) dt

Tr—a

b
x Dans le cas contraire, on dit que / f(t) dt diverge.
a

e Soit f :]a,b[— R une fonction continue sur |a, b|.

b
x On dit que I'objet / f(t) dt est une intégrale impropre a la fois
a

en a et b.

b
On dit que l'intégrale impropre / f(t) dt converge s'il existe ¢ € R
a

c b
tel que / f(t) dt et / f(t) dt sont toutes deux convergentes.
a (&

(dans la pratique, on prend n’importe quel ¢ € |a,b|)

b
Si c’est le cas, la valeur de / f(t) dt est donnée par :

/ab F(1) dt = / £(t) dt + /Cb () dt

Dans le cas contraire, i.e. si, pour tout ¢ € |a,b[, 'une des intégrales

c b
impropres / f(t) dt ou / f(t) dt diverge, on dit que l'intégrale
a (&
b

impropre/ f(t) dt diverge.

a
(en pratique, considérer un seul élément c € la,b[ suffit)

Remarque
Cette définition est analogue a celle d’intégrale impropre en +oco0.
[’étude de ces intégrales généralisées est donc similaire & I’étude précédente.

11
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b 1
METHODO | : étude de I'objet / f(t) dt ou f est continue sur [a,b[. « Etude de la nature de / In(t) dt.
a 0

1) On rappelle que f est continue sur [a, b[. 1) La fonction ¢t — In(¢) est continue sur |0, 1].
2) Soit A € ]0,1].
On procede alors par intégration par parties (IPP).
[a, B], admet une limite finie lorsque B — b. (on y reviendra plus tard dans le chapitre)
(comme f est continue sur [a,b], f est aussi continue sur |a, B])

2) On introduit B € [a, b[ et on étudie si / f(t) dt, intégrale sur le segment

3) Si c’est le cas, on conclut que / f(t) dt est convergente. u(t) =In(t) '(t)=-
Dans le cas contraire, cette intégrale impropre est divergente.

Exemple

) 2 9 Cette IPP est valide car u et v sont C! sur [4, 1]. On obtient :
« Etude de la nature de / — dt.
0

t—2
1 . 1
1) La fonction ¢ +— ti2 est continue sur [0, 2]. /A Int) dt = [¢1n(t) ]A - /A b
2) Soit B € [0,2]. A In(A) (1-A4)
— — n - -
B 1 B
|t = (mie-2))
0 K = A-AIn(A)-1— -1
= [m@-1] A0

1
3) L’intégrale impropre / In(t) dt est donc convergente.
0

2
1 1
3) L’intégrale impropre / o— dt est donc divergente. De plus : / In(t) dt = —1.
0 0

12
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1
« Etude de la nature de / t In(t) dt.
0

1) La fonction f : ¢+t In(t) est continue sur |0, 1].
2) Soit A € ]0,1].
On procéde alors par intégration par parties (IPP).

1 12 ! 1 /1
/ ¢ In(t) dt = [ln(t)] - / ¢ dt
A 2 B 2 Ja
A? 1rey
= - 2[2}
A
A? 1 ooqt
= —71n(A) - Z[t]A
_ 1 2 1 2 _ = _1
= A A - —

En effet : lim A? In(A) = lim A x A In(A4) = 0.
A—0 A—=0

1
8) L’intégrale impropre / t In(t) dt est donc convergente.
0

1
1
De plus : / tIn(t) dt = —=.
0 4

Remarque

« Comme tIn(t) P 0, on peut prolonger la fonction f : ¢ +— t In(¢) par
—

continuité en posant f(0) = 0. En notant toujours f la fonction ainsi pro-
longée, 'objet 1 f(t) dt n’est plus une intégrale impropre mais I'intégrale
sur un segment (gie la fonction f continue sur [0, 1].

De telles intégrales sont appelées intégrales faussement impropres.

1
Ce constat permet de démontrer que l'objet / f(t) dt est bien défini.

Toutefois, cela ne permet pas de connaitre laovaleur de cette intégrale.
Si I’énoncé exige cette valeur, il est nécessaire d’effectuer ’étape 2) (on
introduit = € ]0,1], on travaille sur une intégrale sur un segment et on
détermine la limite lorsque = — 0).

13
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I1.3. Extension a des fonctions continues sur un intervalle
quelconque

I1.3.a) Intervalle ouvert quelconque

On a vu précédemment la notion d’intégrale impropre en oo et la notion
d’intégrale impropre en un point. On peut aussi considérer des intégrales
impropres & la fois en un point et en l'infini.

Définition
Soient —oo < a < b < +oo.
« Soit f:]a,b[— R une fonction continue sur |a, bl.
b
x On dit que I'objet / f(t) dt est une intégrale impropre a la fois
en a et b. ¢

b
x On dit que 'intégrale impropre / f(t) dt converge s'il existe ¢ € R
a

c b
tel que / f(t) dt et / f(t) dt sont toutes deux convergentes.
a C
(dans la pratique, on prend n’importe quel ¢ € |a,b[)

b
Si c’est le cas, la valeur de / f(t) dt est donnée par :
a

/ab £(t) dt = / £(t) dt + /Cb F(t) dt

x Dans le cas contraire, i.e. si, pour tout ¢ € ]a,b[, 'une des intégrales

c b
impropres / f(t) dt ou / f(t) dt diverge, on dit que l'intégrale
a C

b
f(t) dt diverge.

impropre

a
(en pratique, considérer un seul élément c € |a,b[ suffit)

Remarque
Cette définition recouvre tous les cas précédents d’intégrale doublement im-
propre. L’étude de telles intégrales s’effectue donc de maniére similaire.

Exemple
4

2Vt

est continue sur |0, +00].

dt.

+oo
Etude de la nature de /
0
e~ Vi
Vit

1
2) « Etudions la nature de l'intégrale /
0

1) La fonction f :t+—

Vi
2Vt

(i) La fonction f est continue sur |0, 1].
(i) Soit A € )0, 1].

1 Vi
/ it —
A 24/t

dt.

— [ev]
A
= (e —eV)
1 1
= eVA-- — 1--
e A—0 e

1 e—\/i
(it) On en déduit que / dt est convergente.
0

2Vt
De pl /1 eVt gt =11
(§] us . = —_ —.
P 0 2t e

14
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. . L +oo o—vVE I1.3.b) Extension au cas des fonctions ayant un nombre fini de
o Etudions maintenant la nature de 'intégrale dt. . . c s .
1 2/t points de discontinuité sur un intervalle [
(i) La fonction f est continue sur [1, +o0]. Définition
(i) Soit B € [1,4-00]. Soient —oo < a < b < +o0.
B Vi 5 Soit f une fonction ayant un nombre fini de points de discontinuité sur
/ © dt = — [ e Vi } I'intervalle ]a, b[ (ou ]a, b], ou [a, b ou [a, b]).
12Vt 1 Autrement dit, il existe une subdivision ag = a < a1 < --- < a, = b telle
= _(e*\/E —e que f est continue sur |a;, a;41].
b
- 1_ VB __ 1 o On dit que l'intégrale impropre / f(t) dt est convergente si, pour tout
e B—+00 € a

ai
Vi i € [1,n], les intégrales impropres / f(t) dt sont convergentes.
e ai—1

2/t
too Vi 1

De plus : dt = —.
P /1 2/t e

+00
(#i1) On en déduit que / dt est convergente.
1

b
Si c’est le cas la valeur de / f(t) dt est donnée par :

a;

b n
/ f@t) dt = ; f@t) dt

+00 ai—1
3) On en déduit que /0 f(t) dt est convergente. De plus : Exemple
. oo o— It
+oo -/t 1 —VE +oo . —V1 Etude de la nature de l'intégrale / dt.
/ S _at = / S _at + / ot oo 24/t
o 2V 0 2Vt 1 2Vt o~
1) La fonction f: ¢ +— est continue sur | — oo, 0[ U ]0, 4-o00].
_ <1 _ 1) N ! 2/
e e ) +oo o—/Itl
2) « Etudions la nature de 'intégrale /
= 1 o 2]t
e~ VIt Vi

Pour ¢ € [0, +o0[, |t| =t. Ainsi : 5

i 2V

e ‘tl

2/Jil

“+oo
Cette intégrale doublement impropre / dt est convergente
0

et vaut 1 (¢f exemple précédent).

15
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Ao . 0 VIt Remarque
« Etudions la nature de l'intégrale — dt. ) ) )
—0o 24/]t] « Le programme officiel stipule que « les changements de variables affines

T /T pourront étre utilisés directement sur des intégrales sur un intervalle quel-
Pour t € | — 00, 0], |t| = —t. Ainsi : € _¢ _ conque ». Pour autant, ce type de changement de variable ne peut se faire

2t 2v-—t qu’aprés avoir démontré la convergence (ce qu’on a fait dans l’exemple).
On calcule alors cette intégrale impropre & l'aide du changement de

o Cela signifie aussi que, de maniére générale, on ne peut effectuer de chan-
gement de variable directement sur une intégrale impropre : on doit se
ramener au préalable sur une intégrale sur un segment.

variable | uw = —t

u= —t (donc t = —u)
—~Sdu=—dt et dt=—du
et =—00 = U=+

Un cadre idéal : le cas des fonctions continues par morceaux

el1=0 = u=0 Définition
« Une fonction f est dite continue par morceaux sur [a,b] s'il existe une

Ce changement de variable est valide car ¢ : u — —u est C! sur [0, 400[.  subdivision ap = a < a1 < --- < a, = b telle que, pour tout i € [0,n —1] :
On obtient : x f est continue sur Ja;, a;y1],
0 V-t 0 —Vu +0o —Vu x f admet une limite & droite finie en a;,
/ CEM (—du):/ 7 o .
oo 24/t oo 2Vu 0 2/u x f admet une limite & gauche finie en a;41.
0 I « On peut alors, pour tout intervalle ]a;, a;;+1[, considérer la fonction ﬂ ob-
Ainsi, / c dt est convergente. tenue par prolongement par continuité de f|j4, q,,,[ SUr [a;, ait1].
—00 24/[t] b
De ] /0 vl J o L’intégrale / f(t) dt apparait alors comme somme d’intégrales de fonc-
e plus : ——=dt = 1.
—oo 24/]t] tions continues sur un segment, ce qui démontre la bonne définition d’un
too 7 tel objet :

3) On en déduit que / ¢

—oo 24/t
+oo o=/l 0 o=/l +oo o—/Itl
——dt = / —— dt + dt
/;oo 2\/|t| —0o0 2«/|t| 0 2 |t|

+oo =Vt
_2/ gt =2
0

dt est convergente et : a;

b n 5
/ fo @ = 3 Jilt) dt

a;—1

16
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Représentation graphique. o Remarquons tout d’abord que :

[e%) 3
/f tfx(t) dt = /_3tfx(t)dt

car f est nulle en dehors de [—3, 3].

L « La fonction ¢ — t f(t) est continue par morceaux sur [—3, 3].
3

On en déduit que / t fx(t) dt est bien définie et que X admet une
-3
espérance donnée par :

0o 3
E(X) — /+ Ffx(t) dt _/ tfx(t) di

ap =a a;  ag as=b e 3

-1 3 1— P
. i = / / tx = dt + / t x dt
Exercice (d’aprés EDHEC 2016) _3 1 4
Dans I’épreuve EDHEC 2016, on considérait une v.a.r. X dont on déterminait

»&\'B

3
une densité fx : _ D ﬁ 1 L ﬁ —1-2
112].,71]2 2 |, 0
0 sizx < —3
» Remarque
7 Stz€]-3-1] o La fonction h : t — t fx(t) N’EST PAS continue sur [—3,3]. En fait, elle
1 n’est pas continue en —3, ni en —1, ni en 1, ni en 3. Par contre h est
fx:x— 1 six e [-1,1] continue sur | — oo, =3[, | — 3, —1[, ] — 1,1[, ]1, 3] et |3, +o0].
-1
1-p . « Pour autant, cela ne signifie pas que 'intégrale / h(t) dt est impropre.
— siz€ 11,3[ _3
En effet, la fonction h|j_3 _i[ (restriction de A sur I'ensemble | — 3, —1]) :
. 0 stz >3 « admet une limite finie en —3 (égale & —3 §),
o . 1z . p
Il s’agissait alors de démontrer que X admet une espérance et de donner la X 'ad.met une limite finie en —1 (égale a '4)'. _ .
valeur de E(X) Ainsi, h|j_3 _1| est prolongeable par continuité en une fonction continue
' -1
sur [—3,—1] ce qui justifie que l'intégrale / h(t) dt est bien définie.
5 ; -3
Démonstration. oo Mais c’est la fonction h|j_3 [ qui est prolongée par continuité et en aucun
o X admet une espérance si / t fx(t) dt est absolument convergente. cas h (ce qui n’aurait pas de sens : la fonction h est définie en —3 et en

oo <1 —1, il n’y a pas lieu de la prolonger en ces points).
Pour les calculs de moments, ceci équivaut & démontrer de la convergence. ’ yap P & P )
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III. Calcul des intégrales impropres convergentes

Afin de calculer la valeur d’intégrales impropres convergentes, on se rameéne

toujours au cas des intégrales sur un segment.

II1.1. Primitive & vue d’une intégrale impropre : un exemple

Exemple

et

—+o00
« Etude de la nature de Iintégrale impropre —— dt.
g prop /0 1+ et)g
t

1) La fonction f : t — (1—37@)2

est continue sur [0, 4o00].

2) Soit B € [0, +00].

B et B . . )
——dt = 1+ “ dt
/0 1+ o) /0 ¢ (1+e)

_ 117
= [(1+eh) ]0
1 1 1
S —) p—
2 1+eB Byt 2

t

+00
3) On en déduit que / ( 5 dt est convergente.
0

1+et)

—+o00 et 1

De plus : —— dt = —.
& P /0 (1 + et)2 2

V2
« Etude de la nature de l'intégrale impropre /
0

t
V2 — 12

est continue sur [0, v/2].

dt.
1) La fonction f:t+— !

nction f : e
V2 —t2
2) Soit B € [0,v2].

/B LA 1/B(zt)(2 £2)72 dt
0o V2t 2 o

LH
= —(vV2-B2-2) — 2
B—V2

V2
3) On en déduit que / dt est convergente.
0

2 — 2

V2o
De plus : / dt = 2.
P 0 V2 —t2
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II1.2. Intégration par parties

IT1.2.a) Intégration par parties d’une intégrale d’une fonction conti-
nue sur un segment

Théoréme 4.
Soient u,v : I — R deux fonctions de classe C* sur un intervalle I.
Soit (a,b) € I%.

b
— / u(t) v'(t) dt

b
—/ u'(t) v(t) dt

Démonstration.
Pour simplifier les écritures, on suppose a < b.
« La fonction uv est C! sur I comme produit de deux fonctions C! sur I.
De plus :
(uwv) = u'v + uwv’

o Ainsi, la fonction uv est une primitive sur I de u'v + uv’.
Cette derniére fonction est continue sur [a, b] par somme/produit de fonc-
tions continues sur [a,b] (u C! = o/ CY).

e« On en déduit :

b
/ (v + ud)(8) dt = [ u(tyo(t) |

o Enfin, par linéarité de l'intégrale :

/a b (u'v +ud)(t) dt = / b (u'v)(t) dt + /a ’ (uv')(t) dt

Remarque
Effectuer une IPP consiste donc & écrire la fonction dont on doit calculer
I'intégrale comme un produit de deux fonctions (u x v') :

x dont I'une sera dérivée (u ~ '),

x et Pautre sera intégrée (v ~ v).
Exemple

. /12 In(t) dt = [ tIn(t) |/ /12

2 s 1 2
/ In(t) dt = - [ t*In(t) | / t2dt=...
1 3 /;

Lo =

2 2
t1n(t) 1., . 1/ 1
dt = —— | (¢ 1 In(t — dt
/1 2+ 1)2 [E+ D7 @) ] +3 Lt £2)
1 1 t
—— __=>__" _donc...
Oiare T age e
1 2 1 2 ! 1 2
./ 3¢t dt:f[t%t] —/ tel” dt = ...
0 2 0 0
A RETENIR

Il faut s’empresser de dériver la fonction In : en la dérivant, on tombe sur le
calcul de la primitive d’une fonction rationnelle.

Application :
Soit x > 0.
Le calcul précédent fournit la primitive de la fonction In qui s’annule en 1.

/1 In(t) dt = [ tIn(t) ]1—/1 1dt=zIn(z) — (x —1)

calcul d’une primitive de In
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II1.2.b) Intégration par parties d’une intégrale impropre : un exempldII.3. Changement de variable

Exemple IT1.3.a) Changement de variable pour une intégrale d’une fonction
. . . too gt continue
Etude de la nature de l'intégrale impropre -5 dt.
1 ot Théoréme 5.
1) La fonction f : ¢ — % est continue sur [1,+ool. Soit f: I — R continue sur un intervalle I.
. . 1 — C
2) Soit B € [1, o0, Soit ¢ une fonction de classe C* sur J = [a, f] tq (e, B]) C I.

On procede alors par intégration par parties (IPP).

o(B) B
/ f(t) dt = / (fo@)(t) (t) dt
) e

(@)
1 1
u) =7 W)=y
t 12 p .
Démonstration.
1
V'(t) = 5 ot v(t) = —et « La fonction f est continue sur l'intervalle I.

(S

Elle admet donc une primitive F sur I de classe C' sur I. Ainsi :

’ ©(B) o(8)
1 - 1 [ s = (FO D = Fed) - Fle)
/B et gt [ et ] /B et @t o(e) v
o3 = - - ) 8
1 B b o = (Fop)(B)—(Fogp)la) = [(Fop)(t)],
1 e% 1 B . . 1
= ol — = — [ —el } o Par composée, la fonction F o ¢ est C* sur J. De plus :
1
) (Fop)=Fopxy =fopxy
eB 1
N <EX B B) B (21 B eB) e On en déduit :
1
1 eB 8 B ,
L = (Fop))]] = [ foexda
+o00 n
3) On en déduit que / f(t) dt.
1

400
De plus : / f@) dt =1.
1
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Aspect pratique o L’idée du changement de variable est de faire disparaitre une partie « gé-
o Si on se référe au théoréme précédent, un changement de variable est la nante » de la quantité f(t). Ainsi, on posera souvent le changement de
donnée d’une fonction . variable : « u = la racine présente dans l'intégrale ».
2
; dt . .
2 _ . METHODO : calcul de / ———— al’aide du changement de variable| w = v/t
— calcul de / 1 a l'aide du changement de variable ¢ : ¢ — In(t). - 1 t+241
1 €
u=+/t (donct=u?)
-1 iy L 1
p(t)=In(t) et ‘P(t)—g <—>du:2—\/idt et dt =2vtdu=2udu
. =1 = -
wla) T et=1=u=yvi=1
[ ] = 2 :> =
#9) pee e t=2 = u=+2
: : : 2 1
Ce changement de variable est valide car o est Cl sur e, eg]' Ce Chal'lgement de variable est valide car ¢ : u — u® est C* sur [1, \/i]
2 g K 11 On obtient :
On obtient : / _ :/ — — dt. 2 V2 V2
1 oet+1 e t+1t 1 1 1 / dt _ / 21 2udu:/ ;Q%du
On termine ce calcul en remarquant : ——— = — — ——. 1oth2vE 1 uttu 1 u(ut1)
tt+1) ¢ t+1
« En pratique, les changements de variable seront réalisés & I'aide de la mé- — 2 In(lu+1|) ]\/5 ol V2+1
thode symbolique décrite ci-dessous. 1

2
METHODO : calcul de / a’aide du changement de variable| u =-e
1

et +1

dt en posant | u=+/1+¢t

METHODO lcul d / 1 !
° . calcu €
- o V1+et

u = e’ (donc t = In(u))

. 1 1 u=+1+e (donce’ =u?—1ett=In(u?-1))
S du=¢c" dt et dt:gduzadu ot 2V1+ e 2u
1 S dyu=——r——dt et dit= . du = 5 du
et=1 = u=e 241+ et e us —1

et=2 = u=¢e? et=0 = u=vV1+e=+2
et=1 = u=+1+e

Ce changement de variable est valide car ¢ : u + In(u? — 1) est C! sur

Ce changement de variable est valide car ¢ : u + In(u) est C! sur [e, e?].

1
En remplacant dt par — du et e’ par u, on obtient :
U

\[ \/7 1 1 V1+4e 1 2u
2, 1+e.On0btient:/ dt—/ — ——— du.
/2 dt /62 1 1d | ] o V1+et V2 wu?—1
o Zdu
1 et41 ol ut1lu 1 1
. On termine ce calcul en remarquant que : — =2 ___2
ce qui correspond au calcul précédent. w?—1 wu—1 wu+1
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« Le programme officiel de premiére année précise que les « changements de III.3.b) Changement de variable pour une intégrale impropre : un
variables autres qu’affines seront précisés dans les exercices ». exemple
Il faut donc comprendre que le changements de variable affines (ceux du

Exemple

type| uw=ct+d |) neseront pas (forcément) précisés. dt

et +1°

+oo
Etude de la nature de l'intégrale impropre /
Exercice 0

Considérons par exemple : [ = 1) La fonction f : ¢ — 1 est continue sur [0, +oo].

et +

[ s
— dt.
0o V2t+3

9 4 _
Montrer que I = - / u=3 du et en déduire la valeur de I. 2) Soit B € [0, +ool. Posons le changement de variable | u = e’
3

1)y Va

u=-¢' (donc t = In(u))

On effectue le changement de variable | u=2t43 Ssdu=¢et dt et dt= du _ du

et U

u=2t+3 (donc2t=u—3)
1

—du=2dt et dtzﬁdu

et=0 = u=2x0+3=3

e Sit=0alorsu=¢e"=1

e Sit= B alors u = e

Wfi=3 - u=92%x31+3=9 86 chbir}geflent de variable est valide car ¢ : u + In(u) est C' sur [1,e5].
n obtient :
Ce changement de variable est valide car ¢ : u — “ ; 5 est C! sur [3,9)]. /B dt /eB du /eB 1 1 d
= —_—m _ — U
9 ly—3)1 1 79 u— o et +1 1 u(u+1) 1 u u+1
Onobtient:[z/ 2(u)du:/ 4 3du.
3 \/ﬁ 2 4 3 \/a BB du eB du B B
w3 w3 3 - [ - = (tnul) ] = [tn(fu+ 1)) ]
Or : NG :T——: u— ——. Ainsi: 1 u 1 u+l
u u u u
9 9 1 eB
A7 = / \/ﬂdu—3/ —= du = ln(eB+1)+ln(2)Bjooln(2)
3 3
3 1° 1 q° eB eB eB
2 2 2 —_— ~ = = : = =0.
_ [u;] _3[ 12 _ 5(9\@—3\/§)—6(\f—\/§) car g ™ B 1 et donc ln<eB+1> ijln(l) 0
2 2 ) 400
= 640 — 3\/3 — 69 J; 6v3 = 43 3) Ainsi, /0 f(t) dt est convergente.

+oo
Donc I = /3. De plus : / f(t) dt =1n(2).
0
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IT1.3.c) Changement de variable et parité dans le cas d’une
grale impropre

Théoréme 6.
Soit a € Ry U {400} et soit f:]—a,a] = R continue sur] — a,al.
o Si f est paire :

1) f(t) dt converge < / f(t) dt converge.

f ) dt = 2/ flu
o Si f est impaire :

1) f(t) dt converge < / f(t) dt converge.
—a 0

2) Dans ce cas :

") de =

—a

2) Dans ce cas :

Démonstration.
Par définition :
0

f(t) dt converge < f(t) dt et / f(t) dt convergent
0

—a —a
1) Supposons f paire.
(=) Evident par définition.

(<) On considére
—a

u=—t

grale, on effectue le changement de variable

u= —t (donc t = —u)
—du=—dt et dt=—du

et=—a = u=—(—a)=a

inté-

f(t) dt. Sous réserve de convergence de cette inté-

Ce changement de variable est valide car ¢ : u +— —u est C! sur [0, a].

On obtient ainsi :

/ao —f(—u) du = /ao -

(la deuxieme égalité est obtenue par parité de la fonction f)
a

0
F(t) dt =

—a

_ /O Flu) du

Ainsi, comme / f(u) du converge (par hypothése), il en est de méme
0

de

—a

On procéde de méme si f est impaire.

f(t) dt. Ce qui démontre que

—a

A laide du changement de variable| u = —t | on obtient :

D fwdu = [ fw) du =
J J

Représentation graphique. (Cas d’une intégrale sur un segment)

0
F(t) dt =

—a

AVAVE

Cas d’une fonction paire

=2

Cas d’une fonction impaire

L]+ ]=0

—/Oa F(u) du

f(u) du est convergente.
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Exemple

. vz
« Etude et nature de 'intégrale : / —d
s V3 V2 —t?

1) La fonction f: ¢+ est continue sur | —

V2,V

- \/57 \/i[ :
—t —t

== s=cy = vaoe

2) On en déduit, sous réserve de convergence :

t
V2 —t2

De plus, elle est impaire car, pour tout ¢ € |

= 1)

0 t V2o
/ dt——/ by
V2 V2 —t2 0 V2 —t2

V2o
Or on a démontré (cf précédent) que / ———— dt est convergente.
( ) . in

dt est convergente.

Ainsi /0 L
"oz V2—¢2

vz
3) On en déduit que / —_—
) q s VA B

dt est convergente, de valeur :

[od=a-lor=e] a=

—t2

“+00

« Etude et nature de l'intégrale : / t dt.

—0oQ
1) La fonction f : ¢t — ¢ est continue sur | — oo, +00l.
De plus, elle est impaire car, pour tout t € | — V2, \@[ :

2) Soit B € [0, +o0] :

B /2 B B2
tdt=| — = — 4o
0 2 2 B—+o0o

0

+0o0
Ainsi, / t dt n’est pas convergente.
0

—+00

3) On en déduit que / t dt est divergente.

—0o0

On NE peut notamment PAS conclure que :
0
/ tdt =
_ —00 0

« Insistons sur le fait que le changement de variable ne peut se faire qu’aprés
avoir démontré la convergence de I'intégrale considérée (éventuellement, on
émet une réserve de convergence que l’on léve ensuite).

+0o0
tdt = 0

Remarque

o Ainsi, dans le dernier exemple, la parité de la fonction f n’est en fait

d’aucune utilité : on ne peut effectuer le changement de variable puisque

“+oo
I'intégrale impropre / t dt est divergente.
0
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IV. Intégrales classiques

Théoréme 7.
Soit o € R.

too q
1) — dt converge & a>1
1 e

(critére de Riemann)

+oo
2) / e dt converge & a>0
0

Démonstration.

1
1) La fonction f : ¢t — o est continue sur [1, +o00[. Soit B € [1, +00].

B B
Sia—l:/l %dt:[ln(\t\)]l — In(B)

B—+00

+00 1
— 00, l'intégrale / o dt diverge.
1

BfaJrl

1

B B —at+1 18
1 T
:/ dt:/ t7dt = =
1 te 1 —Oé—|—1 L

Enfin si —a+ 1 < 0 alors Bt — 0,
B—+o0
et si—a+1>0alors B7*" — 4.
B—+oco

2) La fonction f : ¢~ e~ est continue sur [0, +oo[. Soit B € [0, +o0].

+oo
Comme B — 400, l'intégrale / e~ dt diverge.
B—+oc0 0
B

Enfin si a > 0 alors e 8 — 0,
B—+o0

et sia<0alorse 8 — 40,
B—+o0

—a+1_—a—|—1

B —at —aB —aB
ot e e 1 1 e
: dt: = — _—— [ —
/0 ¢ [ —a L ( @ a> e «

Remarque
o La démonstration nous permet de connaitre la valeur de ces intégrales
(lorsqu’elles convergent) :

teo g 1
Sia>1alors/ — dt =
1 t™ O[—l
~+o0 1
Sia>0alors/ e dt ==
0 [0

« Par application de la relation de Chasles, on démontre :

+0o0
Va > 0, / o dt converge <& a>1
a

Vb € R,

+oo
/ e~ dt converge < a >0
b

a 1 b
(il faut bien comprendre que les intégrales / o dt et / e dt sont
1 0

des intégrales sur un segment d’une fonction continue sur ce segment)

e Si X est une v.a.r. telle que X — £ (\) alors X admet pour densité :

fX R — R
Ae ™ sz € [0, +oo]
T
0 sinon
+oo
Ainsi, l'intégrale impropre / fx(t) dt converge et de plus :
—00
+o0 +oo
/ fx(t) dt = / e Mdt =1
—o0 0

ce qui permet de retrouver le résultat précédent.
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Théoréme 8. Remarque
, b
. 1
Soit o € R e Quelle est la nature de / —— dt?
1 1 a (b - t)a
/ — dt converge & a<l1 ] 1 .
g t 1) La fonction f : ¢t — (=0T est continue sur [a, b|.
(critére de Riemann) . . b 1
2) Sous réserve de convergence de l'intégrale impropre / 619 dt,
; _

Démonstration.
La fonction f: ¢ +— o est continue sur |0, 1]. Soit A €]0,1].

| =1n(4)

1
dt

Comme In(A) — —oo, l'intégrale / — diverge.

A—0 0 te

1 1 —a+1 —a+1

dt e 1 A
Sia#l:/ :/ 7 dt = — _
******* 4t A —a+1 —-a+1 —-a+1
A

Enfin si —a+ 1 > 0 alors A=+ — 0,
A—0

et si —a+1<0alors A7 — +o0. n
A—0

Remarque

« Par application de la relation de Chasles, on démontre :

a
1
Ya > 0, / o dt converge S a<l
0

a
1
(il faut bien comprendre que les intégrales / o dt est une intégrale sur
1

un segment d’une fonction continue sur ce segment)

u=>b—1t

posons le changement de variable

u=>b—1t (donct=>b-—u)
S du=—dt et dt=—du

e Sit=aqaalorsu=b—a

e Sit=balorsu=b—-b=0

Ce changement de variable est valide car ¢ : v — b — u est C' sur
[0,b — a]. On obtient ainsi :

/ab (b—lt)adt = /boa u—la(—du) _

b
1
3) Ainsi, / —— dt est convergente ssi o < 1.
a (b - t)a
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b 1 Exemple
e Quelle est la nature de / T dt? 2 1
@ 1( @) Etude de la nature de / — dt.
1) La fonction f : ¢+ e est continue sur |a, b]. ! 1(t -1
—a
b 1) La fonction f : ¢+~ ——— est continue sur |1,2].
. L . 1 (t—1)1
2) Sous réserve de convergence de l'intégrale impropre W dt, )
a —a L, . 1
posons le changement de variable | u=1¢—a 2) Sous réserve de convergence de l'intégrale impropre /1 i —a) I dt, po-

sons le changement de variable| u=t—1

u=t—a (donc t =u-+a)
< du= dt et dt=du u=t—1 (donct=u+1)

e Sit=aalorsu=a—a=0 —>du= dt et dt=du

e Sit=balorsu=>b-a eSit=Tlalorsu=1-1=0

e Sit=2alorsu=2—-1=1

Ce changement de variable est valide car ¢ : u + u + a est C' sur

[0,b — a]. On obtient ainsi : , ) )
Ce changement de variable est valide car ¢ : u — u+ 1 est C* sur [0, 1].

b 1 b—a On obtient ainsi :
/ ——dt = / — du
a (t — a)o‘ 0 u® 2 1 1 1
1 (t—1)2 0 w2

b
1
3) Ainsi, / —— - dt est convergente ssi a < 1.
o (t—a) 3) Or, par le critére de Riemann (au voisinage de 0), l'intégrale impropre

1 2
1 1
/ — du est convergente. Ainsi, I'intégrale impropre / — dt
0 u* 1 (t—1)1
est convergente.
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V. Propriétés des intégrales impropres

b
On écrit les propriétés pour les intégrales / f(t) dt
a

impropres en a. Evidemment, on peut écrire des
résultats similaires pour les autres cas.

V.1. Relation de Chasles

Théoréme 9.
Soient —oo < a < b (resp. a < b < +00).
Soit f : ]Ja,b] - R continue sur ]a,b] (resp. |a,b]).
b
Supposons de plus que ’intégrale impropre / f(t) dt converge.
a

Soit ¢ € ]a,b]. Alors on a :

a) /c f(t) dt converge.

b c b
b) De plus, on a : / f@) dt = / f(t) dt + / f(t) dt

Démonstration.
1) La fonction f est continue sur |a, bl.
2) Soient A € ]a,b] et ¢ € ]a,b] :

/Ab £ di = /A £t dt + /cb F(#) dt

et donc /A £ dt = /Ab £ dt — /cb () dt
b

Par hypothése, / f(t) dt admet une limite finie lorsque A — a.

A

C

3) On en déduit que / f(t) dt admet aussi une limite finie lorsque A — a
A

et, par passage a la limite :

[awa = [ swa - [ 0w .

« Revenons sur I'hypothése ¢ € |a, b]. Elle permet d’assurer que 'intégrale
b

f(t) dt est bien définie. En effet, comme f est continue sur |a,b] et

Remarque

(&
¢ € la,b], alors f est continue sur le segment [c, b].

o On peut cependant énoncer le théoréme sans cette hypothése dans le cas
ou l'on sait que f est continue sur Ja, +o0o[ et b € ]a, +oo[. En effet, sous
cette hypothése, pour tout ¢ € |a,+oo[, la fonction f est continue sur le
segment [c, b] (ou [b, ] si ¢ > b). Et on peut encore conclure :

/: f(t) dt = /ab f(t) dt — /Cb F(t) dt

V.2. Linéarité
Théoréme 10.
Soient —oo < a < b (resp. a < b < +00).
Soit f,g: ]a,b] — R continues sur ]a,b] (resp. [a,b]).
b b
Supposons que les intégrales impropres/ f(t) dt et/ g(t) dt convergent.
a a
Alors :

b
a) / A f4+p-g)(t) dt converge.

b b b
b) De plus : /()\-f+u-g)(t)dt:)\/ f(t)dt—l—u/ g(t) dt
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Démonstration. V.3. Techniques de majoration, minoration
1) La fonction f est continue sur a, b]. V.3.a) Positivité

2) Soit A € Ja,b]. Par linéarité de l'intégrale sur un segment : Théoréme 11.

Soient a < b < 400 (resp. —o0o < aa < bb).

b b
/A(Xerwg)(t)dt:A/A f(t)dt+u/ o(t) dt

b
A Soit f : [aa,bb|— R continue sur [aa, bb] (resp. ]a,b]).
b
b b b o .
Les intégrales / f(t) dt et / g(t) dt sont convergentes donc / f(t)dt Supposons de plus que Uintégrale impropre /a F(t) dt converge.
b ¢ ¢ A Et supposons enfin : Vt € [aa,bb[, f(t) > 0.
et /

g(t) dt admettent chacune une limite finie lorsque A — a. On en
A

b
a) Les bornes d’intégration étant dans l’ordre croissant : / fit)ydt > 0
a

b
déduit que / (A~ f+p-g)(t) dt admet une limite finie lorsque A — a.
A

3) Par passage a la limite dans I’égalité précédente, on obtient : )| f > 0 surlaa,bb] = /b Ft)dt > 0
a

b b b
[ octana@d = [ sodv o g d )
¢ ¢ ¢ N / F(t) dt =0

| . f continue et positive sur
[aa, bb]

= [ =0 sur |aa,bd]
Remarque

Pour le Théoréme 9 et Théoréme 10, I’hypothése a < b n’est pas primordiale.
On peut réécrire ces théorémes sans cette hypothése. Dans ce cas, il faut
supposer que f est continue sur Ja,b] (si a < b) ou sur [b,a[ (si @ > b). Demonstration.
L’hypothése a < b est donc faite pour éviter de compliquer inutilement les
écritures.

a) 1) La fonction f est continue sur [a, b].

2) Soit B € [a,b]. Par positivité de l'intégrale sur un segment :

B
/ F(£) dt =0
b B
Comme / f(t) dt est convergente, I'intégrale impropre / f(t) dt

a a
admet une limite finie lorsque B — b. On obtient le résultat souhaité
en passant a la limite dans cette inégalité.
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b) Si f # 0, alors / f(t) dt > 0. Cependant, le passage a la limite dans
cette inégalité ne permet pas de conclure (I'inégalité stricte devient large).

Soit ¢ € Ja,b[ (I’hypotheése ¢ > a est importante).
La relation de Chasles fournit :

/ab F(t) dt /ac F(t) dt

>0
Le deuxiéme résultat est une application du point a).
La premiére intégrale est une intégrale sur le segment [a, c] de la fonction
f continue sur [a, ¢]. On applique le résultat issu du chapitre d’intégration
sur un segment a la fonction f > 0 sur [a, c].
(rappel : si F est une primitive de f alors F' = f > 0 sur [aa, bb|. Ainsi, F
(&

F(t) dt = F(b)—F(c) > 0)

+ /bf(t)dt > 0

=0

est strictement croissante et si ¢ < b alors

On procéde par I'absurde. On suppose :

x f continue, positive, d’intégrale nulle sur [a, b,

x f # 0 sur [aa,bb| : il existe donc z¢ € [a,b] tel que f(xp) > 0.

La continuité de f assure alors que f est strictement positive dans un
voisinage de xg. Autrement dit, il existe § > 0 tel que :

Vo e [zg—9d,2z0+ 6] N [a,b], f(z) >0
Ainsi :
b ro—0 To+0 b
/ £ dt = / f@) dt + / F@) dt + / () dt
a a zo—0 zo+0
—_— —_— —_—
>0 >0 =0
> 0
ce qui contredit 'hypothése initiale. O

V.3.b) Croissance de 'intégrale

Théoréme 12.
Soient a < b < 400 (resp. —oo < aa < bb).
Soit f : [aa,bb|— R continue sur [aa,bb] (resp. |a,b]).

b b
Supposons de plus que les intégrales / f(t) dt et/ g(t) dt convergent.
a a

Et supposons enfin : Vt € [aa,bb], f(t) < g(t).
Les bornes d’intégration étant dans l’ordre croissant :

/ab F(t) dt < /ab g(t) dt

Démonstration.
La fonction g — f est :

x continue sur [aa, bb|,

x vérifie : Vt € [aa,bb[, (g — f)(t) =0

b b
De plus, l'intégrale impropre / (g— f)(t) dt est convergente car / f(t) dt
a

a
b
et / g(t) dt sont convergentes.
a

Les bornes d’intégration é¢tant dans 'ordre croissant (b > a) :

b
/ (- F)(t) dt >0

b b
/ t) dt — / f(t) dt
Remarque

Pour les propriétés de positivité et de majoration, 'hypothése a < b est
primordiale. Il convient de la citer lors de 1'utilisation de ces théorémes.
On pourra adopter la rédaction suivante :

b
Enfin, par linéarité : / (g—)t) dt =

« les bornes d’intégration étant dans ’ordre croissant »
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V.3.c) Inégalité de la moyenne (pour une intégrale sur un segment)

Théoréme 13.
Soit (a,b) € R? tel que a < b (pas de borne infine pour ce résultat).
Soit f :

Les bornes d’intégration étant dans l’ordre croissant :

b
0 < [ rwa < oo
Démonstration.

La fonction f est continue sur le segment [a, b]. Elle est donc bornée et atteint
ses bornes. Ainsi, min (f(¢)) et max (f(¢)) existent bien.
t€la,b] t€[a,b]

[a,b] — R continue sur [a,b].

(b—a)

A

f@®)

@) max (

) )

Soit ¢ € [a,b]. On a :

min (f(#)) < f() < max (f(2))
te[a,b] t€la,b]
Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant (b > a),
on obtient :
b b
/ min (f(£)) / i d < [ max (F(1) dt
t€(a,b] a a t€lab]
b
ainsi (b—a) min (/) < [ fO @ < (=) max (70)

Remarque

o La démonstration de ce théoréme met en avant une propriété importante :
toute fonction continue sur un segment y est bornée et atteint ses bornes.
Autrement dit, il existe forcément (t1,t2) € R? tel que :

x f(t) = min_ (f(#)),
te[a,b]

< f(t2) = e (f ().

« De ces 3 propriétés de majoration / minoration, il faut retenir la méthode
suivante. Pour pouvoir comparer des intégrales :

1) on commence TOUJOURS par comparer les intégrandes (on écrit tout
d’abord une inégalité sur les fonctions),

2) on conclut par la croissance de I'intégrale, les bornes étant dans I'ordre
croissant.

Si 'on travaille sur des intégrales impropres, il faut avoir démontré au
préalable la convergence des intégrales.

Exercice

1
Soit n € N. On pose I, = / " e " dx.
0

1) Montrer que pour tout n,on a : 0 < I, <

2) En déduire la limite de (I,,).

Démonstration.

1) La fonction = — z™ €™ est continue sur [0, 1].
Pour tout x € [0,1] : 0 < z™ e ™ < z™.
Ainsi, par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans ’ordre croissant

(1>0):
1 1
0 < /x"exdx < /x"dl‘
0 0
I I
L ' 1
In p—
n+1 . n+1
2) Comme :
x 0 — 0,
n—-+o0o
1

X —
n+ 1 n—+oo

alors, par théoréme d’encadrement, I, — 0. [

n—-+oo

31



ECE2-B 2018-2019

VI. Le cas des fonctions continues positives VI.1.b) Cas d’un intégrale impropre en a
VI.1. Critére de convergence d’une intégrale généralisée d’une Ihéoréme 15.
fonction continue positive Soient —co < a < b et f:]a,b] — R une fonction continue sur ]a,b).
VI.1.a) Cas d’un intégrale impropre en b Notons G : x +— /b f(t) dt.
Théoréme 14. Supposons de plusx: Vz € Ja,b], f(z) > 0.

Soient a < b < 400 et f:[a,b[— R une fonction continue sur |a, b|.

b
1) / f(t) dt converge < G est majorée
a

Notons F : x .—>/ f(t) dt.
2)  Si G est non majorée, lim G(z) = +oo.
Supposons de plus : Vx € [a,b], f(z) > 0. . ea
Démonstration.

« La fonction f étant continue sur |a, b], elle admet une primitive F sur ]a, b].

b
1 t) dt converge <= F' est majorée
) /a ft) I ! Alors, pour tout = €la, b :

2) Si F est non majorée, lim F(z) = +oo. / b
z—b f i

Dé 0N .
cmonstration La fonction F est de classe C! sur Ja, b] et :

Va € [a,b], G'(z) = —F'(z) = —f(z) <0

Ainsi, G est décroissante sur |a, b].

o Par définition, F' est la primitive de f sur [a,b] qui s’annule en c.
On en déduit que F est de classe C! sur [a,b[. De plus :

Vz € [a,b], F'(z

(z) = f(z) 20 e En vertu du théoréme de la limite monotone, G admet donc une limite

. . éventuellement infinie (& droite) en a. De plus :

Ainsi, F est croissante sur [a, b]. e ( ] ) o P
x cette limite est finie si G est majorée.

o En vertu du théoréme de la limite monotone, F' admet donc une limite (oui, la condition est bien G majorée et pas minorée !)

éventuellement infinie (a gauche) en b. De plus : « cette limite est +00 si G non majorée. 0
x cette limite est finie si F' est majorée.

x cette limite est +oco si F' non majorée. n VI.1.c) Cas d’une intégrale doublement impropre

Considérons —oo < a < b < +oo et f: |a,b[— R continue sur ]a, b|.
On se raméne au cas précédent en passant a la définition :

b c b
/ f(t) dt converge < 3¢ € |a, b, / f(t) dt et / f(t) dt convergent
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R . b
VI.2. Régles de comparaison a. Comme / g(t) dt converge, la propriété précédente énonce que G est
a

VI.2.a) Comparaison par inégalité majorée : il existe M € R tel que pour tout = € [a,b] : G(x) < M.

Théoréme 16. Et donc, pour tout x € [a,b], on a :

Soient a < b < 400 (resp. —oo < a <b). 0 < Flz) < Glz) < M

Soient f,qg: [a,b[— R deuzx fonctions continues sur [a,b] (resp. ]a,b]).

Supposons de plus : Vz € [a,b], 0 < f(z) < g(z). Ainsi, F est elle aussi majorée par M, ce qui démontre que /b g(t) dt
1) Alors on a : converge. ¢

b. Dans ce cas, F'(z) — 400 et ainsi G(z) — +o0.

b b
a. / g(t) dt converge = / f(t) dt converge z—b z—b
a a 2) Inégalité obtenue par passage a la limite dans l'inégalité précédente. [

b b
b. / f(t) dt diverge = / g(t) dt diverge Exemple L,
¢ ¢ Etude de la nature de / — dt.
1

2) De plus, dans le cas de la convergence, on a : t?
—t

e
1) La fonction f: ¢+ ) est continue sur [1, +0ool.

b b
0 < / f(t) dt < / g(t) dt Elle est de plus positive sur [1, +oo].
a a —t
e
2) x Pour tout t € [1,+00[: 0 < —5- <e ™.
Démonstration. t
“+o0o
1) Soit z € [a,b]. Comme : x Or / e~ ! dt est convergente.
: 1
x [ et g sont continues sur [a, z], Ainsi, par le théoréme de comparaison des intégrales généralisées de fonc-
+oo —t
<<
x 0< f<gsurfa,a], tions continues positives, I'intégrale / —5 dt est convergente.
x les bornes d’intégration sont dans ’ordre croissant, 1 t

on conclut (technique de majoration du chapitre intégration sur un seg- FExercice

ment) : - . Donner la nature des intégrales impropres suivantes.
0 < / F) di < / o(t) dt
a a
I

oo g too oo 2 -1
' a)/ dt b)/ — c)/ t2 ln< i} )dt
1 t+VE 1 ettet 2 t
0 < F(z) < G(z)
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VI.2.b) Comparaison par négligeabilité Exemple
“+o0o
Théoréme 17. « Etude de la nature de / e dt.
Soient a < b < 400 (resp. —oo < a <b). 0 ,
Soient f, g : [a,b[— R deuz fonctions : 1) La fonction f : ¢+ e est continue sur [0, +oo].

« continues sur [a,b] (resp. ]a,b]). Elle est plus positive sur [0, 4oc0].

x positives sur |a,b| (resp. |a,b]). 2) x ot = t_g_oo(e_t)
Supposons de plus : f(t) = tgb(g(t)) (resp. f(t) = tga(g(t))),

+o0o
x Or / et dt est convergente.
0

o / b g(t) dt converge = / b () dt converge Ainsi, par le théoréme de négligeabilité def oointégrales généralisées de
e e fonctions continues positives, 'intégrale / e dt est convergente.
0
b _ b . ) too g
b. / f(t) dt diverge = / g(t) dt diverge « Etude de la nature de / —— dt.
a a 2 ln(t)
. . 1
Démonstration. i) 1) La fonction f : ¢ +— (D) est continue sur [2, +00[.
n
+ Comme f(t) = tgb(g(t))’ on a : }gfll) % = 0. Elle est plus positive sur [2, +00].
Autrement dit, pour tout £ > 0 il existe § > 0 tel que : 2) x 1 = o0 b .
) t t—+oo \In(2)
1 1
vte [b—0,b+0] N [a,b], oI € (comprendre que () est grand devant 2)

Choisissons ¢ = 1. Il existe donc § > 0 tel que pour tout ¢t € [b—6,b] :
IF@OF<lg®)] et donc  0< f(E) < g(t)

o En utilisant le théoréme de comparaison des intégrales généralisées de fonc-
tions continues positives, on en conclut :

+o0 1
x Or / n dt est divergente.
2
Ainsi, par le théoréme de négligeabilité des intégrales généralisées de

+oo
fonctions continues positives, I'intégrale / m dt est divergente.
2 n

b b
/ g(t) dt converge = f(t) dt converge
b—6 b—6
b b
Il suffit alors de remarquer que / ... dt converge ssi / ... dt converge
a b

—6 D

pour conclure.
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VI.2.c) Comparaison par équivalence

Théoréme 18.
Sotent a < b < <a<b).

Soient f,qg: [a,b]— R deux fonctions :

+oo (resp. —
1)
x continues sur [a,b[ (resp. |a,b]).
x positives sur [a,b| (resp. |a,b]).
£O) ~ at) (resp. 1) ~

-~ 9(t).

Supposons de plus :

b b
Alors / f(t) dt et/ g(t) dt sont de méme nature.

1
« Etude de la nature de /
0

2) x

Exemple

—t
e

tT dt.

ot
La fonction f: ¢+ - est continue sur |0, 1].
Elle est plus positive sur |0, 1].
—t

e 1

t2 19 (2 0)

t:JO 2
|

x Or/ P dt est divergente.
0

Ainsi, par le théoréme d’équivalence des intégrales généralisées de fonc-

+00
Démonstration. tions continues positives, l'intégrale / e dt est divergente.
t 0
o Comme f(t) ~ (g(t)),on a: lim ) 1. ) +00 1
b b g(t) o Etude de la nature de / s dt.
L A2 42—1

Autrement dit, pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que :

—t

F(t) 1) La fonction f : ¢+ e—2 est continue sur [1,4o00].
Vte [b—9,b+ 9] ——1 s
g(t) Elle est plus positive sur [1, +00].
1 1 S
Choisissons e = 3. Il existe donc § > 0 tel que pour tout t € [b—4,b] : 2) x M2 52 — 1 toreo 442 (>0)
+o0o
‘ _ 1' <> etdonc 0% % g(t) < f(1) < g g(t) x Or /1 2 dt est convergente d’aprés le critére de Riemann.

o En utilisant le théoréme de comparaison des intégrales généralisées de fonc-
tions continues positives, on en conclut :

b

f(t) dt converge

b
/ g(t) dt converge <
b—o b—o

. dt converge

b b
Il suffit alors de remarquer que / ... dt converge ssi /
a b

O

-6
pour conclure.

Ainsi, par le théoréme d’équivalence des intégrales généralisées de fonc-
1

m dt est conver-

+o00
tions continues positives, l'intégrale /
0

gente.
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42
et

— dt.
Vit
—t2

1) La fonction f : t — ew est continue sur |0, 1].

1
« Etude de la nature de /
0

Elle est plus positive sur |0, 1].
et 1

Vi oo Vi (20)

1
1
x Or / % dt est convergente d’aprés le critére de Riemann.
0

2) x

Ainsi, par le théoréme d’équivalence des intégrales généralisées de fonc-
—¢2

Vit

tions continues positives, l'intégrale dt est convergente.

VI.3. Critére de convergence d’une intégrale généralisée d’une
fonction continue négative

« Dans le cas ou la fonction f considérée est continue et négative sur [a,b]
(resp. |a,b], resp. ]a,b[), on se raméne aux cas précédents en considérant
la fonction —f qui est positive sur cet intervalle.

o En réalité, les théorémes précédents auraient pu étre énoncés dans le cas
de fonctions continues négatives. La bonne hypothése est donc celle de
fonction continue et de signe constant sur I'intervalle considéré.

VI.4. Critére de convergence d’une intégrale généralisée d’une
fonction continue de signe quelconque

VI.4.a) Notion convergence absolue

Dans le cas oul f est de signe quelconque, on peut se ramener au cas de
I’étude des fonctions positives.

Définition
Soient a < b < 400 (resp. —oo < a < b, resp. —o00 < a < b < +00).
Soient f : [a,b[— R continue sur [a, b[ (resp. |a, b], resp. |a, b[).
b
o On dit que l'intégrale impropre / f(t) dt est absolument convergente
a

b
si I'intégrale impropre / | f(t) | dt converge.
a

Théoréme 19.
Sotent a < b < 400 (resp. —oo < a < b).
Soient f: [a,b[— R continue sur [a,b] (resp. |a,b]).

b
/ f(t) dt est absolument

b
= / f(t) dt est convergente
convergente a

Démonstration.

1+ =S
. =7

t f~ 5

x f*:x— max(f(z),0) est la partie positive de f.
)

Notons f+ =

x f~:x+— —min(f(z),0) = max(—f(x),0) est la partie négative de f.

b
Supposons / f(t) dt absolument convergente.
a
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e x Ona:Vtea,b, 0 < fH(t) < |f(t) Représentation graphique d’une intégrale semi-convergente.

o Pour construire un exemple d’intégrale semi-convergente, I’idée est de choi-
sir une fonction successivement positive puis négative de sorte qu’un phé-

b
X Or/ |f(t)] dt est convergente.
a

Ainsi, par le théoréme de comparaison des intégrales généralisées de  nomeéne de compensation s’opére :

b . N o . 9 . . o, .
fonctions continues positives, I'intégrale impropre / f+ (t) dt est aussi x sur un intervalle ou f est positive, I’aire est comptée positivement.
a

x sur l'intervalle « suivant », f est négative, l'aire est comptée négative-

convergente.
ment et réduit 'aire précédente.

e x Ona:Vtea,b, 0 < f7(t) < |f(1)].

b Lorsque l'on calcule I'intégrale sur I'union de ces deux intervalles,
x Or / | f(t)] dt est convergente. o L’exemple le plus classique fait intervenir une fonction trigonométrique.
a

Ainsi, par le théoréme de comparaison des intégrales généralisées de Nous en donnons la représentation graphique sans développer plus avant.

b
fonctions continues positives, I'intégrale impropre / f7(t) dt est aussi
convergente. ¢

Enfin, on remarque :

f=r=1f

b |

On en conclut, par linéarité, que l'intégrale impropre / f(t) dt est conver- 01
a

gente. O

Remarque

Ce résultat n’est pas une équivalence : il existe des intégrales impropres
convergentes mais non absolument convergentes. Dans ce cas, on parle parfois
de semi-convergence.

+oo
L’intégrale / |f(t)| dt n’est pas convergente.

1
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VI.4.b) Inégalité triangulaire VII. Comparaison séries / intégrales

Théoréme 20. Théoréme 21.

Soient a < b < 400 (resp. —oo <a <b). On considére une fonction f : [0, +o0o] — R continue sur [0, +ool.
Soient f : [a,b[— R continue sur [a,b] (resp. ]a,b]). On suppose de plus que f est décroissante sur [0, +oc[. Alors :
b
Supposons de plus que : / f(t) dt est absolument convergente. k
. T DvkeN, | fk) < [ f@ydt < flk—1)
k-1
1) Alors : / f(t) dt est convergente. 2) On en déduit, par sommation :
b % n n
2 ‘/ swar| < [0 1) mer| su-g0)= 350 < [0 0ar < E - =5,
a
(prudence lors de la sommation : pour quels entiers k peut-on sommer ?)
Démonstration. 3) Si, de plus, f est positive, on a :

1) C’est le résultat du théoréme 19.

2) La fonction f est continue sur [a, b].
Soit = € [a,b[. Alors, d’aprés I'inégalité triangulaire des intégrales de

+oo
La série Y f(n) converge < L’intégrale impropre/ f(t) dt converge
0

fonctions continues sur un segment (|a, ] ici) : 0
& ([a, 2] ici) (la série > f(n) et lintégrale impropre / f(t) dt sont de méme
0

| [ < [T nature)

Démonstration.
b . X
La quantité de droite converge, par hypothése, vers / |f(t)] dt. 1) Soit k € N*.

- o a o Soit t € [k —1,k].
D’autre part (théoréme de composition des limites), on a :

Comme k—1 < t < k

glglg}) |F(x)] = ]hm F(x ‘ / f@t) dt ‘

(par décroissance de la

alors flk—=1) > f(t) > fK)  f bion f sur [0, +00])

I F admet limit ) d’aprés 1
(o,n ,mp]?e, c que /a et une zmz e,ﬁme en 00 \apres. )) . « La fonction f est continue sur le segment [k — 1, k].
L’inégalité souhaitée est donc vérifiée par passage a la limite dans 'in- &

égalité précédente. m On en déduit que l'intégrale f(t) dt est bien définie.
k—1
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De plus, par croissance de l'intégration, les bornes étant dans 'ordre
croissant (kK —1 < k) :

k k k

flk—=1)ydt > f(t) dt > f(k) dt
k—1 k-1 k-1

(k= (k1)) f(k—1) (k= (k1)) (k)

k

f)dt < f(k—1)
k—1

2) Soit n € N*. On obtient, par sommation des inégalités précédentes :

n k n
2/ fd < S fk—1)
k=1 -

k=1

Yk e N7, f(k) <

S f(k) <
k=1

I
" (d’apres la
/0 F(t) dt relation de Chasles)
n n n—1
Enfin: Y f(k) =S, — f(0) et > flk—1)= Y f(k) =S
k=1 k=1 k=0

3) La fonction f est continue et positive sur [0, +o0.

“+o00
Ainsi, la convergence de I'intégrale impropre / f(t) dt équivaut au
0

T

£(t) dt.

0

caractére majoré de la fonction F': z —

+oo
(<) Supposons que 'intégrale impropre / f(t) dt est convergente.
0

T

o On en déduit que F': x — f(t) dt est majorée.

0
Il existe donc M € R tel que : Vz € [0,+o0], F(z) < M.
« Soit n € N. On déduit de ce qui précéde : S, — f(0) < F(n) < M

et donc :
Wn €N, S, < (f(0)+ M)

La suite (S),) est donc majorée. Elle est de plus croissante (car la
série Y f(n) est & termes positifs).
Ainsi, (S,,) est convergente.

(=) Supposons que la série Y f(n) est convergente.

« Alors la suite (S,,) est convergente. Elle est donc aussi majorée.
Il existe donc M e Rtel que: VneN, S, < M.

« Soit n € N. On déduit de ce qui précéde : F(n) < Sp,—1 < M.
Enfin, comme la fonction F' est croissante :

Vo € [0,+o0[, F(r) < F([z]) < Sfpj-1 < M
(on rappelle que [x] est l'entier directement supérieur a x)
Ainsi, la fonction F' est majorée, ce qui démontre que / o f(t) dt
est convergente. 0 m

Exercice (d’aprés EML 1992)
On note f la fonction définie sur |1, +o0o[ par :

1

zlnzx

Vo €1, +oof, f(z) =
1) Etudier les variations de la fonction f et tracer sa courbe représentative.

k
2) Montrer que : Vk >3, on a: f(k) < / f(t) dt < f(k—1).
k—1

n
Pour tout entier naturel n > 2, on note : S,, = > f(k).
k=2

1 " 1
3) a. Montrer que : Vn > 3, Sn—m g/z f(t) dt < S, — <
b. En déduire que pour tout entier naturel n > 3 :
In(1 —In(In2) < 5, <In(l —In(In2
n(lnn) —In(ln2) < S n(lnn) — In(ln )+21n2

c. Etablir que : S,, ~ In(Inn).

n——+oo
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VIII. Somme de Riemann, méthode des rectangles
(RAPPEL de 1°° année)

VIII.1. Définition

Définition
Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b] et soit n € N*.
Soit a = xp < x1 < x2 < --+ < T, = b une subdivision finie de [a, b].

e On appelle somme de Riemann toute somme s’écrivant :

n—1

> (Tr+1 — k) f(Ek)

k=0

R, =

ou pour tout k € [0,n — 1], & est un élément choisi dans [z, Txt1].

Remarque

On considére en particulier des sommes de Riemann définies sur des subdi-
b—a

visions réguliéres i.e. telles que :  Vk € [0,n — 1], zpy1 — xp =

« En prenant pour tout k € [0,n — 1], & = x.

« En prenant pour tout k € [0,n — 1], & = Tg41.

b—a 2 b—a
T, = k
! n lgl f<a+ n >
Tk + Tht1
« En prenant pour touth[[O,n—l]],ﬁk:#.
b—a nzl 2k+1 b—a
M., —
! n k§Of<a+ 2 n )

Remarque

Les sommes de Riemann dépendent des paramétres a, b et f. En toute ri-
gueur, il faudrait donc écrire Sp(a,b, f). On se permettra d’alléger cette
notation pour ne conserver que .S, en précisant par ailleurs ces paramétres.

VIII.2. Méthode des rectangles

VIIIL.2.a) Définition

Définition

La méthode des rectangles est une méthode d’analyse numérique consistant
a approcher le calcul de 'intégrale /b f(t) dt.

o On considére une subdivision a = ;70 <z <aT9 << xpy =0

« On approche /IH1

T
s’appuyant sur la courbe €.

f(t) dt par Paire d’un rectangle de coté [z, zx 1] et

b
e On approche alors / f(t) dt par la somme de toutes les aires de rectangles
ainsi définis. ¢

b
Autrement dit, / f(t) dt est approchée par une somme de Riemann.
a

ATN TN

411N 775

a b @ b

Somme de Riemann S, Somme de Riemann T,

Découpage avec n = 25
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VIII.2.b) Convergence de la méthode

Théoréme 22. Cas des fonctions continues
Soit f : [a,b] = R continue sur [a,b].

o Convergence de la somme (Sy).

b—a n=l b—a b
li k = t) dt
n—1>I-&I-loo n kgo f <(1 + n ) /a f( )

o Convergence de la somme (Ty,).

lim b-a >

n—-+4oo n k—1

o Convergence de la somme (M,,).

) —q n=! 2k +1 b—
ngrfoo P < 2 ) / /)
Démonstration.
Admis dans le cas des fonctions continues. O

Cas particulier

o Les exercices sur les sommes de Riemann se traitent en faisant apparaitre
:a=0,b=1. On a alors :

1) - [ o

o Illustrons ce procédé par un énoncé classique.
n

Démontrer que la suite <Z
k=1 T

le cas particulier

1 n=l
lim —
n—+oo N k=0

> est convergente et calculer sa limite.

. i - C e . Lk
L’énoncé du cas particulier nous invite & faire apparaitre la quantité —
n

dans la somme finie. Or on a :

k n 1 no1 1 12 1
n—i—k—n(l—i—) donc >’ => - =0 k
n =1 Ntk S nl4E npD 140
12 1 12 k 1
Ainsi : — > =—> f avec f it ——.
n p=1 1-|-7 n = n 1+¢
On en déduit que la suite de I'énoncé est convergente et que :
o1 1 L | 1
lim — > = —— dt=[In(|1+¢])] =In2—laT
n—+00 N 1 1—}—5 0 1+1¢ 0

VIIL.2.c) Vitesse de convergence dans le cas de fonctions C' (CULTURE)

Théoréme 23. (Cas des fonctions C! - vitesse de convergence)

Soit f : [a,b] — R de classe C sur [a,b].

Notons My = sup |f'(z)].
z€[a,b]
bh— 2
Alors on a : t) dt — < (b—a) M,
2n
Démonstration.

Remarquons tout d’abord que M est bien défini. En effet, comme f est C!,
f est continue. Sur le segment [a, b] elle est donc bornée et atteint ses bornes,

sup |f/(z)| = max |f'(2)]

ce qui démontre ’existence de M; =
l‘e[a,b] Z‘E[a,

b n—1 Tht1
Par la relation de Chasles, on a : / ft)dt = > f(t) dt.
a k=0 Ty
n—1
D’autre part, par définition, on a : S, = Y, (zg+1 — =) f(ak).
k=0 .
On remarque de plus que : (zg41 — xg) f(ag) = / f(zy) dt.
Tk
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Ainsi,

on a :

/f ) dt— S

_ Tri1 n—1 Thk41
- g [ e [
- |5 [T un-seya
n—1 Th41
<5 | [ o se a
n—1

<

k=

/ TR~ pa) | dt

0 Tp

f(zg) dt ‘

Remarque

« Ce théoréme est en fait valable pour toute somme de Riemann (notamment
(T,,) et (M,)). La démonstration est similaire & remplacement de xj par

& prés avec :
T4l LTl+41
/ ‘t—fﬂdté/ |t — x| dt
T Tk

« En fait si f est C2, on a méme un théoréme plus précis pour (M,,) montrant

(inégalité triangulaire due la convergence est plus rapide dans ce cas.

sur les réels)

(inégalité triangulaire

sur les intégrales)

Or, par le théoréme des accroissements finis, on a que :

| f(t) = flzk) | < My |t — oy |

Ainsi :

[0 -se ) @ <

Tk

Th+1
Ml/ ’t—$k|dt

Tk

Et comme ¢ > z pour tout ¢ € [x, Tky1], on a :

/

Tp+1

k Tk

Au final, on obtient :

i
L

t) dt — S

1T
= O

M
2
My
2

b
Il
=

Th+1 Fht1
‘t—l‘kdt:/ (t—xk)dt = [ t—xk :|
1 x
2

k

$k+1 - xk)

2 n? 2n

>2 _ M (b-a?  (b—a)

O

)3
C—a" o 1)

< 2
24n z€[a,b]

Application.
Grace a ce théoréme, on peut calculer une approximation de l'intégrale

b
/ f(t) dt a e prés par un calcul de S,,.

. b—a
o Trouver un entier ng tel que : ————

(b—a)?

11 suffit de prendre ng = { 5

e Sy, est alors une approximation a & prés de / f(t) dt

N2
2n0

— ¢f TP d’informatique!

M,
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