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Feuille d’exercices n°12 : Développements limités

Exercice 11. (%% %) (d’aprés ESSEC II 2016)
Soit X une v.a.r. & valeurs dans N*.
On suppose qu’il existe un réel a strictement positif tel que pour tout entier naturel j on ait :

P([X > j]) = G 1e (*)

0. Montrer que pour tout entier naturel j non nul :
P(X =j]) =P([X > j—1]) = P([X > j])
Démonstration.
Soit j € N*.

« Remarquons tout d’abord : [X > j] U [X =j] = [X > J].
Or, comme X est a valeurs dans N* : [X > j — 1] = [X > j].

« On obtient alors :
P(X>j-1]) = P(X>j] U [X =]

(car [X > j] et [X = j]

= PUX >+ PO =D o0t incompatibles)

En réordonnant, on obtient : Vj € N* P([X = j]) = P([X > j —1]) — P([X > j]).

Commentaire \

« Dans cette démonstration, on met en place une méthode classique de raisonnement :

(i) on commence par une étape de décomposition de I’événement,
(ii) puis on applique la fonction P de part et d’autre.
Il faut prendre le réflexe de raisonner sur les événements avant d’appliquer la fonction P.

« La formule énonce une différence entre des probabilités d’événements. Aprés réordonnement,
on obtient une somme. Il faut donc penser & une décomposition d’événement & ’aide d’une
union. Si on ne réordonne pas les différents membres de 1’égalité, on peut aussi penser a une
décomposition & ’aide d’une différence ensembliste. Pour cela on remarque que, comme X est
a valeurs dans N* :

X >~ 1\ [X > j] = [X = j]

Ainsi: P((X=4]) = P(X>j—-1]\ [X>j])
= P(X>j-1) - P(X>j—1 n [X>]]

= P(X>j-1]) - P(X >j]) (car [X > j] C[X >j—1]) -
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1. Légitimer que (x) définit bien une loi de probabilité d’une variable aléatoire & valeurs dans N*.
Démonstration.
Il s’agit de démontrer que la suite <P([X = ]])) . définie par (x) vérifie :
JeN~

(i) ¥j € N*, P([X = j]) > 0,

.. +OO .

(#) > P(X =j]) =1

j=1

o Soit j € N*. D’apres la question 0. :

P(X =j) = P(X>j—-1])-P(X >j])
e
j* G+
1
En effet, j+1 > j et il suffit alors d’appliquer de part et d’autre la fonction z +— —, décroissante
x
sur ]0, +o0o[ (car a > 0).

o Soit p € N*. On reconnait une somme télescopique :

SRX=4) = ¥ (B(X>j-1)=P(X > i)
1 1
= PX>0)-PIX>p) = T-5e

1
BN |
(p+1)* potoo

En effet, (p+1)* — oo car a > 0.
p—+o0

La relation (*) définit bien une loi de probabilité d’une variable aléatoire & valeurs dans N*.

2. Montrer que X admet une espérance si et seulement si « est strictement supérieur a 1.

Démonstration.

o D’aprés le résultat admis dans I’énoncé, la v.a.r. X admet une espérance si et seulement si la série
de terme général P([X > j]) converge.
1 1

. x P([X>j])zmj_:‘_oo jj (=0)

: 1 . .
x La série > — est une série de Riemann d’exposant a.
=17
Elle est convergente si et seulement si o > 1.
Ainsi, d’aprés le critére d’équivalence des séries & termes positifs, la série de terme général
P([X > j]) converge si et seulement si o > 1.

La v.a.r. X admet une espérance si et seulement si a > 1. ]

3. Montrer que pour tout entier naturel j non nul :

N 1
P(x =) = (1 (H;)Q)
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Démonstration.
Soit j € N*. Comme on I’a vu en question 0. :

P(X =4 = P(X>j—1)-P(X >j])
1 1

i G+1e

= (- 5E)
= — 1—-———r
je (+1)
Il suffit alors de remarquer :

jo :<j>“:/ LY
G+ \j+1 i1+1 (1+ 1)

VjieN* P([X =j]) = 1 <1— 1)

(1+7)e

4. a) Etudier les variations de f: z+ 1 — (1 4+ 2)™® — ax sur [0, 1].

Démonstration.

o La fonction z +— (1+2)~% est de classe C' sur [0, 1] car c’est I'inverse de la fonction z +— (1+x)°,
de classe C! sur [0,1] et qui ne s’annule pas sur [0, 1].
Ainsi, f est de classe C* sur [0, 1].

. Soit z € [0, 1].

, . 1 1— (14 z)>tt
fl(x) = a(l+2) l—a:a<(1_i_x)a+1—>:a(1(+x)all

Comme z >0 :

1+z>1

(par croissance de la

1 a+1 >1 .
donc  (1+x) fonction x — x* sur]0,4o00[)

Ainsi (1+2)*" >0et 1 — (1 +2)*! <0.
On en déduit : f/(x) < 0 avec égalité seulement si z = 0.

e On en déduit le tableau de variation suivant.

T 0 1

Signe de f'(z) —

Variations de f \

b) Montrer que pour tout entier naturel j non nul :
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Démonstration.
« D’aprés la question qui précéde, la fonction f est décroissante sur [0, 1]. Ainsi :

Vz e [0,1], f(z) < f(0)=0

e On en déduit :
Veel0,1], 1-(14+2)™* < az

1

e

1
« Soit j € N*. En appliquant la formule & x = - € [0, 1], on obtient :
J

1 1
l—-—— < a-

(1+3)° J

5. Montrer, en utilisant le résultat de 3., que :

lim jHP(X =j]) =a
J—>+oo
Démonstration.
« La fonction z + (1 + x)~% est de classe C! sur [0,1].
Elle admet donc un développement limité a l'ordre 1 au voisinage de 0.
Ainsi, il existe une fonction e définie dans un voisinage de 0, telle que, au voisinage de O :

(I+z) % =1l-az+uze(x)
ou lim e(x) = 0.

r—0

1

o« Comme 7 0, on peut appliquer ’égalité précédente a x = % pour j dans un voisinage de

1\ ¢ 1 1 1
<1+.> = 1—Oé.+.5<.>
J J J J
1\ ¢ 1 1 1
ainsi 1—<1+‘> = a‘_.é-(‘)
J J J
. 1 1\ ¢ 1 1 1 1
puis —_— 1-— ].+* = - o - ——=€| =
J¢ J 7% J J

. . 1 (par multiplication de
a+1 — — — Z
enfin P =J)) a-e < > part et d’autre par jt)

J—>+oo

+00. On obtient :

« Enfin, par théoréme de composition de limites :

lim s<1,> — lim e (2) =0

j—+o0 7 z—0

On en déduit que lim o™ P([X = j]) = a.

Jj—+oo
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Commentaire \

« A Paide de I'inégalité de la question précédente, on obtient :
Vi e N*, j*T P(X =4]) < «a

Il est donc assez naturel d’envisager un raisonnement par encadrement. Il faudrait
pour cela tenter d’obtenir le méme type d’inégalité a gauche. L’énoncé écarte cette
possibilité : le concepteur renvoie & la question 3. et non pas a la question 4..

o Rappelons l'extrait du programme officiel concernant les développements limités :
« Les seuls développements exigibles concernent les fonctions z — e*, z +— In(1 + ),
x +— (1 + ) au voisinage de 0, et & 'ordre 1 ou 2 uniquement. Aucune connaissance
(somme, produit, composition ... ) concernant les techniques de calcul des développe-
ments limités n’est exigible. »

On préfére donc, dans la démonstration ci-dessus, revenir a la définition de base de la
notion de développement limité & I'aide d’une fonction €. Ceci permet de s’affranchir

des manipulations des o (...) et o (...) et de s’assurer que la démonstration est
x—0 j—4oo
bien conforme aux attendus du programme.

\ J

6. Montrer que X admet une variance si et seulement si a > 2.

Démonstration.

o La viar. X admet une variance si et seulement si la série Y. j2 P([X = j]) est absolument
convergente. Cette série étant a termes positifs, cela revient & démontrer qu’elle est convergente.

o D’aprés la question précédente : hT JH P([X = j]) = a # 0. On en déduit :
j*} o0

FHP(X=4) ~ o«

j——+oo

_ 1 (par multiplication
2 — ~ l-a _
donc J P([X - .7]) st oo aj « ja_l par jl—a 75 0)
9 , 1
s PRX =)= (20)

% La série Z —
=117
Elle est donc convergente si et seulement si « —1 > 1 s.e. si a > 2.

est une série de Riemann d’exposant o — 1.

Ainsi, par le théoréme d’équivalence des séries & termes positifs, la série > j2 P([X = j]) est
convergente si et seulement si a > 2.

Ainsi, X admet une variance si et seulement si a > 2. 0

Exercice 12. (%) (d’aprés ECRICOME 2018)

no1 1
Pour tout entier naturel » non nul, on pose : u, = »_ z” In(n) et v, =u, — —
k=1
1
1. Soit f la fonction définie sur RY par f(z) = 1 +In(z) — In(z + 1).
x

a) Déterminer ili% f(z) et CEETOO f(z).

Démonstration.
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o Tout d’abord :

1
1= 1, In(z) — —oc0 et In(x+1) —In(l)=0

z—0 x—0

On en déduit lim f(z) = —oo.

x—0

o D’autre part :

ln(x)—ln(:r—l—l):—(ln(x—l—l)—ln(:p)):—ln<ml—1>:—ln<1—|—1> — —In(1)=0

x Tr—+00

Comme de plus — 0, on en déduit lim f(z)=0.
T——+00

T4+ 1 z—+oco

O
b) Etudier les variations de la fonction f sur R?% et dresser son tableau de variations.
Démonstration.
« La fonction f est dérivable sur ]0, +oo[ comme somme de fonctions dérivables sur |0, +o0].
e Soit z € )0, 4o0].
1 1 1
/ — _ -
flz) = (x—|—1)2+x x+1
x4 (@41 —z(z+1) —z+(@P+22+1)-2—z 1
x (z+1)2 B x (x+1)2 oz (z+1)2
Or z(x +1)% > 0.
Ainsi : Va € ]0,+o00[, f/'(z) > 0.
e On en déduit le tableau de variations de f.
x 0 +o0o
Signe de f'(z) +
0
Variations de f /
oo -
¢) Démontrer que : Vn € N*| upiq1 —u, = f(n).
Démonstration.
Soit n € N*.
n+1 1 n 1
Uptl — Uy = (Z —ln(n—i—l)) — ( —ln(n))
k=1 k k=1 F
n+l 1 1
= ( —E)—ln(n—l—l)—l—ln(n)
=1k gk
()~ o +1) = f(n)
= n — =
1 n) —In(n n
Vn € N* w1 —up = f(n) B
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d) En déduire la monotonie de la suite (uy,)nen-.

Démonstration.
Soit n € N*.

« D’aprés I’étude en question 1.b), la fonction f est strictement croissante sur ]0, +oo[ et de
limite nulle en +00. On en déduit :

Va € 10, +o0[, f(x) <0
« En appliquant cette propriété en x = n, on obtient, d’aprés la question précédente :

Unt1 — Up = f(n) <0

On en conclut que la suite (uy,)pen+ est (strictement) décroissante.

O

e) Ecrire une fonction d’en-téte : function y = u(n) qui prend en argument un entier naturel n
non nul et qui renvoie la valeur de u,,.

Démonstration.
1 function y = u(n)
2 S=0
3 for k = 1:n
4 S=8+1/k
5 end
6 y =S - log(n)
7 endfunction

Détaillons les différents éléments de ce code :
n
x en ligne 2, on crée la variable S dont le but est de contenir, en fin de programme Y %
k=1

Cette variable S est donc initialisée & 0.

x de la ligne 3 a la ligne 5, on met & jour la variable S & ’aide d’une boucle.
Pour ce faire, on ajoute au k¢ tour de boucle la quantité %

n
Ainsi, S contient bien ) % en sortie de boucle.
k=1

n
x en ligne 6, on affecte a la variable y la valeur u, = > % —In(n).
k=1

Commentaire \

n
Pour le calcul de la somme ) %, on peut aussi tirer profit des fonctionnalités Scilab :
k=1

S = sum(1 ./ 1:n)

Pour bien comprendre cette instruction, rappelons que :
x l'instruction 1:n permet de créer la matrice ligne (1 2 ... n).

x l'opérateur ./ permet d’effectuer la division terme & terme.
Ainsi, 'instruction 1 ./ 1:n permet de créer la matrice ligne (

T 2 PEEErY n .
x la fonction sum permet de sommer tous les coefficients d’une matrice.

1 1 1)

On obtient donc bien la somme & calculer par cette méthode.
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1 1
2. a) Montrer que : Vn € N*, vy — v, = o In (1 + n)

Démonstration.
Soit n € N*. Par définition :

1 1
Un+4+1 — Up = <Un+1 - n+1> - <un - n>

1 1
(Unt1 = tn) + 2 = 277
= (A ) -t ) + 2= D @apres t question 1.0)
11 n +1

= L+ 1) =) = 1—ln<1+1>

n n n

1 1
VneN*,vnH—vn:—ln(l—l—)
n n

b) Montrer que pour tout réel z positif : In(1 4+ z) < x.
En déduire que la suite (v, )pen+ est croissante.

Démonstration.

« La fonction g : z — In(z) est concave.
On en déduit que sa courbe représentative Cy se situe sous ses tangentes, notamment celle au
point d’abscisse 1. Or cette tangente est la droite d’équation :

y = g)+4Q) (z-1)
= ln(l)-i—%(m—l) =z-—1

On en déduit donc :
Vz €]0,4o00, In(z) < z—1

Soit ¢ > 0. En appliquant la propriété ci-dessus & x = 1+t € |0, +oo[, on obtient :

Inl+t) <X +t)-¥=t

On a bien : Vt > 0, In(1 +¢) < t.

Commentaire .

« Notons tout d’abord que la variable t étant sous la portée d'un quantificateur, elle est
muette. Ainsi, le résultat démontré est bien celui souhaité.

o Il est possible de procéder différemment.
On peut par exemple considérer la fonction g; :  — In(1 + x) et démontrer qu’elle est
concave. Ainsi, la courbe Cy, est située sous sa tangente au point d’abscisse 0 :

Ve >0, In(1+2) < g1(0)+¢1(0) (z—0)=In(1)+x==

« On peut aussi considérer la fonction go :  — = — In(1 + x), procéder a son étude et
conclure quant & son signe :

ce qui correspond & l'inégalité souhaitée.
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1
o Soit n € N*. En appliquant 'inégalité précédente a ¢ = —, on obtient :
& n

1 1 1
ln<1+>< et ainsi vn+1—vn:—1n<1+>20
n n n n

On en déduit que la suite (v, )pen+ est croissante.

O
¢) Donner le développement limité d’ordre 2 de In(1 + z) en 0. En déduire que :
1
Ut T e 22
Démonstration.
« La fonction h : z +— In(1 + ) est de classe C2 sur I'intervalle | — 1,400 car elle est la composée
h = h2 e} hl ou :

x hi:x—14x est:
— de classe C? sur | — 1, +00] car polynomiale sur cet intervalle.
— telle que hy(] — 1, 4+00[) C ]0, 400l

x hg : x+ In(x) est de classe C2 sur ]0, +ool.

Ainsi, h admet un développement limité d’ordre 2 au voisinage de tout point de
I'intervalle | — 1, 400[ et donc en particulier de 0.

« Ainsi, il existe une fonction £ définie dans un voisinage de 0, telle que, au voisinage de 0 :

h(z) = h(0)+ R (0)z + hﬂ2(0)a:2 + 22 ()
1

= m—§$2+$2 e(z)

ou lim e(x) = 0.
z—0

1 1
e« Comme — — 0, on peut appliquer cette égalité & x = — pour n dans un voisinage de +00.
n

n n—+oo
| 1+1 1 1 1+1 1
— —_ — € —
. n n 2n2 n? n

On obtient :
avec lim e <> = lim e(z) = 0 par théoréme de composition des limites.
n—-+00 n z—0

On peut donc écrire :

1 1 11 1
on =i =l LH 0 ) =0 = mo te o e
.. 11 1 1
AIHSIZU"+1_U”:§E+7¢_>O+OO 2 et donc vp41 — vy i wE
O
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+oo
d) Déterminer la nature de la série de terme général v,41 — vp,. On note v = > (Vp41 — Vp).
n=1
Démonstration.
D’aprés ce qui précéde :
11
X Up+1 — Un n;\loo 5 E
. 11
x VYn e N* vpi1 —v, =20 et 3 ?20'
1
x La série ) — est convergente en tant que série de Riemann d’exposant 2 (> 1).
n>1 n
11
Il en est de méme de la série ) 32 (on ne change pas la nature d’une série en multipliant
n

n>1
son terme général par un réel non nul).

Ainsi, par le critére d’équivalence des séries a termes positifs, la série

> (Un+1 — vp) est convergente.
n=>1

La seule difficulté de cette démonstration réside dans la rédaction du critére des séries
a termes positifs (les arguments a utiliser ont tous été démontrés dans les questions
précédentes). C’est donc une question d’application directe du cours qu’il convient de
savoir traiter.

O
n—1
e) Pour n > 2, simplifier la somme partielle : >~ (vgy1 — vg).
k=1
En déduire que la suite (vy,),>2 converge vers 7.
Démonstration.
Soit n > 2.
o Par sommation télescopique :
n—1
> (k1 —vk) = Vo1 —v1 = vn— 1
k=1
n—1
On en déduit : v, =v1 + > (Vg1 — vk).
k=1
« Or, d’apres la question précédente, la série > (v,41 — vy,) est convergente.
n=1
On déduit de I’écriture précédente de v, que la suite (v,) est convergente, de limite :
“+o00
1‘ = —_ =
Jm oy =0y + Py (Vg+1 — V) =v1 + 7
« Enfin :
1 11
vp=up — - = ——lpfAJ | -1=1-1=0
1 =k
Ainsi, la suite (v,) est convergente, de limite lim v, =1.
n—-+00
O

10
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3. a) Déterminer lim wuy,.
n—oo

Démonstration.
Soit n € N*. )
Par définition : uw, = v, + —.

La suite (up)nen+ est convergente car elle est la somme de suites convergentes.

1
De plus, lim wup,= lim v,+ lim —=v+0=1.

n—-+4oo n—-+oo n—+oo N

Commentaire \

o Il n’y a pas forcément dans les sujets une croissance linéaire de la difficulté. Au contraire,
chaque nouvelle partie commence généralement par une question plus simple de mise en
route. Il n’est donc pas judicieux de laisser de c6té certaines parties.

o Cette question 38.a) ne présente pas de difficulté. Comme dans la question 2.d), on est
confronté ici & une question bilan qui consiste simplement & rappeler puis utiliser certains
résultats précédents. Ces résultats étant fournis par 1’énoncé, cette question peut étre

traitée méme si les questions précédentes ne 'ont pas été.
\ 1

=

b) Montrer que :
Vn € N*, v, <~v < up,

puis que :
Vn € N*,

un_7|<

S|

Démonstration.

o Dans ce qui précéde, on a démontré que :
x la suite (v, )nen+ est croissante (question 2.b).
« la suite (v, )nen+ converge vers .

Démontrons alors que : Vn € N*, v, < . Pour ce faire, on suppose par 'absurde que ce n’est
pas le cas. Autrement dit, on suppose qu’il existe ng € N* tel que vy, > 7.

La suite (vy,) étant croissante : Vn = ng, vy = Up,.
Par passage a la limite dans cette inégalité, on obtient : v = vp,,.
En combinant avec I'inégalité de I’hypothése, on a alors :

Y2 Ung >y

Ce qui est absurde!

On en conclut : Vn € N*, v, < 7.

« En appliquant le résultat précédent a la suite (—uy,)nen+ qui est croissante (car (uy)pen+ est
décroissante) et de limite —v, on obtient :

Vn € N*, —u, < —v

Ainsi : Vn € N* u, > 7.

11
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Commentaire \

o L’esprit de I’énoncé semble étre d’utiliser directement le résultat suivant :

(vp,) croissante

vy — A
n—+o00

}z#VneNmmgﬁ

o Le résultat encadré ci-dessus est lié & la notion de borne supérieure d’une suite, qui
par définition, et sous réserve d’existence, est le plus petit des majorants de la suite.
Si on connait ce vocabulaire, on a accés & un énoncé plus précis du théoréme de
convergence monotone : toute suite croissante et majorée converge vers sa borne
supérieure. On peut alors démontrer le résultat précédent :

x la suite (v,) converge (vers ¢) donc elle est majorée,
x la suite (vy,) est croissante.

Ainsi, d’aprés le théoréme ci-dessus, £ = sup v, et donc : Vn € N, v, < /.
neN

\

o Soit n € N*. D’aprés I'inégalité précédente : u, — v = 0. On en déduit :
‘Un - '7| = Up —7

Or, par définition de la suite (vy)pen+ :

1 1 1
Un—’Y:Un—f—*—’Y:(Un—’y)—i-fé—
n n n
car, d’aprés ce qui précéde : v, — vy < 0.
. 1
VnEN,‘un—'ﬂgE 0

¢) On rappelle que l'instruction floor(x) renvoie la partie entiére d’un réel x et on suppose que
la fonction u de la question 1.e) a été correctement programmeée. Expliquer l'intérét et le fonc-
tionnement du script ci-dessous :

1 eps = input('Entrer un réel strictement positif : ')
2 n = floor(1/eps) + 1
3 disp(u(n))

Démonstration.

« Ce script a pour but d’afficher une valeur approchée de v a € prés (o € est un réel strictement
positif fourni par I'utilisateur et stocké dans la variable eps).
Pour ce faire, il faut commencer par trouver un entier N € N* tel que :

‘UN‘—7| < ¢

e Or, d’apreés ce qui précéde :
1
Vn € N*, ‘un—'y‘ < -

Afin de trouver I'entier N recherché, il suffit de trouver un entier N € N* tel que :

N S°©
Si c’est le cas, on obtient alors, par transitivité :
WN_V}g‘l < e
N

12



ECE2 2018-2019
Mathématiques

o Raisonnons par équivalence pour trouver N :

1 1 (par décroissance de la
€

— < N > Lo
NS®T - fonction inverse sur )0, +00])

Ainsi, tout entier plus grand que % convient. En particulier, I’entier N = L%j + 1 convient.

Ce script affiche la valeur uy ou N = L%j + 1. C’est une valeur approchée de v a & prés.

13
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Exercice 13. (3¢) (d’aprés ECRICOME 2017)
On note pour tout z € | — 1,1], p(x) = v1 + z.

1. Justifier que la fonction ¢ est de classe C2 sur | — 1, 1], et déterminer les valeurs de ¢’(0) et ¢ (0).

Démonstration.
« La fonction ¢ : z + /1 + x est de classe C2 sur | — 1, 1] car elle est la composée ¢ = h o g oi :
x g:xr—1l4xest:
— de classe C% sur | — 1, 1] car polynomiale sur cet intervalle,
telle que ¢g(] — 1,1[) C 0,400 (pour tout = € | —1,1[, 1 +z > 0).
x h:y— /y de classe C? sur ]0, +o0].

La fonction ¢ est de classe C? sur | — 1, 1[.

e Soit z €| —1,1[.
1 1

‘P(@ZW et 90(33):—m

1 1
On obtient alors : ¢'(0) = B et ¢”(0) = -1

O

2. En utilisant la formule de Taylor-Young pour ¢ en 0 & 'ordre 2, déterminer un réel a non nul tel
que :

1
Vidz=1+ 3% + ax? + x?e(z) avec lin% e(z) = 0.
T—
Démonstration.
La fonction ¢ est de classe C? sur | — 1, 1].
Comme 0 € | — 1,1[, ¢ admet un développement limité a 1'ordre 2 en 0.
D’aprés la formule de Taylor-Young & l'ordre 2 appliquée & ¢ en 0 :

/"
0
L()xQ + 2%e(x) avec lim e(z) = 0.

() = ¢(0) + ¢ (0)z + )

D’aprés les calculs de la question précédente et en vérifiant que ¢(0) =1 :

1 1 1
Vitz=1+ -2 — 2?4+ 2%(x) avec liH(l) e(r)=0 et a= ~5
T—

2 8 O

3. On note P(z) = 1+ 2+ az? la fonction polynomiale de degré 2 ainsi obtenue. Développer (P(z))?.

Démonstration.
Soit z € R.

(P(x))? 141 L)

z = —r— -
2 8
1 2 1 1 1 1

1

= 1 - .3 4

+x 83: +—64x

1 1
2 -3 4
(P(x))*=1+=x 3L T ® .
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Exercice 14. (%¥%) (d’aprés EDHEC 2017)

o On désigne par n un entier naturel non nul et par Xy, ..

., X, des variables aléatoires définies sur le

méme espace probabilisé, indépendantes et suivant la méme loi que V', c’est a dire la loi £ (1).

o On considére la variable aléatoire Y,, définie par Y,, = max(Xy, Xo,...

tout w de Q, on a : ¥, (w) = max(X; (w), Xa(w), ..., Xp(w)).

On admet que Y,, est une variable aléatoire & densité.

, Xp), c’est & dire que pour

2. a) Montrer que la fonction de répartition Fy;, de Y, est définie par :

0

Fy,(z) = { (1—e—o)n

Démonstration.
« Déterminons tout d’abord Y, ().

sizx <O
siz >0

Pour tout i € [1,n], la v.a.r. X; suit la loi £ (1), et donc X;(2) = [0, +o0l.

On rappelle que Y;, = max(Xy,...,X,).

Ainsi, Y,,(2) C [0, +o0].

o Soit € R. Deux cas se présentent.

— Six <0:alors [V, < z] = 2. Ainsi :

Fy,(z) = P([Yo <)) =
- Siz >0
= P(lmax(X1,...,X,) < z])

= P([X1 <a]) x
= (P(X1<a2])"
= (I-e)"

(car les v.a.r. X;
sont indépendantes)

(car les v.a.r. X;
ont méme loi)

(car X1 — E(1))

siz <0
sizx>0

Commentaire

mettre en place cette disjonction de cas.

o Cette question permet d’illustrer l'intérét de la détermination de Y;, () : cela nous
fournit la disjonction de cas servant & déterminer la fonction de répartition Fy;,.

« On notera au passage que démontrer l'inclusion Y, () C [0, +o00[ est suffisant pour
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b) En déduire une densité fy, de Y.

Démonstration.
e Y, est une variable a densité car :
x Fy, est continue sur R.
« Fy, est de classe C! sur R, sauf éventuellement en 0.
En effet, sur | — 0o, 0[, Fy, est de classe C' car elle est constante sur cet intervalle.
Sur ]0, +oo[, Fy, est de classe C! car elle est la composée de fonctions de classe C* sur R.

o Pour déterminer une densité de Y,,, on dérive Fy, sur les intervalles ouverts.
Soit = € R.

fy,(z) =Fy, () =0

fy, (x) = F)’/n (x) =ne (1 — e—a:)n—l

0 six <0
Vr €R, fy,(z) = { ne (1 —e )" 1 siz >0

Commentaire

Il faut bien comprendre qu’on peut prendre n’importe quelle valeur positive pour f,
en 0. On peut ainsi construire une infinité de densités de Y,,.
C’est pourquoi on parle d'une densité.

O

3. a) Donner un équivalent de 1— Fy; (¢) lorsque ¢ est au voisinage de +00, puis montrer que l'intégrale

+oo
/ (1 — Fy, (t)) dt est convergente.
0

Démonstration.
On commence par déterminer un équivalent de 1 — Fy;, (t) quand ¢ — +o0.
Fy,(t) = (1—e)"
« On reconnait une expression de la forme (1 + x)® dont on connait un développement limité

en 0. Plus précisément, il existe une fonction £ définie dans un voisinage de 0 et qui vérifie
lir% e(z) = 0, telle que, au voisinage de 0 :
T—

(14+2)" = 1+nz+ze(x)

t

o Comme —e~* — 0, on peut appliquer I’égalité précédente & * = —e~! pour ¢t dans un

t——+o0
voisinage de +o00. On obtient :

(1-e)" = 1-net—ele(—e
ainsi 1—(1—e)" = ne'+elc(—e)
« On constate alors : e ' e (—e™") = o (e7"). En effet :
t—+oo

par théoréme de composition des limites.
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e Onenconclut : 1 — Fy, (1) =ne '+ o (e7t).

t——+oo

Et ainsi : 1 — Fy, (t) ~ mne "

t—+o0

+oo
Démontrons alors que 'intégrale / (1 — Fy, (t)) dt est convergente.
0

« La fonction ¢t +— 1 — Fy, (t) est continue sur [0, +o0[.

o D’autre part :
1—-Fy,(t) ~ net(=0)

t—+o0
+oo +oo
« Or, l'intégrale e~ ! dt est convergente (de la forme e " dt avec a > 0).
(on ne change pgs la nature d’une intégrale impropre en mgltipliant son intégrande par un réel
non nul : ceci nous permet de ne pas prendre en compte le réel n # 0)
Ainsi, par critére d’équivalence des intégrales impropres de fonctions continues positives, I'inté-

+o0
grale / (1 — Fy, (t)) dt converge.
0

400
L’intégrale / (1 — Fy, (t)) dt est convergente.
0

Commentaire |

+oo
o Les intégrales de type e~ dt sont considérées dans le programme comme des

0
intégrales de référence au méme titre que les intégrales de Riemann ce qui explique
la rédaction ci-dessus.

o On aurait pu justifier autrement la convergence de cette intégrale.

1) Soit par calcul.

Soit A > 0.

A A
/ netdt=n|—-e"] =n(l- e — n
0

0 A—+o0

+oo
Donc / ne~! dt converge.
0

2) Soit par un argument provenant du chapitre des v.a.r. a densité.

L’intégrale et dt converge et vaut 1 en tant qu’intégrale d’une densité

0
d’une v.a.r. X suivant la loi exponentielle de paramétre 1. 0

\ J

b) Etablir I’égalité suivante :
voeRt, [ (=P @) dt=a- B @)+ [ 0 di
0 0

Démonstration.
Soit € Ry. On procéde par intégration par parties (IPP).

ut) = 1-Fy,(t) d(t) = —fr, ()

V() = 1 o(t) = t

Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont C! sur [0, z].
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On obtient alors :
x X
[ ixa-moya = (ta-RO)] - [ ()
0 0
xX
— o (1= Py ()~ CO—Fr (O + | th () di
0
x
= z (1— Fy,(x)) +/ tfy, (t) dt
0
T €T
VoeRe [ (- By @) di= ot~ By @)+ [t (o) d -
0 0
¢) Montrer que : lim (1 — Fy,(x)) =0.
T—>+00
Démonstration.
« D’apreés la question 3.a), 1 — Fy, () ~ me~". On obtient alors :
—+00
z(1— Fy, (z)) ~ nze ™
T —+00
e Or:nze ™™ — 0.
r—r+00
En effet, xe™ = 2z — 0 par croissances comparées. Ainsi : nze™ — 0.
e’ z—+4oo T—~400
im 21— Fy (1) =0 .

d) En déduire que Y,, posséde une espérance et prouver I'égalité :

E(Y,) :/O+°° (1— By (1)) dt

Démonstration.

“+oo
o La v.ar. Y, admet une espérance si et seulement si l'intégrale impropre / tfy, (t) dt

e 0]
est absolument convergente, ce qui équivaut & démontrer la convergence pour les calculs de

+o0
moment du type / t" fy, (t) dt.
+o0 o +o0
Or : / tfy, (t) dt = / tfy, (t) dt car fy, est nulle en dehors de [0, +o0].
—o0 0

e Or, d’apreés la question 3.b), pour tout > 0 :

x xX
|t = [ =By (o) de - o1 - By (2)
0 0
La partie droite de ’égalité admet une limite finie quand x — +oco car :
+oo
x l'intégrale / (1 — Fy, (t)) dt converge, d’aprés la question 3.a)
0

x lim (1 — Fy,(z)) =0, d’aprés la question 3.b)

T—>+00

+oo
On en déduit que I'intégrale / tfy, (t) dt est convergente. De plus :
0

+0o0 +00
/ thy. () dt:/ (1= Fy, (t) dt —0
0 0

+oo
En conclusion, la v.a.r. ¥;, admet une espérance et E(Y},) = / (1— Fy,
0

(t)) dt.
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4 a)

b)

Montrer, grace au changement de variable u = 1 — e, que l'on a :

T l—e™®
Vr € RT, / (1— Fy,(t)) dt—/
0 0

1—u"”

1—u

du

Démonstration.
Soit z € Ry.

/0 (1— Fy, (1)) dt:/o (1-(1-e™") dt

t

On effectue le changement de variable| u=1—¢"

u=1—e"! (et donce ™ =1—wupuist=—In(l—u))

1 1
—~du=etdt et dt = — du = du

e 1—wu

et=2x = u=1—¢7"%

Ce changement de variable est valide car la fonction ¢ : u — —In(1 — u) est C! sur [0,1 — e 2].
On remarque de plus que u € [0, 1 —e~7%], en particulier u # 1 (car 1 —e~® < 1 pour tout x > 0)

ce qui permet de justifier la validité de I’écriture
—u
On obtient finalement :

T n 1—e™® 1 1—e™® 1 —u”
/ (1(1e_t))dt:/ (1 —u") du:/ Y du
0 0 1—wu 0 1—wu
T 1—e™® 1—u”
vz € R, / (1= Fy. (1) dt = / du
0 0 1—u
O
) ) T n (1<_.e*x)k .
En déduire que : (1—Fy, (t) dt = > ’ puis donner E(Y},) sous forme de somme.
0 k=1

Démonstration.

« On remarque tout d’abord : u € [0,1 — e™*]. On a donc, en particulier : u # 1.
1—a"

n—1
On peut donc écrire : > uF = :
k=0 l-u

o On obtient ainsi :

1—e® l—e=%
1 —u™ n—1

/ Yodu = / S uk du
0 l—u 0 k=0

nl rl-e o du (par linéarité
0 de lintégrale)
1
n=1 [ o k+1
= = [ k+1 ]
k=0 o
(1 —e ™)k (par décalage

k=0 kvl el ok d’indice)

e
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e On sait de plus que lim e * =0, donc :
r—r—+00

Exercice 15. (%) (d’aprés EDHEC 2018)
xr
On considére la fonction f qui & tout réel = associe : f(x) = / In(1 + %) dt.
0
1. a) Déterminer le signe de f(x) selon le signe de z.
Démonstration.
Notons g : ¢t — In (1 + t2).

« Soit t € R. Remarquons tout d’abord : 1 +¢2 > 1.
Ainsi, par croissance de la fonction In sur ]0, +o0] :

gt) = In(1+#*) > In(1)=0

« La fonction g est continue sur R car elle est la composée g = g2 0 g1 ol :
x gt 1412 est:
— continue sur R car polynomiale,
— telle que g1 (R) = [1, 4+o00[ C 0, 400].
x gt~ In(t), continue sur ]0, +o0].
o Soit x € R. Deux cas se présentent :

x si x > 0 alors la quantité f(x) est bien définie comme intégrale sur le segment [0, z] de la

fonction g continue sur [0, z].
De plus : Vt € [0,z], g(t) > 0.

Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant (0 < z) :

Ve >0, f(x) =20

I'intégrale sur le segment [z, 0] de la fonction g continue sur [z, 0].
De plus : Vt € [z,0], g(t) > 0.

Par croissance de I'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant (z < 0) :

0
/ gt)ydt > 0

T 0
et ainsi : f(x) = /0 g(t) dt = —/ g(t) dt < 0.
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Commentaire

On illustre dans cette question la rédaction attendue afin de démontrer qu'une composée de
fonctions continues est continue. Par la méme rédaction, on pourrait démontrer qu’une composée
de fonctions dérivables (resp. de classe C* ou C*) est dérivable (resp. de classe C* ou C*) en

remplagant chaque occurrence du terme « continue » par dérivable (resp. de classe C* ou C™).

-

b) Justifier que f est de classe C! sur R et calculer f/(x) pour tout réel x.

Démonstration.

e On a vu dans la question précédente que g est continue sur R.
Elle admet donc une primitive G de classe C! sur R.

o Soit # € R. Par définition :

f@)—Axmwﬁ—[ka-—ﬂ@—G@

La fonction f est de classe C! sur R car G l'est.

(f est la somme d’une fonction de classe C sur R et d’une constante)

e De plus :

\.

Commentaire

o On peut aussi rédiger en se servant du fait que la fonction f est la primitive de g

@) = G'@)~0 = ga) = In(1+2?)

Vr eR, f'(x) =In (1 +x2)

sur R qui s’annule au point 0. On en déduit immédiatement que f est C! sur R et :
vz €R, f'(z) = g().

L’intérét de la démonstration précédente est qu’elle est plus générale et peut donc
étre adaptée a tous les cas particuliers. Imaginons par exemple une fonction h définie
par :

€T 1:2
vz € R, h(z) = / o) dt=[ GO = GE?) = G0)
0
La fonction A N?EST PAS une primitive de g.

L’expression ci-dessus permet toutefois de conclure que h est de classe C' sur R
comme composée de z — 22 par G toutes les deux de classe C' sur R. De plus :

Vz € R, B (z) =2z x G'(2*) = 2z x g(2?) = 22 In (1 + 2?)

Il n’y a pas, dans le programme ECE, de théoréme permettant de dériver sous le
symbole d’intégration. Les tentatives de ce genre révélent une mauvaise compréhen-
sion des objets étudiés.

¢) En déduire les variations de f sur R (on ne cherchera pas a calculer les limites de f).

Démonstration.

o D’aprés la question précédente :

Vz €R, f/(z) =g(z)=In(1+ 1’2)
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o Or, pour tout # € R, 1+ 2% > 1. Ainsi, par croissance de la fonction In sur ]0, +oo] :

In (1+ xz) > In(1)=0

On en déduit que f est croissante sur R. La fonction f’ ne s’annulant qu’en un point
(f'(x) =0< x =0), la fonction f est méme strictement croissante sur R. O

2. a) Montrer que f est impaire.

Démonstration.
« La fonction f est définie sur R, intervalle symétrique.

e De plus, pour tout z € R :

f(—z) = /O_I In (1 +¢%) dt

On effectue le changement de variable | u = —t

u= —t (et donc t = —u)
—du=—dt et dt=—du

et=—x = u==x

Ce changement de variable est valide car la fonction ¢ : u +— —u est C' sur le segment de
bornes 0 et x (c’est le segment [0, x] si # > 0 ou le segment [z,0] si z < 0).

On obtient finalement :

_ —xn 2 — In _u2—u:—xn u2 u = —Jx
f(—x)_/0 1(1+t)dt—/01(1+( )?) (— du) /01(1+ ) d f(x)

Ainsi : Vz € R, f(—x) = f(x) et la fonction f est impaire. O

b) Etudier la convexité de la fonction f et donner les coordonnées des éventuels points d’inflexion
de la courbe représentative de f dans un repére orthonormé.

Démonstration.

« En question 1.a), on a démontré que la fonction f est de classe C! sur R et de dérivée f' = g.
En adoptant la méme rédaction que dans la question 1.a), on démontre que g est de classe C!
sur R.

On en déduit que la fonction f est de classe C2 sur R.

e Pour tout x € R : .

@) =

Comme 1+ 22 > 1> 0, la quantité f”(x) est du signe de 2z.
On en déduit le tableau de signes suivant :

X 2x

T —00 0 +0o0
Signe de f”(z) — 0 +
La fonction f est concave sur | — oo, 0] et convexe sur [0, +oo[. La fonction f change de
concavité en 0, seul point d’inflexion de la courbe représentative de f. O
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3. a) Déterminer les réels a et b tels que :

b)

Démonstration.

2

Remarquons tout d’abord :

Ainsi :

t
Vi € R, a4+ ——
12 ftire
N b a(l+t*)+b (a+b) + at?
a = =
14142 1+1¢2 1+ ¢2
12 b 12 2
. - (a+b)+ at
1+1¢2 1+1¢2 1+1¢2 1+1¢2

Cette derniére égalité étant vérifiée pour tout réel t, elle est équivalente, par identification, au

systéme suivant :

a + b = 0 Len-5 b = -1
<~
a =1 a = 1
2 1
Ainsi’ pour tout t S R, m — 1 - m

En déduire, grace a une intégration par parties, que, pour tout réel x, on a :

Démonstration.
Soit « € R.

On calcule / In (1 + t2) dt en procédant par intégration par parties (IPP).

0

) = X n xz— :
fla) = @ (+at)-2)+2 [

u(t) = In(1+¢%)

V() = 1

1

14 ¢2 di

2t
1+t

=t

Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe C! sur le segment de bornes 0 et x
(c’est le segment [0, z] si x > 0 ou le segment [z,0] si z < 0).

On obtient finalement :

/ In(1+#*) dt =
0

) » T 2t2

(z ln(1+x2)—0/l¥rm)—2/0x (1—1+1t2> dt

(d’apres la
question précédente)

X X 1
= zhn(l+2%) -2 1dt+2 | ——dt
xn( —i—:v) /0 +/O 11
r 1
_ 2
* 1
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4. Recherche d’'un équivalent de f(x) au voisinage de +oc.

+oo
a) Montrer que / m dt est une intégrale convergente.
0

Démonstration.
La fonction f :t e est continue sur [0, +00[.
1 1
t = — ~ —_
< f®) 1412 toteo t2
1 1
+oo
x L’intégrale / o) dt est convergente en tant qu’intégrale de Riemann impropre en +oo,
1

d’exposant 2 (2 > 1).
Ainsi, par critére de convergence des intégrales généralisées de fonctions continues positives,

+00 1
I'intégrale /1 52 dt est convergente.

1
De plus, comme la fonction f est continue sur [0, 1], 'intégrale / f(t) dt est bien définie.
0

+o0 1
On en déduit que l'intégrale / 52 dt est convergente.
0

b) En déduire que f(z) ~ zIn(1+ 2?).

x—+o00

Démonstration.
Soit > 0.
o D’aprés la question 3.a) :
x
1
« On en déduit, en divisant de part et d’autre par z In(1 + 22) # 0 :
r 1
— dt
@), 2/0 X
r In(1+22) z In(1+ 2?) x In(1+ 2?)
e Or:
x lim In(1+ 2?%) = 400 ainsi lim . 0
T—400 T—+00 111(1 -+ 332)

+oo
I'intégrale impropre —— dt est convergente.
x g prop A e verg

xT

On en déduit que dt admet une limite finie lorsque x tend vers +oc.

1
D’autre part, comme lim ——— =0

z—+oo In(1 + 162)
X
1
/ 14 t2 dt
lim CAUNEE S B

z—+oo 1 In(1+ 22)

0 1412

On en conclut : mgr—ir-loo xlrﬁx—)kmz) = 1 et ainsi: f(z) LT In(1 + x2).

24



ECE2 2018-2019
Mathématiques

Commentaire \

« Dans cette question, il est demandé de démontrer que la fonction f est équivalente
a la fonction h : x — x In (1 + :1:2) au voisinage de +oo. Pour ce faire, il faut
systématiquement penser & former le quotient des deux fonctions.

Il s’agit alors de vérifier :
f(z)

z—+oo h(x)

« Afin de pouvoir appliquer cette définition, on vérifiera au préalable que h ne s’annule
pas dans un voisinage de +o0o (ici on a : Vo > 0, h(x) # 0).

O

J

1
c¢) Vérifier que, pour tout réel z strictement positif, on a In(1 4+ 22) = 2In(z) + In <1 + 2>, puis
x
établir I’équivalent suivant :
f(z) ~ 2z In(x)

T—+o00

Démonstration.
Soit z > 0.

1
« Remarquons tout d’abord : 1 4+ 22 = 22 (1 + 2).
x

e On en déduit, par propriété de la fonction In :
1 1
n(1+2?) =hn(z?)+h(l+—=) =21 In(l+—
n (14 2°) n(x)+n<+x2> n(x)—i—n(—i—xz)

« Enfin, d’apreés la question précédente :

f(x) z In(1+ 2?) 2z ln($)+xln(1+#) _ 1+Zln(1+x%)
22z In(z) e+ 22 In(z) 2z In(x) B 2z In(z)
et comme lim 2In(z) =+ooet lim In(1+4 2) =In(1) =0 alors :
T—~+00 T—~+00 z
In (1+ 25

Ainsi : f(z) ~ 2z In(z).

r—+4o0 D

d) Donner sans calcul un équivalent de f(x) lorsque z est au voisinage de —oo.

Démonstration.
o D’apreés la question 4.c) : lim ﬂ =1
z—+oo 2z In(x)
« On pose alors le changement de variable X = —z.
Ainsi, si £ — +00, X — —o0. On a alors :
lim 7‘}(@) = lim f(=X)
z—+oo 2z In(x) X——00 2(—=X) In(—X)
X
= XLHEOO 7%71‘]?11(2)() (car f est impaire)
o fX) flz)
On en déduit XLHEOO 2X In(—X) xEI—iI-loo 2z In(x) Loet fl@) o= —oo 22 In(—z).
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Commentaire \

« Si une fonction est paire (resp. impaire) sur R, alors on peut limiter son étude a
I'intervalle [0, 4o00[ et en déduire le comportement de la fonction sur | — oo, 0].
Plus précisément :

x si f est paire sur R alors la courbe représentative de f, Cyr, est symétrique par
rapport & I'axe des ordonnées. On en déduit notamment que si f admet une
limite en +o00, alors elle admet la méme limite en —oo.

x si f est impaire sur R alors Cy est symétrique par rapport a l'origine. On en
déduit notamment que si f admet une limite en +o00, alors elle admet la limite
opposée en —oo.

o On écrit dans cette question In(—X). On rappelle que Iécriture — X ne désigne pas
obligatoirement une quantité négative. Dans cette question, comme X < 0, on a
—X > 0 ce qui permet I'écriture de In(—X).

5. Recherche d’'un équivalent de f(z) au voisinage de 0.

a) Montrer que f est de classe C? sur R.

Démonstration.
En question 2.b) on a démontré que f est de classe C? sur R car sa dérivée f’ = g est de classe
C! sur R. En adoptant la méme rédaction que dans la question 1.a), on démontre que g est de
classe C? sur R.

Ainsi, la fonction f est de classe C3 sur R. O

On admet la formule de Taylor-Young a I'ordre 3 au voisinage de 0 pour la fonction f, c’est a dire :

2! . 72 . 3
f(@) = F0) + 3 1'(0) + 5 £(0) + 5 fP(0) + o (27)

b) Déterminer f(0), f/(0), £7(0), f©)(0).

Démonstration.
Soit z € R.

o Commencons par déterminer les dérivées successives de f.

2z

B 21+ 2?) —2z(2z) 2 - 227
I N

FO(2)

f/(:c) =In (1 + 332)’ f”(:c) (14 22)2 (1 + 22)2

e On en déduit :

2
Z_9
1

f0)=m1)=0,  f0)=0,  f0)=

0
Enfin, f(0) :/ In (14 ¢*) dt =0.
0

(on peut aussi rappeler que f est la primitive qui s’annule au point 0 de g : t — In (1 + t2))

FO)=f1(0)=f"(0)=0 et [O0)=2
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o Dans l'exercice, il est fondamental d’écrire la formule de Taylor-Young jusqu’a
I’ordre 3 puisque les dérivées successives de f en 0 sont nulles jusqu’a cet ordre :
F(0) = f(0) = f"(0) = 0 et f®)(0) # 0.

e Dans le programme ECE, il est clairement spécifié que la notion de développe-

ment limité n’est abordée que jusqu’a 'ordre 2. C’est pourquoi le concepteur donne
I’expression de la formule a l'ordre 3.

o Il est simple de généraliser la formule de Taylor-Young & I’ordre n. Plus précisément,
si f est une fonction de classe C™ au voisinage du point 0, alors :

n (k) 0
fay =3 00y o @
ot f*) représente la dérivée k¢™e de f. -
23
c¢) En déduire alors un équivalent de f(x) au voisinage de 0 (on trouve f(z) ~ 3 ).
z—0
Démonstration.
D’aprés la question précédente et par la formule de Taylor-Young rappelée dans I’énoncé :
3
_ 5 T 3y _ 2 3 3
fl@) = 255+ o (@%) = 2"+ o (%)
0 déduit : L s
n en eul.f(x)xjoga:. B

6. On rappelle qu’en Scilab, la commande grand(1, 1, 'unf', a, b) simule une variable aléatoire
suivant la loi uniforme sur [a, b]. Compléter le script Scilab suivant pour qu'il calcule et affiche, a
I'aide de la méthode de Monte-Carlo, une valeur approchée de f(1) :

1 U = grand(1, 100 000, 'unf', 0, 1)
2 V=1log(1 +U ."2)

3 £=-——---

4 disp(f)

Démonstration.

1

« L’idée de la méthode de Monte-Carlo est de faire apparaitre f(1) = / In(1 + t?) dt sous forme

d’une espérance qu’on pourra alors approcher & I'aide d’une simulation informatique.

e On considére U une v.a.r. telle que U — U([0,1]) de densité : fir : ¢t — {

1 sitel0,1]
0 sinon

Notons alors V' la v.a.r. définie par V = g(U) = In(1 + U?).

D’aprés le théoréme de transfert, la v.a.r. V admet une espérance si et seulement si l'intégrale

1

g(t

) fu(t) dt est absolument convergente.

0
Les fonctions g et fiy étant & valeurs positives, cela revient & démontrer qu’elle est convergente.

1
La fonction t + g(t) fu(t) étant de classe CY, sur [0,1], intégrale / g(t) fu(t) dt est bien
0

définie.

La v.a.r. V admet une espérance.
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« Enfin, par définition de fyy on obtient ’espérance de V sous la forme :

1 1
BV) = [ o) foyde = [ w8y d = f)

o L’énoncé demande donc de déterminer une valeur approchée de E(V'). L’idée naturelle pour obtenir
une approximation de cette espérance est :

x de simuler un grand nombre de fois (N = 100000 par exemple) la v.a.r. V.
Formellement, on souhaite obtenir un N-uplet (v1,...,vy) qui correspond a 'observation d’un
N-échantillon (Vi,...,Vy) de la v.ar. V.
(les v.a.r. V; sont indépendantes et ont méme loi que V')

x de réaliser la moyenne des résultats de cette observation.

Cette idée est justifiée par la loi faible des grands nombres (LfGN) qui affirme :
1 N
moyenne de 'observation = N v~ E(V)
i=1

o Cela se traduit de la maniére suivante en Scilab :
x la ligne 1 permet d’obtenir des valeurs (uq, ..., u100000) qui correspondent & ’observation d’un
100000-échantillon (Ul, ey UlOOOOO) de la v.a.r. U.
x en ligne 2, on applique la fonction g & tous les éléments du 100000-uplet précédent, ce qui permet
d’obtenir des valeurs (vy, . .., v100000) qui correspondent & ’observation d’un 100000-échantillon
(Vl, ceey ‘/100000) de la v.a.r. V.

x en ligne 3, il faut calculer la moyenne de ces observations.
On compléte donc cette ligne comme suit.

35 f = mean(V)

Commentaire .

o Un tel niveau d’explication n’est pas attendu aux concours : ’écriture de la ligne
manquante démontre la compréhension de toutes les commandes en question.
On décrit ici de maniére précise les instructions afin d’aider le lecteur un peu moins

habile en Scilab.

e On a utilisé en ligne 3 une fonction prédéfinie en Scilab. D’autres solutions sont
possibles. Tout d’abord, on peut utiliser la fonction sum :

3 £ = sum(V) / 100000

On peut aussi effectuer la somme a ’aide d’une boucle :

3 S=0

a4 for i = 1:100000
5 S =38+ V(1)
6 end

7z £ =8/ 100000

Etant donné 'espace alloué par le programme (une ligne), le concepteur avait certai-
nement en téte la premiére ou la deuxiéme solution. Cependant, il est raisonnable de
penser que toute réponse juste sera comptée comme telle. Ainsi, la derniére solution
rapporte certainement la totalité des points.
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