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CH VIII : Couples de variables aléatoires réelles
discretes

Avant d’entamer ce chapitre, il faut étre & ’aise avec la notion de v.a.r.
discrétes (c¢f chapitre précédent). Si X est une v.a.r. discréte, on rappelle

que X () peut se noter sous la forme :
X)) = {z;]iel} onlICN

(par définition, X () est une partie au plus dénombrable de R)

I. Lois associées a un couple de v.a.r. discrétes

I.1. Loi d’un couple de v.a.r. discrétes
I.1.a) Définition de la notion de couple de v.a.r.
Définition

Soit (€2, &7, P) un espace probabilisé.

Soient X et Y deux v.a.r. discrétes.

« On appelle couple de v.a.r. (X,Y) 'application définie par :

Q0 — R?
w = (X(w),Y(w))

Exemple

1)

2)

3)

4)

On lance deux fois de suite un dé a 6 faces.

e On note X la v.a.r. égale au plus petit des deux résultats obtenus.
e On note Y la v.a.r. égale au plus grand des deux résultats obtenus.
Alors, (X,Y) est un couple de v.a.r. discrétes.

Une urne contient 3 boules blanches, 4 boules vertes et 5 boules bleues.
On tire simultanément 3 boules dans 'urne.

o On note X la v.a.r. égale au nombre de boules blanches obtenues.
e On note Y la v.a.r. égale au nombre de boules vertes obtenues.
Alors, (X,Y) est un couple de v.a.r. discrétes.

On lance indéfiniment une piéce non équilibrée pour laquelle la probabi-
lit¢ d’obtenir Pile vaut 2 (et celle d’obtenir Face vaut donc 1).
On appelle chaine toute séquence constituée uniquement de Pile ou uni-

quement de Face.
o On note X la v.a.r. égale a longueur de la premiére chaine obtenue.
e On note Y la v.a.r. égale a la longueur de la deuxiéme chaine.

Alors, (X,Y) est un couple de v.a.r. discrétes.

(par exemple, si w = PPPPFFP..., X(w)=4etY(w)=2)

On dispose d’une piéce de monnaie et d’une urne contenant en tout 2n
boules (n € N*) dont n sont blanches et n sont noires. L’expérience
aléatoire consiste & lancer la piéce jusqu’a obtenir le premier pile. Puis
a tirer autant de tirages avec remise dans 'urne que de lancers effectués
pour obtenir Pile.

e On note X la v.a.r. égale au nombre de lancers de piéce effectués.

e On note Y la v.a.r. égale au nombre de boules blanches obtenues lors
des tirages.

Alors, (X,Y) est un couple de v.a.r. discrétes.
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I.1.b) Loi d’un couple de v.a.r. discrétes
Définition

Soit (2,47, P) un espace probabilisé.

Soit (X,Y’) un couple de v.a.r. discrétes.

« On appelle loi de probabilité du couple (X,Y) ou loi conjointe des
v.arr. X et Y et on note P(x y) l'application :

Y(Q) — R
= Baoyy(@y) = B(X =2]n[Y = y))

Px.y)

o Autrement dit, la loi du couple (X,Y) est la donnée de ’ensemble des
valeurs P([X = z] N [Y = y]) pour x décrivant X () et y décrivant Y ()
(i.e. (z,y) décrivant X (Q) x Y (2)).

(c’est cette définition que l’on retiendra)

Remarque

« Dans la littérature, on pourra trouver la notation [(X,Y) = (z,y)] ou
[X =2,Y =y en lieu et place de [X =z] N [Y =y].

e Si X est une v.a.r. discréte, on rappelle qu’on a utilisé une notation simi-
laire (Px (z) = P([X = z])) pour définir la loi de la v.a.r. X.
(a ne pas confondre avec la fonction de répartition Fx !)

« Dans le cas d’'un couple (X,Y’) composé de deux v.a.r. X et Y finies, on
peut représenter la loi de (X,Y") sous forme d’un tableau a double entrée.

Exemple

x Q= [1,6]% Ainsi, Card(Q) = Card([1,6]?) =

x ) est muni de la probabilité uniforme notée P
(2, P(Q),P) est un espace probabilisé)

On a donc :

Card(A)

1) On reprend 'exemple 1) précédent consistant a lancer deux dés a 6 faces.

6 x 6 = 36.

Card(A)

« Déterminons la loi de (X,Y).
Tout d’abord : X (Q2) = [1,6] et Y(22) = [1,6].

« Soit ¢ € [[1,6] et soit j € [1,6].

L’événément [X =i N[Y = j] est réali

L’événément [X = i] est

réalisé

réalisé

Le plus petit des 2
résultats obtenus vaut

Trois cas se présentent.

x Sii > j, alors :

36

sé

I'événement [Y = j] est

le plus grand des 2
résultats obtenus vaut j

En effet, le plus petit des deux résultats ne peut étre strictement plus

grand que le plus grand.

x 314 < j, alors :

(X = n[Y=j={G0,)

(cet événement est réalisé par deux 2-tirages :

(4, 1)}

celui ot le 1" dé vaut

i et le suivant j et celui ot le premier dé vaut j et le suivant i)
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x Sii =7, alors :

(X = n[Y =j]={@G1}

(cet événement est réalisé par un unique 2-tirages : le 1" lancer donne
i et le deuzieéme aussi)

e On en conclut :

306 sii > 7
V(i,5) € [1,6]% P([X =i|n[Y =j]) =< & sii<j
316 sit=7

o Ce résultat peut aussi étre présenté sous forme de tableau.

yeY(Q)
1 2 3 4 ) 6
z e X(Q)

| L2220 22
36 36 36 36 36 36
2 o | L | 2] 2] 2|2
36 36 36 36 36
3 o | o | L] 2] 2] 2
36 36 36 36
4 0 0 0 i 3 3
36 36 36
5 0 0 0 0 i 3
36 36

1
6 0 0 0 0 0 —
36

2) On reprend maintenant le deuxiéme exemple.
On note B = {by,...,b12} 'ensemble de boules de 'urne.
(les boules by, ..., by sont blanches, les boules by, ..., b7 sont vertes et
les boules bg, ..., b2 sont bleues).

x €1 est I’ensemble des parties a 3 éléments de I’ensemble B.
Ainsi, Card(Q) = (%) = 220.
x ) est muni de la probabilité uniforme notée P.
(2, P(Q),P) est un espace probabilisé)
On a donc :
Card(A)
Card(92)

Card(A)
220

VA€ o, P(A) =

« Déterminons la loi de (X,Y).
Tout d’abord : X () = [0, 3] et Y(Q2) = [0, 3].
« Soit i € [0, 3] et soit j € [0, 3].
L’événément [X =i N[Y = j] est réalisé

L’événément [X = i] est
réalisé

I'événement [Y = j] est

et Lo
réalisé

Le 3-tirage contient 7
boules blanches

le 3-tirage contient j

t
© boules vertes

Un 3-tirage réalisant [X = i| N [Y = j] est entiérement déterminé par :
x le choix des ¢ boules blanches tirées : (?) possibilités.

x le choix des j boules vertes tirées : (j) possibilités.

x le choix des boules complétant le tirage : (3:;’7].) possibilités.
(ce sont forcément des boules vertes)

e On en conclut :

V(i,5) € [0,3]% P(X =i] N [Y =j]) = -~
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o Ce résultat peut aussi étre représenté sous forme de tableau.

y €Y(Q)
0 1 2 3
zeX(Q)

o |0 w4
220 220 220 220

L e sy
220 220 220

. |olel ],
220 220

3 i 0 0 0
220

Remarque
De ces premiéres études, on peut tirer plusieurs remarques.

o Afin de déterminer la loi d’un couple (X,Y’), on commence TOUJOURS par
déterminer X (Q2) et Y(Q).

o Il est fréquent d’avoir a réaliser une disjonction de cas lorsque 1'on déter-
mine la loi d’un couple de v.a.r. .

e Si I'on somme tous les éléments du tableau, on obtient 1.
(c’est une mesure de vérification!)

Ceci provient du fait que ([X = 2] N [Y =y]) ,c xo est le systéme com-
yeY(Q)
plet d’événements associé au couple (X,Y).

I.1.c) Systéme complet d’événements associé & un couple de v.a.r.
discrétes

Définition
Soit (£2,.27,P) un espace probabilisé.
Soit (X,Y’) un couple de v.a.r. discrétes.

e On appelle le systéme complet d’événements associé au couple
(X,Y) la famille :

([X =z N [Y:y]) z e X(Q)

yEeY(Q)

o Cette famille est un systéme complet d’événements. En particulier :

> Rx=adny=y) = ¥ (X BX=2]n[y=y))

ze X(Q) T€X(Q) “yeX(Q)
yeY(Q)
= > (X P@x=an=y))
yeX(Q) \zeX(Q)
Démonstration.

1) Démontrons que cette famille est constituée d’événements 2 & 2 incom-
patibles. Choisissons deux événements distincts de cette famille.
Soit (z1,y1) € X(2) x Y(Q) et (z2,y2) € X(2) x Y () tels que :

(z1,11) # (22,92)

On a alors :

En effet, on a forcément x1 # x ou y; # yo2 car (z1,y1) # (z2,y2).
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2) Démontrons que la réunion de ces événements est (). 1.2. Lois conditionnelles
e X (%2)) Soit (€2, .27, P) un espace probabilisé.
[/RS]
Soit (X,Y’) un couple de v.a.r. discrétes.
er(J(Q) yeiL/J(Q) [ 70l vl 1) « Pour tout y € Y (Q) tel que P([Y =y]) # 0, on appelle loi condi-
tionnelle de X sachant (que l’événement) [Y = y| (est réalisé)

_ U (X =] N U [V =y (car N est distributive I'application :

zeX(Q) yey () par rapport a U)

X)) —- R
(car ([Y = y])yev(o) PX =2] N [Y =y])

= X=2xN Y x = Py_ (X =2z]) =

xE)L(J(Q) ( } ) est un sce) =yl ) P([Y = y])
_ U [X=2] = Q (car ([X = 7])zex(@) « Autrement dit, la loi conditionnelle de X sachant [V = y]| est la donnée
- z€X(Q) I est un sce) des réels :

Ppy—y ([X = ]) pour tout x € X(Q)

O déduit not t:
n en déduit notammen 2) « Pour tout z € X(Q) tel que P([X = x]) # 0, on appelle loi condi-

) S O P(X =z N[y =4y]) tionnelle de Y sachant (que 1’événement) [X = z| (est réalisé)
zeX(Q) yeX(Q) I’application :
= > PX=zn[Y=y) Y(Q) — R
<X B(X =2l N [V =4)
yeY(Q) — —
y = Pxg([Y =y9]) =
_ _ _ e B((X =<])
= PC U [X=z[n[Y=y])
;:;‘((3; « Autrement dit, la loi conditionnelle de Y sachant [X = z] est la donnée
— PQ) = 1 O des réels :

Pix—z ([Y = y]) pour tout y € V()
Remarque

On souligne que cette démonstration est valable dans le cas ou X (12) et

Y (©2) sont finis mais aussi dans le cas ou ils sont infinis (dénombrables).

Cela implique alors que les sommes considérées sont infinies.
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Remarque
Soit x € X(Q) tel que : P([X = z]) # 0.
Par définition : Pix_,)([Y =y]) = P([X;([ﬁ z 5]/): )

« Ainsi, si on connalit :
x la loi du couple (X,Y),
x la loi de X,
alors on obtient la loi conditionnelle de Y sachant [X = z].
o On peut aussi lire I’égalité dans ’autre sens. Si on connait :
x la loi de X,
x la loi conditionnelle de Y sachant [X = x| pour tout z € X(Q),
alors on obtient la loi du couple (X,Y).

I.3. Lois marginales

I.3.a) Définition

Définition
Soit (2,47, P) un espace probabilisé.
Soit (X,Y’) un couple de v.a.r. discrétes.

« On appelle 1%*® loi marginale du couple (X,Y) la loi de la v.a.r. X.
« On appelle 2™€ loi marginale du couple (X,Y) la loi de la v.a.r. Y.

Remarque

L’expression « loi marginale » n’a de sens que dans un contexte d’étude
d’un couple de v.a.r. (X,Y). Aux concours, cette expression ne sera pas
forcément utilisée, méme dans les sujets sur les couples. On parlera alors
tout simplement de loi de X (resp. Y) en lieu et place de 1% (resp. 2°™¢)
loi marginale du couple (X,Y).

I.3.b) Détermination en pratique des lois marginales

Théoréme 1.
Soit (2, o/, P) un espace probabilisé.
Soit (X,Y) un couple de v.a.r. discrétes.

1) Loi de X wia la loi du couple (X,Y)

> P(X=a]n[Y =y
yeEY (Q)

Loi de X wia les lois conditionnelles de X sachant [Y =y] pour tout

> P(Y =y nI[X=a]
z€X ()

Loi de Y wia les lois conditionnelles de Y sachant [X = x] pour tout
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Démonstration.

e Les v.ar. X et Y jouent des roles analogues.
Ainsi, les démonstrations des points 1) et 2) sont similaires.
Démontrons le point 1).

« La famille ([Y = y] )er(Q)
Soit z € X (). Par la formule des probabilités totales :

est un sce.

> P([X=zln[Y=y])
yeY (Q)

« Sion sait de plus : Vy € Y(Q0), P([Y = y]) # 0, alors :

(Y =4)) xBy_y([X=2])

Remarque

o On retiendra que pour obtenir une loi marginale a partir de la loi du couple
ou d’une loi conditionnelle, il suffit d’appliquer la formule des probabilités
totales.

o Cela permet de construire des énoncés du type :
1) Reconnaitre la loi de X.

2) Déterminer la loi du couple (X,Y") (si l’énoncé a un parti-pris couple).
0u

Pour tout z € X (), déterminer la loi conditionnelle de Y sachant
[X = 2| (si I"énoncé a un parti-pris couple).
3) Déterminer la loi de Y.

« Rappelons enfin que les sommes présentes dans la formule des probabilités
totales peuvent étre infinies. C’est le cas si les ensembles images des v.a.r.
considérées sont infinies. Les écritures restent vraies sans ajout d’autre
hypothése.

Exemple
Lorsque les v.a.r. X et Y sont finies, la formule :

> P(X=a]n[Y=y)
yeEY (Q)

Vo e X(Q), P(X =2]) =

peut se lire sur le tableau de la loi du couple (X,Y).
Reprenons 'exemple du double lancer de dé 6.

yEY(Q)
1 2 3 4 5 6 Loi de X
z € X(Q)
L [ ilzfzlz2lz]z2] n
36 36 36 36 36 36 36
9 o | L | 2222 9
36 36 36 36 36 36
3 0 o | L | 2] 2| 2 X
36 36 36 36 36
4 0 0 0 L 2 — 2
36 36 36 36
5 0 0 0 0 S 2 3
36 36 36
6 0 0 0 0 0 L L
36 36
Loide Y i i E l g E 1
36 36 36 36 36 36

6
Si z =1, alors la formule se lit : P([X =1]) = > P([X =1] N [Y =j]).
j=1

Ainsi, on obtient P([X = 1]) en sommant tous les éléments de la premiére
ligne. De maniére générale, on obtient P([X = i|) en sommant tous les élé-
ments de la i®™€ ligne.
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Exercice

On lance une piéce donnant pile avec probabilité p € ]0,1] et face avec
probabilité ¢ = 1 — p. On note X le rang d’apparition du premier pile et Y
le rang d’apparition du deuxiéme pile.

Les lancers sont considérés indépendants.
1. Déterminer la loi de X.
2. Darti-pris couple :

Déterminer la loi du couple (X,Y).

Parti-pris lois conditionnelles :

Pour tout ¢ € N*, déterminer la loi conditionnelle de Y sachant [X = i].
3. En déduire la loi de Y.

“+o00 “+oo
4. Que vaut > <Z P(X =4 Nn[Y :j])> ?
=2 =1

Retrouver ce résultat par calcul.

5. Parti-pris lois conditionnelles :

fartl-pris 1018 conditior e
Soit i € N*. Que vaut ) Prx—;([Y =j])?
j=2

Retrouver ce résultat par calcul.

Démonstration.

1. « L’expérience consiste ici en une succession infinie d’épreuves de Ber-
noulli (lancer de piéce) indépendantes et de méme parameétre de succes
p (correspondant & la probabilité d’obtenir Pile).

o La v.a.r. X est le rang d’apparition du premier succés de cette expé-
rience.

Ainsi, X < G (p).

2. Parti-pris couple.

o Tout d’abord : X(Q) = N* et Y(2) =N\ {0,1}.

En effet, le premier Pile peut apparaitre dés le premier tirage ; le deuxiéme

apparait au mieux lors du deuxiéme tirage.

« Déterminons la loi du couple (X,Y).
Soit ¢ € N* et soit j € N\ {0, 1}.

L’événément [X =i N[Y = j] est réalisé

L’événément [X = i] est
réalisé

I'événement [Y = j] est

et L 1.
réalisé

Le 1¢F Pile est obtenu au
i°Me tirage

le 2¢™e Pile est obtenu au

et .
7M€ tirage

=

Deux cas se présentent.

777777 X=iny=j] =2
En effet, le premier pile ne peut apparaitre aprés le deuxiéme.
Ainsi : P([X =4 N [Y = j]) = P(@) = 0.

x Sii < j, alors :

[X:i] N [Y:j] = F1ﬂ...ﬂﬂ_lﬂPiﬂFZ‘_Hﬁ...ﬂF'j_lﬂPj
Par indépendance des lancers, on a alors :

PX =4 n [Y = j])

= P(Fl) X ... X P(szl) X P(R) X P(FZ+1) X ... X P(ijl) X P(f)])

= ¢ 'pgd T p

i—2 .2

= q p

Parti-pris lois conditionnelles.

« Tout d’abord : X(©2) = N* et Y(2) =N\ {0,1}.
En effet, le premier Pile peut apparaitre dés le premier tirage ; le deuxiéme
apparait au mieux lors du deuxiéme tirage.
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« Soit i € N*. Déterminons la loi conditionnelle de Y sachant [X = i].
Deux cas se présentent.

x Si j < i, alors :

PX =4 n [Y =j]) P(2)

Pr=a(lY =9) = ==y ~ P =7 ="

— Si[X = 1] est réalisé, c’est que le premier Pile apparait lors du 4™

tirage. Dans ce cas, 'événement [V = j] est réalisé si et seulement
si le deuxiéme Pile apparait lors du j™€ tirage.

Apres ces i premiers tirages, 'expérience consiste en une succession
infinie d’épreuves de Bernoulli (lancer de piéce) indépendantes et
de méme paramétre de succés p (correspondant a la probabilité
d’obtenir Pile).

La loi conditionnelle de Y sachant (que I’événement) [X = i| (est
réalisé) est celle d'une v.ar. i + 7 ou T' — G (p). En effet, le
rang d’apparition du deuxiéme Pile est donné par le nombre
de tirages effectués dans ’expérience initiale auquel on ajoute au
rang d’apparition du premier Pile (donné par T') dans 1’ expérience
débutant aprés ces ¢ tirages.

Ainsi, pour tout j > i :

= P([IT'=j—i) = ¢ " 'p

Remarque

o Généralement, la loi conditionnelle & déterminer est une loi usuelle (cf
exercice suivant). Le parti-pris lois conditionnelles ne semble pas for-
cément pertinent ici puisque la loi conditionnelle n’est pas directement
une loi usuelle mais la loi d’une transformée affine d’une loi usuelle.

« On pouvait rédiger en revenant a la loi de couple en écrivant :

Prx— ([Y = jl)

P(Flﬂ...ﬂFZ-_lﬂPiﬁFiHﬁ...ﬂFj_lﬂPj)

i

q

P(FiN...NF_1NP)

—1p gi—i-1

qi—l

p
p

= ¢ 1p

(par indépendance
des lancers)

Dans ce cas, il serait préférable que l’exercice soit présenté avec un
parti-pris couple.

3. La famille ([X = i]);en+ forme un sce.
Soit j € N\ {0,1}. D’apreés la formule des probabilités totales :




en reconnaissant la somme d’une série géométrique de raison gq.
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Parti-pris lois conditionnelles. 5.« Soiti€ N Ona: 3 Piy—y([Y =j]) = 1
J:
il il En effet :
P(X=dn[Y=5) = X P(X=1]) Px—g P([Y =Jj])
i=1 i=1 +00 +00
i1 > Px—qg(Y=J]) = Px—gf(U Y =J]) = Px=y(©) =1
— Z qz'—lp qj—z’—lp Jj=2 j=2
= car la famille ([Y" = j])jen 0,1} forme un sce.
j=1 . 4
_ Z G2 = (j—1) g2 p? « On peut retrouver ce résultat par calcul.
=1 400 ) % 400 ]
oo oo Y Px—(Y=7]) = X PuspF=70+ > Py =j])
4o (z P(X =i N [Y :j})) — 1. En effet : i=2 =2 i
j=2 Vi=1 = Y gilp=p 3 gt
j=i+1 j=i+1
oo rfoo . . . . too 1 J
S (X Px=i n ¥Y=j) = ¥ PIxX=in=j) —pyd=p— =2=1 -
j=2 Vi=1 i €N j=0 L—q p
jeN\{0,1}
. _ Exercice
- P( ) UW X =qny=j ) = P(Q) = 1 peux joueurs A et B procédent chacun & une succession de lancers d’une
jeLNE\ {0,1} méme piéce. A chaque lancer, la probabilité d’obtenir pile est p (p fixé, p €
. ' . 10,1]), et celle d’obtenir face est ¢ =1 — p.
car la famille ([X =] N [Y = j]) ieN forme un sce. Le joueur A commence et il s’arréte quand il obtient le premier pile. On note
i JENO X la variable aléatoire égale au nombre de lancers effectués par le joueur A.
o On peut retrouver ce résultat par calcul. Le joueur B effectue alors autant de lancers que le joueur A et on note Y la
+oo ,+o0 ‘ . +o0 _ variable aléatoire égale au nombre de piles obtenu par le joueur B.
]22 (Z; P(X=14 n [Y= ]])> - 322 Py =) 1. Rappeler la loi de X et, pour tout k£ > 1, donner la loi conditionnelle de
too s Lt .2 Y sachant [X = k.
- ]22 G=1)¢7p" =p ]22 -1 2. Quelles sont les valeurs prises par Y 7
—+o00
too 1 p? : — ol — 2%k—1 _
2 C i1 2 _ P _ 1 3 Montrer: P([Y =0])= ) pg = :
p J4q p
];1 (1-¢?*  p? k=1 1+¢q
4. Soit n un entier naturel non nul.

+oo
Montrer : P([Y =n]) = > <k>pn+lq2k—n—1.
k=n \T

10
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o (k-1 m
5. On admet : Ym € N*, Vo € 10,1, > (m 1) o —
k=m -

(1 J:q)2 (1 quqy_l'

. Rappeler la loi de X et, pour tout k > 1, donner la loi conditionnelle de
Y sachant [X = k|.

Montrer : P([Y =n]) =

Démonstration.

o L’expérience consiste en une succession infinie d’épreuves de Bernoulli
(lancer de piéce) indépendantes et de méme paramétre de succés p (cor-
respondant a la probabilité d’obtenir Pile).

o La v.a.r. X est le rang d’apparition du premier succés.

Ainsi, X — G (p).

« Soit k > 1. Déterminons la loi conditionnelle de Y sachant [X = k].

— Si [X = k] est réalisé, c’est que le premier Pile a été obtenu lors du
k™€ lancer. Dans ce cas, le joueur B procéde alors & k lancers de
piéces.

— Cette expérience consiste en la répétition de k épreuves de Bernoulli
(lancer de piéce) indépendantes, de méme paramétre de succés p
(correspondant a la probabilité d’obtenir Pile).

— La v.a.r. Y compte le nombre de succés obtenus lors de cette expé-
rience.

Ainsi, la loi conditionnelle de Y sachant [X = k| est la loi binomiale de
paramétre (k,p).

Vi€ [0,k], Px—y([Y =4)) = . |p' (1
Vi k+1, P[X:k}([y =i)=0

~.

Remarque

On comprend dans cette question tout I'intérét des lois conditionnelles : on
effectue d’abord une expérience initiale dont le résultat défini I'expérience
qui va suivre. La v.a.r. X dépend du résultat de ’expérience initiale. La
v.a.r. Y dépend du résultat de la deuxiéme expérience (qui dépend elle-
méme de la 1°¢). 11 est donc logique de vouloir déterminer la loi de la
v.a.r. Y connaissant le résultat de I’expérience initiale. O

. Quelles sont les valeurs prises par Y ?

Démonstration.

« On a vu dans la question précédente que si [X = k] est réalisé alors Y
peut prendre toutes les valeurs de [0, k].

« Comme X () = N* alors X peut prendre toutes les valeurs k € N*.

On en déduit que Y peut prendre toutes les valeurs de N.

Y(Q) =N

Remarque
On peut faire cette démonstration en revenant une nouvelle fois & 'expé-
rience réalisée :

x pour tout 7 € N*, le joueur B peut obtenir ¢ piles. Cela est notamment
réalisé si le joueur A a obtenu le premier pile lors de son i®™¢ lancer et
si le joueur B n’a obtenu que des piles lors de ses lancers.

x le joueur B peut aussi obtenir 0 pile et ce quel que soit le nombre de
tirages dont il dispose.

O
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+oo
3. Montrer : P([Y =0]) = Y pg?¢~! = —.
k=1

Démonstration.

La famille ( X = k]) est un systéme complet d’événements.
kel,+o0]

Ainsi, par la formule des probabilités totales :

“+00

>, P(IX =k|N[Y =0])

+00 (valide car
= > P(X =k]) x Px—([Y =0]) P([X =k]) #0)

gt décalage
_ 2k—1 _ 2(k+1)—1 (par décalag
P2 g pkz::()q d’indice)

+002k1 —+o00 2k
= p Yy ¢t =qu(q)
k=0

= k=0
1 2
= M (car ¢ € ] —1,1])
_ 1 . q
TP g Ure T T+4g
L q
P([YZO])ZkZ:)lpq% 1=m -

4. Soit n un entier naturel non nul.

Montrer :

P =) = & (F)oroignn

k=n \T

Démonstration.
« La famille ([X - k:])k .
€lll,+o0

Ainsi, par la formule des probabilités totales :

est un systéme complet d’événements.

P([Y" = n])

— S RX=KNY =]
k=1

_ J“ZO:O P(X = k) x P (¥ = n)) (valide car
= e P(IX =k]) #£0)

(car pour tout k < n,

x=x (Y = n]) Pix—p([Y =n]) =0)

- SR(x =
jra
+:¥Oo P([X = k]) x P[X:k]([y = n))

= ;20 P([X = k]) x Pix—y([Y = n])

= Sa-pty (Mo

_ ;:: (fi) prt (1 —p)Hnt

Qo - EE ()6
By o) = 2 8 (1) () 0
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k=m m—1
1 ( q >n—1
(1+q?\1+q/

o D’aprés la question précédente :

™ (k-1
5. On admet : Ym € N*, Vo € 10,1, >

Montrer : P([Y =n]) =

Démonstration.

e Or, par décalage d’indice :

+00 oo - ) N i
kgn <S> <q2>k N k:%:ﬂ <kn 1) (q2>k 1 - q12k:n+1 (kn :

« En appliquant la formule fournie par I'énoncé a m = n + 1 € N*, et

x = q? €]0,1], on obtient :

PRACYIUE

()"

) o -

(1—g?)ntt

o En combinant tous les résultats obtenus :

n+1 o)
B(Y =n]) = Z“jg(

) @)

prtt 1 fee <k—1> <2>’f
= > = q
g™t ¢? k::%:-&-l n

9 n+1
pn+1 1 (q)

qn+1 q2 (1

1 2\ n+1 1
_ 1 pn+1
q? ( q ) (1 =gt (14!

1 1
—- qn+1 7,
B qn—l _ 1 qn—l
A+t (4¢3 gt

Pour tout n € N*, P([Y =

") = (1 Jiqz) (1quq)nl'
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II. Indépendance de variables aléatoires discrétes

I1.1. Indépendance de deux variables aléatoires discrétes

Deéfinition

Soit (2,47, P) un espace probabilisé.
Soit (X,Y’) un couple de v.a.r. discrétes.

Les v.a.r. X et Y sont indépendantes (pour la probabilité P) si

Ve € X(Q), VyeY(Q),
P(X =2l N [Y =y]) =P([X = a]) x P([Y = y])

Autrement dit, les v.a.r. X et Y sont indépendantes si pour tout x € X ()
et tout y € Y(Q), les événements [X = z] et [V = y| sont indépendants.

Remarque

Dans les énoncés, on trouvera souvent la question :
«les v.a.r. X et Y sont-elles indépendantes ? ».
Ainsi énoncée, cette question attend généralement la réponse : NON.

Il s’agit alors de démontrer la négation de la propriété d’indépendance.
Or:
NON(Vz € X(€),Vy € Y(Q),P([X = 2] N [Y =y]) = P([X = z]) x P([Y =y]))
& ZreX(Q),3y e Y(QLB(X =a] N [Y = y]) # BX =) x B(Y =)

On en déduit la méthodologie suivante.

Démontrer que deux v.a.r. discrétes ne sont pas

METHODO . 1
indépendantes

Pour démontrer que X et Y ne sont pas indépendantes, il suffit de trouver
r € X(Q)etyeY(Q) tels que :

P(X =2l N [Y =y]) # P(X =2]) xP([Y =y])
Souvent, on essaiera de trouver x € X (Q) et y € Y (Q) tels que :
PX =2l n[Y =y)) =0 et P(X=2])#0, P(Y =y]) #0

Exemple

1) Reprenons 'expérience aléatoire consistant a tirer 3 boules dans une urne
contenant 3 boules blanches, 4 vertes et 5 bleues. Alors :

BIX =3/ N[y =3) = 0 # B(IX =3)) x B([Y = 3])
0 #0

Ainsi, X et Y ne sont pas indépendantes.

2) Si on reprend l'exemple du lancer de piéces avec X le rang d’apparition
du premier pile et Y le rang d’apparition du deuxiéme pile, alors :

PUX =2/ N[y =1]) = 0 # P(IX =2)) x P([Y = 1])
#0 #0

Ainsi, X et Y ne sont pas indépendantes.

Remarque
Soient X et Y sont deux v.a.r. discrétes indépendantes.

Alors, tout événement ne dépendant que de la variable X est indépendant
de tout événement ne dépendant que de la variable Y.
Plus précisément, pour tout x € X (£2), pour tout y € () :

« P(X =2]n[Y <y]) = P(X = z]) x P([Y <),

( <]
P(X <z]n[Y <y]) =P([X <z]) xP([Y <)),
P(X <2]n[Y >y]) = P([X < z]) x ([Y>y]),
P(X >z n[Y <y])) =P([X > 2] x P([Y <y]),
Ce'l.a. provient essentiellement du fait que
V<yl= U(Q) Y = yj]

et que [X = z] est indépendant de tout événement [Y = y;].

14
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Remarque Démonstration.
Il arrive (méme si c’est rare!) qu’on ait a démontré que deux v.a.r. X et Y

. . . . .. X et Y sont indépendantes
sont indépendantes. Ceci se fait parfois par retour a la définition. P

Il s’agit alors de démontrer une propriété quantifiée universellement. & Vee X(Q),VyeY(Q), P(X=z]n[Y =y]) =P([X =2]) P(Y =y])
Exemple P(X =2|n[Y =y])

On considére 'expérience aléatoire consistant en deux lancers succesifs d’un & Vre X(Q),¥y e Y(Q), P([X = z]) = P([Y =)

dé a 6 faces. On note X le résultat du 1" lancer et Y le résultat du 2°™e.

e Q= [1,6]% est muni de la probabilité¢ uniforme noté¢ P. & Vo e X(Q),vy e Y(Q), Px=y([Y =9]) = P([Y =y)) ]

e Ona: X(Q)=1[1,6] et Y(Q2) = [1,6].

R
« Soit i € [1,6] et soit 7 € [1,6]. emarque

On retiendra que 'on peut se servir des lois conditionnelles pour démontrer

. 1 ) 1 .
Ona:P([X =1]) = 6 et P(Y =j])= 5 I'indépendance de deux événements. Evidemment, choisir cette caractérisa-
‘ . 1 tion plutét que la définition dépend du contexte et de ce qui a déja été
Or:P(X =4 n[Y=j])= 36 déterminé dans ’exercice.
(il n’y a qu’un lancer dont le résultat du 1°" dé vaut i et le 2°™¢ vaut j)
« On a alors, pour tout i € [1,6], et pour tout j € [1,6] : 11.2. Indépendance mutuelle de variables aléatoires discrétes
1 11 afiniti
PIX =i N[Y =jl) = 5s =z = =PUX =i) xP(y =j)) ~Definition
Soit (£2, .27, P) un espace probabilisé.
Théoréme 2. Soient X1, Xo,..., X, (avec n > 2) des v.a.r. discrétes.
Soit (2, o/, IP) un espace probabilisé. .
‘ o o Les viar. Xy, Xo,..., X, sont (mutuellement) indépendantes (pour la
Soit (X,Y) un couple de v.a.r. discrétes. probabilité P) lorsque :
1) Supposons : Vx € X(Q), P([X = z]) # 0. Alors :
V(z1,...,2n) € X1(Q) x ... x X, (),
X etY sont indépendantes
n n
& Vre X(0),VyeY(Q), Py_a(Y =) = P(Y =y)) P(N Xi=z]) = [IP(X; = 2])
[X=x] i=1 =1
1= 1=

2) S Yy e X(Q), P(IY = 0. Alors :
) Supposons : ¥y (@), B( u) 7 ors o Si (Xy),cn- est une suite de var aléatoires définies sur (2, .27, P).

(Xn)pen+ st une suite de variables (mutuellement) indépendantes (pour
la probabilité P) lorsque :

X etY sont indépendantes
& Voe X(Q),Vy e Y(Q), Py_y(X =a]) = P(IX =a1])

Vn > 2, les variables X1, Xo, ..., X, sont mutuellement indépendantes
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Remarque Exemple
Soient X1, X, ..., Xy des v.a.r. discrétes mutuellement indépendantes. o Soient X7q,..., X5 des v.a.r. discrétes mutuellement indépendantes. Alors :

Alors toute famille de n événements dont chacun est construit a l'aide d’une

v.a.r. X; est une famille d’événements mutuellement indépendants.

Plus précisément, pour tout 1 € X1(2), ..., z, € Xp () :

o les événements [X; = 21], [X2 < x9],...[X,, < x,] sont mutuellement in-
dépendants,

o les événements [X; < z1], [X2 > x9],...[X, < x,] sont mutuellement in-
dépendants,

Théoréme 3 (Lemme des coalitions).

Soit (2, o/, P) un espace probabilisé.

Soit (X,Y) un couple de v.a.r. discrétes.
Soient f: X(Q) >R et g:Y(Q) - R deux fonctions.

o Cas de 2 v.a.r.

X etY indépendantes = f(X) et g(Y) sont indépendantes

o Généralisation a n v.a.r.

Sotent X1, ..., X, des v.a.r. discrétes.

Soient f1: X1(Q) - R, ..

o It Xn(Q) = R des fonctions.

X1,..., X, va.r.
discrétes mutuellement
indépendantes

=

fi1(X1), ..o, fu(Xn) v.a.r. discrétes
mutuellement indépendantes

Xi,..., X, va.r.
discrétes mutuellement
indépendantes

=

Toute v.a.r. s’exprimant en
fonction des v.a.r. X1,...,X, est
indépendante de toute v.a.r.
s’exprimant en fonction des v.a.r.
Xpt1s---, X (pourp € [2,n—1])

« lesv.a.r. X1, X22, 2 X3, eX4—1 et | X5| sont mutuellement indépendantes.

x les v.iar. 2 X1 X3 — X5 et Xo? sont indépendantes.
x les v.a.r. min(X7, Xo) et max(X3, Xy, X5) sont indépendantes.
e Soit (X},)nen+ une suite de v.a.r. mutuellement indépendantes.

n
Alors, pour tout n € N*, S, = > X} et X,,41 sont indépendantes.
k=1

« Si X2 et Y2 ne sont pas indépendantes, alors, en procédant par 1’absurde,

on démontre que X et Y ne le sont pas non plus.
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ITI. Opérations sur les v.a.r. discrétes

Dans cette section, on étudie des v.a.r. du type Z = ¢g(X,Y) ou (X,Y) est
un couple de v.a.r. discrétes et g : X(Q) x Y(Q2) — R.

II1.1. Cas général : loi de g(X,Y)

Théoréme 4.
Soit (Q, o7, IP) un espace probabilisé.
Soit (X,Y) un couple de v.a.r. discrétes.
Soit g: X(2) xY(Q2) — R.

o Z est un v.a.r. discréte.

o L’ensemble des valeurs prises par Z = g(X,Y') est donnée par :
Z(Q2) = {9(X(w),Y(w)) | weQ}
S {g(z,y) [ 2 € X(Q), y e Y(Q)}

o Laloide Z = g(X,Y) est donnée par :

V2 € Z(Q), P(Z

I
[
(]

z=g(z,y)
Démonstration.
Il suffit de remarquer :
Vz2e Z(Q), [Z =2 = U X =2]Nn[Y =9
(z,y) € X((Q) X)Y(Q)
z=g(z,y

et que ([X =2] N [Y =9]) ,c x@ est une famille d’événements deux a deux
yEY(Q)
incompatibles (car c’est un sce). O

Remarque

« Le théoréme précédente stipule que la loi de g(X,Y") est fournie par la loi
conjointe de X et de Y.

e Si on sait de plus que X et Y sont indépendantes, les lois de X et de
Y suffisent a obtenir la loi de ¢g(X,Y’). L'indépendance fournit un cadre
simple pour ’étude de la loi de g(X,Y).

ITI1.2. Cas particuliers (opérations classiques)
II1.2.a) Loi de la somme de deux v.a.r. discrétes
Théoréme 5.

Soit (Q, o/, P) un espace probabilisé.

Soit (X,Y) un couple de v.a.r. discrétes.

e X +Y est une v.a.r. discréte.

e La loi de X +Y est fournie par, pour tout z € (X +Y)(Q) :

PX+Y=2z) = X

Démonstration.
La famille ([X = z]),cx(q) forme un sce.
Ainsi, d’aprés la formule des probabilités totales :

PIX+Y =) = % B(X =] 0 [X+Y =)
= 2 P(X=an[Y=z-2])
z€X(Q) O
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Remarque
Il faudra refaire cette démonstration dans tous les exercices consistant a
déterminer la loi d’'une somme de deux v.a.r. discrétes.

Exemple

On considére deux v.a.r. X et Y tels que X — U([1,6]) et Y — U([1,4])
(par exemple les résultats d’un lancer de dés a six faces et & quatre faces).
Déterminons la loi de X + Y.

o 2 =11,6] x [1,4] est muni de la probabilité¢ uniforme P.
o« X(2)=11,6] et Y(Q) =[1,4]

o« (X+Y)(Q) =1[2,10].

« Soit k € [2,10]. On a alors :

X+Y =k = Pﬂ[xzﬂmw:k_ﬂ

k—ie[1,4]

= X=Un[Y=k-1]
U [X=2Nn[Y=k-2
U [X=3n[Y=Fk-3]
U [X=4n[Y=k—4]
U [X=5N[Y=k-5]
U [X=6]N[Y=k-6]

Chacun des événements apparaissant dans I'union n’est réalisé au plus que
par un tirage (attention : si k —i # 0, [Y =k —i] = @).
On en déduit la loi de X + Y.

ke(X+Y)Q) || 2 | 3| 4| 5|6 | 7|8/ 9|10

PX+Y =) | = | = | = | = | = | = | = | = | =

A RETENIR

« On note que la probabilité P([X = z] N [Y = z — z]) est nulle dés que z —=z
n’appartient pas a Y () puisqu’alors [Y = z — z| = @.

o Ceci a pour conséquence de restreindre les indices de sommation lors du
calcul de P([X = z] N [V =z — z]).

Exercice

Soit X et Y deux v.a.r. discrétes indépendantes suivant toutes deux la loi
géometrique G (p) (avec p € ]0,1[).

En utilisant un sce associé & X, montrer que pour tout n > 2 :

P(X+Y =n]) = (n—1)p*¢"""

Stabilité des lois classiques
Théoréme 6.
1) Stabilité des lois binomiales

Soit p € 10,1[ et soient m € N* et n € N*.

e X = B(m,p) et Y — B(n,p)

e X etY indépendantes = X+Y <= B(m+n,p)

2) Stabilité des lois de Poisson
Soient A € RY et p € RY.

e X 5P\ etY — P(n)

o X etY indépendantes = X+YV <P+
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Démonstration.

1) Comme X (Q2) = [0,m] et Y(2) =[0,n],ona: (X+Y)(Q) C [0,m+n].

La famille ([X = i]);c[o,m] est un sce.

Soit k € [0, m + n]. D’apres la formule des probabilités totales :

P(X +Y =k))

(par indépendance)

(car si k —i & [0, m],
Y=k—i=9)

> C.l)pi (L—p)m" (kii)p’“‘i (1—p)tt

1=0
k—ie[0,m]
_ k _ \n+tm—k - m n
Sht £ ()
k—i€[0,m]

n-+m _
— ( L >pk(1_p)n+mk

en utilisant la formule de Vandermonde.
Ainsi, X +Y <= B(m +n,p).

)

2) » Comme X(2) =NetY(Q2)=N,ona: (X+Y)(Q)CN.

o La famille ([X = i]);en est un systéme complet d’événements.
Soit k € N. D’aprés la formule des probabilités totales :

P(X +Y = k))

1=10
kE—ieY(Q)

SP(X =i A [X 4+ = k)
1=0

'imm:ﬂmwqup

%:P([X — i) B(Y =k ]

(par indépendance

de X etY)

ST OP(X = i) B(Y = k — 1))

» La derniére ligne est obtenue en constatant :

{

k—icY(Q) =N
i € [0, +oo]

0
<
0

NN

k

]

o

i

0

NN

k

i

(car[Y =k —i] =0
sik—i1¢Y(Q))

s {0<i<k
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« Ainsi, en reprenant les égalités précédentes : e Soit k£ € N. Par définition :
P([X +Y = k)) p _ PX =KN[X+Y =n])
[X+Y:n]([X - k]) —
k P([X +Y =n))
= P(X =i) P([Y =k —i
z;] ( DE D _ P(X=Ek]N[Y =n—k])
B i X ph - (car X < P (\) B P(X +Y =n)])
5 k—1)! etY <= P(u))
0 ( ) _ PX =EK)P(Y =n—k]) (car X etY sont
— e e H i 1 A - P([X +Y =n)) indépendantes)
1=0 il (k - Z)'
On distingue alors deux cas :
k |
= o (At 1 3 ki Nkt x Sik>n:alors [Y =n— k] = @. Et donc Pixy—p([X = k]) = 0.
k!izoll(k—l)! Xslk<n
Lo e
e~ (A+p) l' Z (k> A\l Mk_i A)‘k Mn—k \ n!
CR=AN Py (X =K) = o5 o™ o M

(d’apres la formule du 3 .
n—
binome de Newton) n! AF

El(n — k)8 (A + )k A+ p)nFk
Finalement : X +Y < P (A + ). 0

- (G ()
Exercice \k A+ A+

Soit X et Y deux v.a.r. indépendantes.

—_ e—(>\+,u) % ()\"‘,U«)k

On reconnait la loi binomiale de paramétre (n, ﬁ) O
On suppose que X — P (A) et Y — P (u) ot A >0 et pu > 0.
Soit n € N. Reconnaitre la loi de X sachant [X +Y = n]. Exercice
Soient X1,..., X} des v.a.r. mutuellement indépendantes.

Déterminer la loi de X7 + - - - 4+ X} lorsque :

o Les viar. X et Y étant indépendantes, X +Y < P (A + p). () X2 = B(p), .. Xp = B(p).
n 1) X1 — B D)y oo, Xp— B ,D)-
On en deduit : P(X 1Y =n]) = -0t A" (i) X1 = Blm,p) k> B ()
n! (iii) X1 = P (A1), .., Xp =P ().

Démonstration.
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II1.2.b) Loi du produit de deux v.a.r. discrétes

Théoréme 7.
Soit (2, o/, P) un espace probabilisé.
Soit (X,Y) un couple de v.a.r. discrétes.
e XY est une v.a.r. discréte.
o On détermine la loi de XY a laide d’une des deux rédactions suivantes.

1) La famille ([X = x]),ex(q) est un sce.
Ainsi, d’aprés la formule des probabiltés totales :

Vz e (XY)(Q), P((XY =2]) = > P(X=2zNn[XY =2z2])

zeX(Q)
= 2 PX=an[zY =2])
z€X(Q)

2) La famille ([Y = y])yey(q) est un sce.
Ainsi, d’aprés la formule des probabiltés totales :

Vie (XY)Q), B(XY =2)) = ¥ B(IY =yn[XY =2])

YeY (Q)

= > P(Y=ylnyX =2
YeY (Q)

Le choiz de Uintroduction du sce ([Y = y])yey(q) ov ([X = z])zev () est
guidé par les lois de X et Y. On optera toujours pour le sce le plus simple.

On illustre ce cas sur un exemple (issu de EML 2007).

Exercice
On considére une v.a.r. Y dont la loi est définie par :

< Y(Q) =N,
(1 _ 1)

1. a) Montrer que la v.a.r. Y + 1 suit une loi géométrique dont on précisera
le paramétre.

« VneN, P([Y =n]) =

b) En déduire l'espérance et la variance de Y.

On considére maintenant une v.a.r. U, indépendante de Y, dont la loi est
définie par :

x U(Q)={-1,1},
< B(U = 1)) = 5 et (U = 1)) =
Enfin, on note T =U x Y.

2. Démontrer que T est une v.a.r. discréte dont on déterminera la loi.

1
5"

Démonstration.
1. a) « (Y +1)(2) =N~
e Soit n € N*. Alors :

P(Y +1=n]) =

Ainsi:Y—l—l%Q(l—i).
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b) « La v.ar. Y + 1 suit une loi géométrique donc admet une espérance Trois cas se présentent.
et une variance. x Sin=0
e Or: Y = (Y +1)—1 Donc Y admet donc une espérance et une 1
variance en tant que somme de v.a.r. qui admettent une variance. P([T = 0]) 9 (P([Y =0) +P([Y = OD)
« On détermine enfin E(Y') et V(Y). 1
Par linéarité de ’espérance : 7 2P([y =0))
EY) = EY+1)—E(1l) = EY+1)-1 P([Y=0]) = 1—e1
- Loy x Sin>0
1—2 e—1 1
Ce—(e-1) 1 P(T=n)) = 5 (BUY-==7]] + (Y =n]))
e—1 e—1 1 .
Par propriété de la variance : 2 e (1—e)
V(Y) = V(Y +1) = V() x Sin<0
1
R e BT =n]) = 5 (P(Y = —n]) + By=7T))
-~ a-1p :
_ 1 _ e? _ e 3 e (1—eh) O
e (557)? e(e—1)2 (e —1)2 Exercice
2. o T est une v.a.r. en tant que produit de deux v.a.r. . Soient X et ¥ deux v.a.r. indépendantes.
T(Q) = Z. Ainsi, T est une v.ar. discréte On suppose que X — B (p) et Y — B(q) (avec p € ]0,1[ et ¢ =1 — p).
* o ’ B ‘ Déterminer la loi de Z = XY
« Soit n € Z. La famille ([U = —1], [U = 1]) forme un sce.
Ainsi, d’aprés la formule des probabilités totales : Démonstration
P(T=n]) = PU=-1nN[T=n])+P(U=1nI[T=n]) « Comme X (Q) =1{0,1} et Y(Q2) = {0,1} alors : XY (Q) = {0,1}.
= P(U=-1)NnUY=n)+P([U=1Nn[UY=n) < P(XY=1]) = P([X=1n[Y=1])
car X et'Y sont
- PU=-1N[Y=-n)+P(U=1N[ - P(x=1) xB(y=1]) (

L’avant derniére égalité est vérifiée par indépendance des v.a.r. U et Y.

1

2

(P([Y = —n]) + P([Y = n]))

indépendantes)

Ainsi, XY < B (pq).
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IT1.2.c) Loi d’un maximum de deux v.a.r. discrétes

Théoréme 8.
Soit (Q, o/, P) un espace probabilisé.
Sotent X etY deuz v.a.r. discrétes indépendantes.
On note Fx et Fy les fonctions de répartition de ces v.a.r.
On note U = min(X,Y) et V = max(X,Y).

Remarquons tout d’abord :

Vit e R, max(X,Y) <t] = [X <NV < {]

Vte R, min(X,Y) >t = [X >tN[Y >

1) « U =min(X,Y) est une v.a.r. discréte.
e La fonction de répartition de U = min(X,Y") vérifie :
VEeER, Fy(t)=1— (1-Fx(t)) (1 - Fy(t))
2) « V =max(X,Y) est une v.a.r. discréte.
o La fonction de répartition de V- = max(X,Y") vérifie :
Vi e R, Fy(t) = Fx(t) Fy(t)
Démonstration.
o Soit t € R.
Fy(t) = P

(car X et'Y sont
indépendantes)

o Soit t € R.
) = PUK?)
= 1-PU >1t)
= 1-Pmin(X,Y) > t)
(

= 1-P(X > t] Y > 1))
) (car X etY sont
= 1=P(X>)P(V > 1) o dantes)

= 1-(1-Fx(®) (1-Fv(?) O

Remarque
Une fois connu le maximum de 2 v.a.r. , on peut en déduire le minimum en
utilisant le fait que X +Y = min(X,Y) + max(X,Y).

Exercice
Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes indépendantes.
On suppose que X < G (p1) et Y < G (p2) ol p; et py sont dans |0, 1[.
Notons U = min(X,Y) et V = max(X,Y).
1. a) Pour tout n € N, déterminer P([X > n]).
b) En déduire, pour tout n € N, P([U > n]).
¢) En déduire la loi de U.
2. a) Pour tout n € N, déterminer P([V < n]) puis P([V > n]).
b) Soit m € N*.
Démontrer : i nP([V =n]) = mz_; P([V > n]) —mP(V >m).

n=1

¢) En déduire que V' admet une espérance et la calculer.
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Démonstration. b) i nP([V = n])
1. a) Soit n € N. Alors : P([X > n]) = ¢}. n=1 '
(car P(X >nl) =1 =P(X <n) et [X <] = U [X =] ...) = iﬂ(MW>W%D—MW>MD gggxywmw
b) Soit n € N. Alors : ; m _ '
B(U > nl) = P(X>n]n[Y>n]) = ngln]P’([V>n—l])—ngln]P’([V>n]) (par linéarité)
B (par indépendance m— m
= P([X >n]) P([Y > n]) di X et };2) = ' (n+ 1) P([V>n])— > nP([V > n]) (par décalage d’indice)
= ¢ = ()" "= o
m—1 m—1 m
c) « Comme X (02) = N* et Y(Q) = N* alors : U(Q2) C N*. = nP([V>n])+ > P(V>n])— > nP(V>n])
e Soit n € N*, :Lz_ol :1:_01 n:nlm—l
Usn—1] = [U=n] U [U>n] = > n >n])+n§0P([V>n])—<Zn >n]—|—mIP’([V>m])>

Comme [U = n] et [U > n] sont incompatibles :
P(U>n-1]) = P([U=n]) + P([U>n])

On en déduit :

P(U=n]) = P(U>n-1])-P([U>n])

= ()" ' (a@e)" = (@e)" ' (1-qaq)
On a donc :
x U(Q) C N*.
«x VneN* P([U=n]) = (1-qq) (q1q2)" "
Comme ¢ g2 € ]0,1[, on en déduit : U — G (q1 ¢2).
2. a) Soit n € N. Alors :

P([V <n]) = P(X<n|N[Y <n))
(par indépendance
= < <
PX <) By <al) (B0
= (1-q)(Q-¢) =1-q -+
Et ainsi : P([V >n]) =1 -P([V < n] =4} + ¢4 — ¢}d5.

= SR > n))—m PV > m))

n=0

¢) V admet une espérance ssi la série > n P([V = n]) est absolument

n>1
convergente i.e. convergente puisque cette série est a termes positifs.

D’aprés la question précédente :

m m—1 n m—1 m—1
nP(V=n))= 3 g+ > ¢ — > (©1g2)" —mP([V >m])
n=1 n=0 n=0 n=0
m—1 1 1 m—1 1 1
O —— et Y — = —
-0 motel—qg p n=0 ~motel—gq p2

m—1
x G q)" — =

nZ::O( ) m—+oo 1 —q1q2  p1+p2—p1p2
x mP([V>m]) — 0

m——+00
On en déduit que V admet une espérance et :
1 1 1
E(V)=—F— = .
pP1 P2 P1tP2—Dpip2
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IV. Calculs d’espérance

IV.1. Espérance de Z = g(X,Y)

Théoréme 9 (Théoréme de transfert).
Soit (2, o/, P) un espace probabilisé.
Soit (X,Y) un couple de v.a.r. discrétes.

Alors, sous réserve de convergence absolue :

2€X(Q) ey (Q)

yeY (Q) ‘zeXx(Q)

Egx,v) = ¥ (X gy PX=anY =y)
- T (T gy PIX =anly =)

Précisons ’expression « sous réserve de convergence absolue ».
1) Si X et Y sont finies

Dans ce cas, X(Q) = {z1,...,xm} et Y(Q) ={y1,...,yn}-
La v.a.r. g(X,Y) admet alors une espérance donnée par :

E(g(X,Y)) =3 3 gz ) P(X = 2 N[Y = 1,))

i=1 j=1

2) Si X est finie et Y infinie
e Dans ce cas, X() = {z1,...,zn} et Y(Q) ={y; | j € N}.

o Le cas X infinie et Y finie est similaire.
X(Q)={zi|ieN} et Y(Q) ={v1,...,yn}
St pour tout j € [1,n], la série Y g(xi,y;) P((X = 2] N[Y =y;]) est
120
absolument convergente alors g(X,Y) admet une espérance et :

E(9(X,Y)) = Z Z 9(i,y;) P(X = 2] N [Y = y;5])

=0 j=

3) Si X est infinie et Y infinie

Dans ce cas, X(2) ={z; | i e N} et Y(Q) ={y; | j € N}.
1l faut alors démontrer :
a) pour touti € N, la série Y g(x;,y;) P([X =) N[Y =y;]) est abso-
j=0
lument convergente.

“+o00
b) la série ) (E 9(zi,y5) P((X =] N[Y = yj])> est absolument conver-
20 \j=0
gente.

Alors g(X,Y) admet une espérance donnée par :

+o00 400

E(g(X,Y))= > Z g(wi,y5) P(IX = 2] N [Y = y;])

=0 j=

Exercice

Si pour tout i € [1,m], la série Y. g(x, yj) P([X =z]N[Y = yj]) est Considérons deux variables aléatoires X et Y & valeurs dans N dont la loi

j=0

absolument convergente alors g(X,Y) admet une espérance et :

m

E(g(X,Y)) = 2. Z 9(wi, ;) P(X = 2] N[Y = y;])

=1 j=

Calculer I'espérance de Z

conjointe est définie par :

RN ity

— 2X+Y
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Démonstration.
(il s’agit du cas 3) précédent)
Ici, Z = 25+Y = ¢(X,Y) pour g : (z,y) — 277V,

a) Soit ¢ € N. On remarque :

. . . ; 1+ 1+
i) P(X =iN[Y =j]) = 297 — = 17
La série Z ‘ est & termes positifs. Démontrer qu’elle est absolument
il !
convergente rev1ent donc & démontrer qu’elle est convergente.
Soit N € N.
Sy _ Qi1 1
=0 € ’L'j' =0 e 1! j' e 1! ]'
o é\f: 1 n 1 N
o € Z‘ =0 j' € Z.' =0 j'
N 1 N 4 N 4 N 1
Or f'—>e1 et %:z%zz ; 'Hel
=0 J! N—+oo =0 Vi j=1 Vi j=1 (] — 1) N—+o00
Ainsi la série ! _"_ ‘?' est convergente de somme :
j €1 7:
T i+ 1 1 1
fjw Sttt < 7+*
j=0 e 7 2 1. £ 1. 1.

i i 1 . )
b) Lasérie ) =+ étant a termes positifs, démontrer qu’elle est absolument
=il

convergente revient donc & démontrer qu’elle est convergente.

Soit NV € N. N N v
) 1 7 )
Z(."f‘.) = 2*4‘25

i=0 ? =0

N 4 N

1 1

Or, comme vu précédemment : — — el et S - — el
i=0 1! No4o0o i=0 1! No4o0o

7 1
Ainsi la série ) (,' + > est convergente et on peut alors conclure :
i 1.

7!
+o0o ] 1
:z<?+.>:2e

=0

+o0 +o0o Z‘l—]
X+Y
=) = 2 (%ei!ﬂ)

=0

IV.2. Espérance d’une somme

Théoréme 10 (Linéarité de l'espérance).

Soit (A1,...,An) € R™

Soient Xq,..., X, des v.a.r. discrétes admettant une espérance.
1) Alors M1 X1+ ...+ A\, X, admet une espérance.
2) De plus :

E(é N Xi) = ZZl)\iE(XZ-)

En particulier, lorsque pour tout i € [1,n], \; = 1, on obtient :
n n
E <Z Xi) = > E(X;)
i=1 i=1

Exemple
Soient Xi,...,X, des v.a.r. discrétes, mutuellement indépendantes, telles
que X; < B (p). Notons X = X3 + ...+ X,,. Alors :

e X — B(n,p) (X compte le nombre de succés dans une répétition de n
épreuves de Bernoulli indépendantes et de méme paramétre p)

cE(X) = E(X; +...+X,) = E(X1)+... +E(X,) =np
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IV.3. Espérance d’un produit
IV.3.a) Cas général

Théoréme 11.
Soit (2, o/, IP) un espace probabilisé.
Soit (X,Y) un couple de v.a.r. discrétes.
On suppose que X et'Y admettent chacune un moment d’ordre 2.

1) Alors XY admet une espérance.
2) De plus :

EXY)= > >

TEX(Q) yeY ()

zy P(X = 2] N[Y =y))

Exemple

On reprend 'exemple de début de cours mais avec des dés a trois faces.

On note X le minimum des résultats et Y le maximum.
Déterminer la loi de (X,Y") puis calculer E(XY).

Démonstration.

Nous avons déja déterminé (en début de chapitre) la loi de (X,Y).
o« X(2)=11,3] et Y(Q) =1, 3].

o On peut représenter la loi de (X, Y") sous forme d’un tableau.

y €Y(Q)

1 2 3
e X(Q)

1 1 2 2
9 9 9
2 o | L | 2
9 9
3 0 0 1
9

e X et Y admettent chacune un moment a l'ordre 2 car elles sont finies.

)ORD

2€X(Q) yeY (Q)

= > X gPX=iny=j)
1€[1,3] je[1,3]
= > gPX=iny=j)
(4,5)€[1,3]2
= >
(i,7) € [1,3]?
P>
+ X
(i,7) € [1,3]*
i=j
+ X

(i.5) € [1,3]?

E(XY) = zy P(X = 2] N[Y =y])

i (X =Ny =j])

i P(IX =4 n[Y =j])

i B(X =i n[Y =jl)

1<
1 3 3 2
= 0+ > e D DI
Gjelsp 9 itg=i 9
i=j
1 1 36
g+ =7 =14

Exercice
Calculer E(XY) en considérant maintenant :

X X<—>L{([[1,n]]),
X Y‘—)L{(ﬂl,n]])

(autrement dit, on reprend [’exemple précédent avec deux « dés a n faces »)
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Théoréme 12.
Soit (X,Y) un couple de v.a.r. discrétes.

e X etY admettent une espérance.
On suppose :

e X etY sont indépendantes.
Alors XY admet une espérance et :

E(XY) =E(X) E(Y)

Remarque
« Ainsi, le calcul de E(XY') est aisé lorsque X et Y sont indépendantes.

Reprenons 'exemple précédent.
On considére maintenant Z; et Zy les v.a.r. égales respectivement au ré-
sultat du 1°F dé et du 2°™¢ dé. Ces v.a.r. étant indépendantes, on obtient :

E(21Z2) = E(Zl) E(ZQ) = 2x2 =4

On tombe sur le résultat de E(XY)!
C’est fort logique. En effet, X = min(Z;, Z2) et Y = max(Z;, Z2). Donc :

XY = min(Zl,Zg) XmaX(Zl,Zg) = leg

(cette constatation aurait pu nous éviter les précédents calculs . .. )

o Ce théoréme peut aussi étre utilisé pour montrer que deux v.a.r. discrétes
ne sont pas indépendantes. Il suffit de vérifier que E(XY) # E(X) E(Y).

Reprenons une nouvelle fois I'exercice précédent.

14 14 22
E(X) =5 et E(Y) =3 donc E(XY)=4# “ 22 _E(X)E(Y)
(il est simple d’obtenir la loi de X et celle de'Y')
Ainsi, X et Y ne sont pas indépendantes.
Exercice
Soient X1, X2 et X3 indépendantes et de méme loi B (p) ou p € ]0,1].

Montrer que les v.a.r. Y1 = X1 X5 et Yo = X5 X3 ne sont pas indépendantes.

Démonstration.

o Comme X7 et X5 sont indépendantes et admettent une espérance, la v.a.r.
Y1 = X7 X5 admet une espérance et :

E(Y7) = E(X; Xo) = E(X;) E(X2)
e De méme, Y5 admet une espérance et :
E(Y2) = E(X2 X3) = E(X2) E(X3)

« Comme X5 — B(p), X2? = Xo. Et ainsi :

Y1Ye = X1 Xo Xo Xz = X1 Xo? X3 = X1 X2 X3
Comme X7, X9, Xo sont indépendantes, par le lemme des coalitions les
v.a.r. X1 Xo et X3 sont indépendantes. Ces deux v.a.r. admettent une

espérance. On en déduit que Y7 Yo admet une espérance et :

E(Y;Ys) = E(X;X»X3)=E(X; Xo)E(X3)
= E(X1)E(X2)E(X3) = p°
* EM)E(Y2) = E(Xi (X2 X3)

Xo)E
= E(X1)E(Xy) E(X) E(X3) = p!
cOrpd=p* o pP(p—-1)=0 < p=0 00 p=1.
Ainsi, E(Y1Ys) # E(Y1) E(Y3) et les v.a.r. ne sont pas indépendantes. [

4

Ce théoréme n’énonce pas un équivalence. Autrement dit, il existe
des variables aléatoires X et Y :

x qui ne sont pas indépendantes,
x qui vérifient E(XY) = E(X)E(Y).
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Exemple
On reprend l'exemple issu de EML 2007.

o U v.a.r. telle que :

U ={-1,1}.
«x P([U=1]) =1 et P([U=-1]) = 1.
o Y v.a.r. telle que :
x Y(Q)=N.

« VneN, P([Y =n]) = (1 - i) o,

e On considére enfin T'=U x Y.
a) Lesv.ar. Y et T =UY ne sont pas indépendantes. En effet :

P(Y =0|N[UY =1]) =

puisque [0 =1] = @. Or : =0]) #0et P([UY =1]) #0.

b) « YT =YUY =UY?
Or U et Y sont indépendantes.
Donc, d’aprés le lemme des coalitions, U et Y2 sont indépendantes. Ces
deux v.a.r. admettant une espérance (Y2 admet une espérance car Y
admet une variance - déja démontré). Ainsi :

P([Y

E(YT) = E(UY?) = E(U)E(Y? = 0xE(Y?) =0

« De méme : E(T) =E(UY) =EU)EY)=0xE(Y) =0

Les v.a.r. X et Y ne sont pas indépendantes et pourtant :

E(YT) = 0 = E(Y) E(T)

V. Calculs de variance et covariance

V.1. Covariance
V.1l.a) Définition
Définition
Soit (X,Y’) un couple de v.a.r. discrétes.

On suppose que X et Y admettent chacune un moment d’ordre 2.

La covariance de X et Y est définie par :

Cov(X,Y)=E(X —EX))(Y —E(Y)))

V.1.b) Calcul en pratique

Théoréme 13 (Formule de Kcenig-Huygens).
Soit (X,Y) un couple de v.a.r. discrétes.

On suppose que X et'Y admettent chacune un moment d’ordre 2

Alors : Cov(X,Y) =E(XY)-E(X) E(Y)
En particulier, on a :
Cov(X, X) =V(X)
Démonstration.
« Par définition :
Cov(X,Y)
E((X - E(X))(Y - E(Y)))
= E(XY E(Y)X — ]E(X)Y +E(X)E(Y)) indarité d
E(XY) - E(Y)E(X) - E(X)E(Y) + E(X)E(Y) Z(I;Z;ez;‘égte ¢
= E(XY)-EX)E®Y)
« Cov(X,X)=E((X —E(X))(X —-E(X))) =E((X —E(X))?) =V(X) O
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Exemple
On reprend 'exemple des v.a.r. Z; et Zs qui représentent respectivement le
résultat de premier dé et du deuxiéme dé lors du lancer de deux dés a 3 faces.

Cov(Z1,73) = B(Z1 Z2) —B(Z1)E(Z) = 4—2x2 = 0

(c’est toujours le cas lorsque Zy et Zy sont indépendantes, puisqu’alors on
a . E(leg) = E(Zl) E(ZQ))
V.1.c) Propriétés de la covariance

Théoréme 14 (Propriétés de la covariance).

Soient X, Y, X;, Y; des v.a.r. discrétes.

Supposons que ces v.a.r. admettent chacune un moment d’ordre 2.
L’opérateur de covariance vérifie les propriétés suivantes.

1) | Cov(X,Y) = Cov(Y, X)

(propriété de symétrie)

2) | VO\p) €R? CoviIAXy + pXo,Y) = ACov(X1,Y) + puCov(Xo,Y)

(linéarité a gauche)

8) | Y\ u) € R Cov(X,\Y; + uYs) = ACov(X, Y1) + uCov(X,Ys)

(linéarité a droite)

4) | YaeR,Cov(X,a)=Cov(a,X)=0

Démonstration.

1) D’apres la formule de Koenig-Huygens :
Cov(Y,X) = EYX)-EY)EX)
= EXY)-EX)E®Y)
= Cov(X,Y)

2) Soit (A, 1) € R2. Comme X7 et X5 admettent un moment d’ordre 2, c’est
aussi le cas de A Xj + p Xs. De plus :
Cov(A X1 4 11 Xo,Y)

(par la formule

(par linéarité de

= EAX1Y +pXoY) - (AE(X1) + pE(X2)) E(Y) I’espérance)

= AE(X1Y) +pE(X2Y) — AE(X1)E(Y) — nE(X2) E(Y) l(ﬁ;;;zzge de
= AMEXY) - E(X)E(Y)) + 1 (E(X2Y) - E(X2) E(Y))

(par la formule

= ACov(X1,Y)+ uCov(Xs,Y) de Keenig)

3) Soit (A, p) € R2.
Cov(X,\Yi + 1Y)
= Cov(A\Y1 4+ nYs, X) (par symétrie)
= ACov(Y1,X)+ nCov(Ya, X) (par le point 2))

4) Soit a € R. Cov(X,a) =E(aX) —E(a) E(X) =aE(X) —aE(X) = 0.
O
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V.1.d) Une condition nécessaire d’indépendance V.2. Variance d’une somme

Théoréme 15. V.2.a) Cas général
Soient X etY deuz v.a.r. (discrétes).

On suppose que X et Y admettent chacune un moment d’ordre 2.

Théoréme 16.

Soit (X,Y) un couple de v.a.r. discrétes.

X etY indépendantes = Cov(X,Y)=0

On suppose que X et'Y admettent chacune un moment d’ordre 2.
(i.e. X et'Y admettent une variance)

Démonstration.
On utilise la formule de Keenig-Huygens : 1) Alors X +Y admet une variance.
Cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E®Y) 2) De plus : VIX+Y)=V(X)+V(Y)+2 Cov(X,Y)
Or, comme les v.a.r. X et Y sont indépendantes, E(XY) =E(X) E(Y). Démonstration
On en déduit que Cov(X,Y) = 0. O )
1) Comme : (X +Y)? = X2+ 2 XY + Y2 et que chaque élément de la
Remarque somme admet une espérance, X + Y admet un moment d’ordre 2.

o Généralement c’est la contraposée de cet énoncé qui est utilisée. Elle per-

2) On utilise la formule de Koenig-Huygens :
met de démontrer que deux v.a.r. X et Y ne sont pas indépendantes.

V(X +Y)
= E(X+Y)?) - (E(X +Y))?

Cov(X,Y)#0 = X et Y ne sont pas indépendantes

@ Ce résultat N’EST PAS une équivalence. Autrement dit, il existe des = E (X2 +Y7+ 2XY) — (E(X) + E(Y))2
variables aléatoires X et Y : = E(X?) +E(Y?)+2E(XY)-E(X)? - E(Y)? - 2E(X)E(Y)
x qui ne sont pas indépendantes, = V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y)
x qui vérifient Cov(X,Y) = 0. -

Exemple

On reprend 'exemple issu de EML 2007.

On a déja démontré :

x Y et T (=UY) ne sont pas indépendantes,
x veérifient : E(YT) = E(Y) E(T)

Ainsi : Cov(Y,T) =E(YT) -E(Y) E(T) = 0.
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V.2.b) Variance d’une somme de v.a.r. indépendantes
Théoréme 17.

Soit (X,Y) un couple de v.a.r. discrétes.

On suppose que X et Y admettent chacune un moment d’ordre 2.
(i.e. X et'Y admettent une variance)

1) Alors la v.a.r. X +Y admet une variance. De plus :

X etY indépendantes = V(X +Y)=V(X)+V(Y)

2) Généralisation

. Xy,
. Xy,

0 ., X admettent une variance.
n Suppose :

., X5, mutuellement indépendantes.

Alors X1+ ...+ X,, admet une variance et :

V(X1 4.+ X)) = V(X1) + ...+ V(X,)

Démonstration.

1) Si X et Y sont indépendantes, alors Cov(X,Y") = 0.
Donc, d’apreés le point précédent, V(X +Y) = V(X) + V(Y).

2) Par récurrence sur n. ]
Remarque
Soient X7q,...,X, des v.a.r. discrétes, mutuellement indépendantes, telles

que X; < B(p). Notons X = X1 + ...+ X,,. Alors :

e X — B(n,p) (X compte le nombre de succés dans une répétition de n
épreuves de Bernoulli indépendantes et de méme paramétre p)

V(X)) = V(Xi+...+X,) = VX1)+...4+V(X,) =npgq

Exemple
Considérons a nouveau ’exemple du lancer de 2 dés a 3 faces.
« On note Z; le résultat du 1" dé et Zy le résultat du 2°™e.
e On note X le maximum des résultats et Y le minimum.
1) 1l s’agit de déterminer V(X +Y).
Afin de s’épargner tout calcul, on remarque :
X+Y = min(Zl, ZQ) + max(Zl, ZQ) = Z1 + Z2
Comme Z; et Z5 sont indépendantes et admettent une variance :

32—-1 32-1 2 2 4
V(Zl)+V(Z2): =+ = + - = =

V(Zi+25) = 12 12 373 3

(si Zy < U([1,n]) alors V(Z;) = 251

Ainsi, X + Y admet une variance qui vaut :

4
VX +Y) = V(Zi+2) = 3

2) Déterminons alors Cov(X,Y).
Cov(X,Y) = E(XY)-E(X)E®Y)
B 14 22 4x9%—14x22
9 9 92 92 92
3) Déterminons alors V(X)) et V(Y'). Par la formule de Koenig-Huygens :

324 — 308 16

V(X) = E(X?) - (E(X))”
O 12x5+22x3+3x1 (14)\® 26 (14)?
B 9 9) 9 9
9x26 147  234—-196 38
Y SR ]
9 x58—1222

On peut faire de méme pour V(Y) ( ) ou remarquer :

92
8 38 32 38
V(YY) = V(X +Y)-V(X)-200v(X.Y) = ;-G — 5 = o
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V.3. Coefficient de corrélation linéaire
Définition
Soit (X,Y’) un couple de v.a.r. discrétes.

On suppose que X et Y admettent des variances non nulles.

Le coefficient de corrélation linéaire de X et de Y est :

Cov(X,Y)

AT =Xy e )

Théoréme 18.
Soit (X,Y) un couple de v.a.r. discrétes.
On suppose que X et'Y admettent des variances non nulles.

1) Inégalité de Cauchy-Schwarz :

On en déduit (reformulation) :| |p(X,Y)| <1

une des v.a.r. est, presque sdrement,

2) P(X5Y)] =1 une fonction affine de lautre

3) Plus précisément :
x p(X,Y) =1 ssi une des v.a.r. est presque strement une fonction affine
strictement croissante de l'autre v.a.r. .
Cela signifie qu’il existe a > 0 et b € R tels que :

P([X =aY +0]) =1 U P([Y=aX+0b])=1

x p(X,Y) = —1 ssi une des v.a.r. est presque sidrement une fonction
affine strictement décroissante de l'autre v.a.r. .
Cela signifie qu’il existe a > 0 et b € R tels que :

P([X =—-aY +0]) =1 U P([Y=—aX+0b])=1

Remarque

o Les valeurs intermédiaires entre —1 et 1 renseignent sur le degré de dé-
pendance linéaire entre les deux v.a.r. . Plus le coefficient est proche des
valeurs extrémes —1 et 1, plus la corrélation entre les v.a.r. est forte.

« Deux v.a.r. dont la covariance est nulle (et donc le coefficient de corrélation
linéaire est nul) sont dites non corrélées.

Exemple
On reprend 'exemple précédent.

) = e - - R R
Démonstration.

1) « Considérons la fonction f:t— V(t X +7Y).
Remarquons tout d’abord que cette fonction est bien définie. En effet,
la v.a.r. t X +Y admet une variance en tant que somme de v.a.r. qui
admettent une variance.

o Par ailleurs :

) = VEX+Y) = Cov(t X +Y,t X +Y)
= Cov(tX,tX +Y)+ Cov(Y,tX +Y) (par lincarite
a gauche)

= COV(t X, t X) -+ COV(t X, Y) + COV(Y, Y) (par linéarité
+ Cov(Y,tX) a droite)

= tCov(X,tX) + tCov(X,Y) + Cov(Y)Y)
+ tCov(Y,X)

= 2 Cov(X,X) + 2tCov(X,Y) + Cov(Y,Y)

= V(X) 2 +2Cov(X,Y) t+V(Y)

Ainsi, la fonction f est polynomiale de degré 2.
On note P le polynome de degré 2 associé.
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e Or,pourtout t e R: f(t) =Vt X +Y)>0. 3) Rappelons que d’aprés le point précédent :
Cette fonction polynomiale étant de signe constant, on en déduit que
le discriminant de P est de signe négatif. Or : p(X,Y) e {-1,1}
A = (2Cov(X,Y))? —4V(X)V(Y) = 4(Cov(X,Y))? —4V(X)V(Y) & |p(X, V) =1
Et enfin :

< Le polynéme P admet une unique racine a € R
A0 & 4 (Cov(X,Y))2<4V(X)V(Y)
& JlaeR, A6 R, Y = —a X + (B presque stirement

(par stricte
croissance de /- ) Par la formule des racines des polynémes de second degré, on obtient que

I'unique racine o de P s’écrit sous la forme :

& VCov(X, V) < VIX)V(Y)

& | Cov(X,Y) | < /V(X)y/V(Y)
~ —2Cov(X,Y)
& | Cov(X,Y) | <o(X) oY) ¢ 2V(X)
| Cov(X,Y) [  Cov(X,Y) a(X)o(Y)
o(X) o(Y) B V(X) o(X)o(Y)
& XY «1
X, Y)] Cov(X,Y) o(X)a(Y)
2) Déterminons maintenant sous quelle condition a lieu I’égalité de 1’énoncé. = - o(X)oY) V(X)
lp(X,Y)| =1
2 = xy) 2 (ear V(X) = (o(X))?)
& (Cov(X,Y))" =V(X)V(Y) o(X)
< A=0 On en déduit finalement, d’aprés ce qui précéde :
<  Le polynéme P admet une unique racine o € R ()
0- A
& JlacR Pla)=0 p(X,)Y)=1 & FPeR Y = - (X) X + B presque siirement
< JlaeR V@X+Y)=0
< dlaeR, a X 4+ Y est constante presque stirement p(X,)Y)=-1 & JPeR Y =- 08?) X + [ presque stirement
o
& AlaeR, 30 € R, Y = —a X + § presque stirement

La v.a.r. Y est une transformée

2 R
(COV(X’ Y)) = V) V) affine de X, presque stirement
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Exercice ESSEC II - 2001
1. Covariance des v.a.r. X et Y
a) Exprimer Cov(AX+Y, AX+Y") en fonction de V(AX+Y) et en déduire

la formule suivante pour tout nombre réel A :
VX +Y) = N2V(X) + 20Cov(X,Y) + V(Y)

b) En déduire : (Cov(X,Y))? < V(X)V(Y).
A quelle condition nécessaire et suffisante a-t-on ’égalité :

(Cov(X,Y))? = V(X)V(Y)

2. Coefficient de corrélation linéaire des v.a.r. X et Y.
On suppose dans cette question les variances V(X) et V(Y') de X et YV
strictement positives.

a) Exprimer le coefficient de corrélation linéaire p des variables aléatoires
X et Y en fonction de Cov(X,Y) et des écarts-types o(X) et o(Y)
des variables aléatoires X et Y et montrer que p appartient a [—1, +1].

Préciser de plus & quelle condition nécessaire et suffisante p est égal a
—1 ou +1.

b) Donner la valeur de p lorsque les variables aléatoires X et Y sont
indépendantes.

Bilan du chapitre : liens entre les différentes lois

Il faut savoir :

x faire le lien entre la loi de couples et les lois conditionnelles.

x déterminer les lois marginales si on connait la loi du couple,

x déterminer les lois marginales si on connait les lois conditionnelles.

Les liens en ces différentes notions sont rappelés dans le schéma suivant.

Loi de X sachant
[Y = y] pour

tout y € Y(2)
T Loi de Y > def
5| Lot de > e

A
Loi du

Hr couple (X,Y)

Y l
FPTQ<——Loide X > T def
Loi de Y sachant

[X = z] pour
tout x € X ()

On retiendra que la formule des probabilités totales est la clé pour déterminer
les lois marginales. Si la détermination de la loi du couple / les lois condi-
tionnelles constitue généralement la plus grande difficulté d’un exercice sur
les couples, la détermination des lois marginales se résume simplement & une
application de la formule des probabilités totales. Des difficultés calculatoires
peuvent apparaitre mais il n’y a aucune difficulté méthodologique.
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