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CH IV : Applications linéaires - endomorphismes
et matrices carrées

I. Notion d’application linéaire

I.1. Définition

Définition

Soient E et F' des K-espaces vectoriels.

o Une application f: F — F est dite linéaire si :

V(z,y) € B2, flz+y) = f(z) + [(y)
(image d’une somme est la somme des images)
VA eK,Vz € E?, f(A-x) =\ f(z)
('tmage d’une multiplication par un scalaire est
la multiplication scalaire de limage)

« L’ensemble des applications linéaires de E' dans F' est noté .Z(E, F).

« Lorsque F = F, on notera simplement .Z(E).
Une application linéaire de E dans E est appelée endomorphisme de F.

Théoréme 1 (Caractérisation des applications linéaires).

Soient E et F des K-espaces vectoriels.

L’application f : E — F est linéaire
& YO\p) € K:Y(z,y) € B, fA-a+p-y) =X flz) +p- fy)
& YAeKV(z,y) € E?, f(\-a+y) =X f(z)+ f(y)
& VpeKV(zx,y) € B flx+pu-y)= flz)+p fy)

(éviter ces 2 derniéres caractérisations qui introduisent une dissymétrie
de traitement des vecteurs x et y et masquent la notion de CL)

Exercice

1. On considére I'application ¢ définie par :
®: ¢°(0,1]) — R
1
f = / f(t) dt
0

Montrer que ® est une application linéaire.

2. On considére I'application u définie par :

w: KX] — K[X]
P — P

Montrer que u est une application linéaire.

1.2. Propriétés des applications linéaires
Propriété
Soient E et I’ des K-espaces vectoriels.
Soit f € Z(F, F) une application linéaire.
Alors :
1) | f(0g) = Of

2) | Voe B, f(—) = —f()

3) V(M,....\n) €K™, Yz, ..., 2,) € E,

JOq o+ ) =M fr)+ -+ M- fg)

(compatibilité de f avec les combinaisons linéaires)
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Démonstration.
1) Soit z € E. Alors : f(0-2) =0- f(z) = 0g.
2) Soit x € E. Alors : f(—z) = f((—-1)-z) = (-1) - f(x) = —f(x).

3) Par récurrence sur n > 1. m

Remarque

o Une application linéaire est aussi appelé un morphisme d’espaces vectoriels.
En mathématiques, il existe d’autres structures que celle d’espace vectoriel.
On peut notamment citer la structure de groupe : GL,,(K) est un groupe
appelé groupe linéaire d’ordre n.

On parle de groupe car cet ensemble est muni d’une loi de composition
interne (notée multiplicativement) x : GL,(K) x GL,(K) — GL,(K) qui
vérifie :

a. Associativité

V(z,y,2) € (GLn(K))3, rx(yxz)=(xxXy) Xz

b. Existence d’'un élément neutre

Vo € GLy(K), Jy € GL,(K), z xy = yxz = lg, (k)
Si la loi X est commutative, on dit que le groupe est commutatif (ou
abélien). Ici, on est dans le cas d’une groupe non commutatif.

o Une application linéaire est un morphisme d’espaces vectoriels. C’est une

application qui est « compatible » avec les lois + et - définies par la notion
d’espace vectoriel.
De la méme maniére, un morphisme de groupes est une application qui est
compatible avec la loi x définie par la notion de groupe. Plus précisément,
si (G1, X1) et (G, X2) sont des groupes, ¢ : G; — G2 est un morphisme
de groupes si :

(1) ¥(z,y) € G1 X Ga, p(z X1 y) = p() X2 ¢(y)
(it) o(lg,) = 1ga,

« L’application det : GL,(K) — R* est un morphisme de groupes.

o Un intérét de la notion de morphisme est le transport de structures. Plus
précisément, lorsque ¢ : E — F' est un morphisme de STRUCTURE (rempla-
cer ce terme par espace vectoriel ou groupe ou par tout autre structure) :

©(H) (image directe) est une

H -ST TURE FE
est une sous-STRUCTURE de = ous-STRUCTURE de F

0 Y@ (image réciproque)

G est une sous-STRUCTURE de ' = ost Une Sous.STRUCTURE de E

En particulier, lorsque ¢ : E — F est une application linéaire (un mor-
phisme d’espaces vectoriels), alors ¢(E) = Im(y) et =1 ({0r}) = Ker(p)
sont des K-espaces vectoriels.

o En utilisant la propriété 8) du théoréme précédent, on obtient immeédia-
tement qu’une application linéaire f : R — R est une fonction convexe et
concave. En ajoutant la contrainte f(0) = 0, on en déduit que les seules
applications linéaires f : R — R sont de la forme f : x — Az (fonctions
représentées par des droites passant par l'origine).

1.3. Exemple fondamental

Théoréme 2.
Soient (n,p) € (N*)2.
Soit h € L(Mp1(K), #,1(K)).
Alors, il existe une matrice M € My, p(K) telle que h s’écrit sous la forme :

h %p,l (K)
X —

— %n,l(K)
MX

Démonstration.
Notons #g = (e, ..., ey) la base canonique de £ = ., 1(K).
Notons #r = (f1,..., fn) la base canonique de F' = ., 1(K).
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o Soit X € #,1(K). Le vecteur X se décompose de maniére unique sur Zr. Remarque

Autrement dit, il existe un unique p-uplet (z1,...,7p) tel que : o Ce théoréme stipule que «les applications linéaires de .}, 1 (K) dans ., 1 (K)
sont les matrices de ., p(K) ».

T 1 0 ;

T

) Cela peut étre vu comme une bonne ou une mauvaise nouvelle :
X = . =z |. | + ...tz || =111+ ... Fxpep

je)
o

: : on peut étre un peu dégu qu’il n’y ait que si peu d’applications linéaires
x, 0 1 de A1 (K) dans ), 1(K). On aurait pu espérer une plus grande richesse
de construction.

X

Par application de la fonction £, linéaire, on obtient : x la relative simplicité de I'objet étudié est rassurante.

hX) = a1 -h(e)) + ... +ap- h(ey) On Ve.rra .qu’il .n’y.a en réalité pas de raison d’étre décu car la.notion
d’applications linéaires permet des développements suffisamment riches.

Cette écriture met en avant une propriété des applications linéaires sur

les ev de dimension finie : les valeurs h(e1), ..., h(ep) permettente de II. Structure de ’ensemble des applications linéaires
déterminer la valeur de h(X).
Ainsi, h est entierement déterminée par l’image de la base Bg. I1.1. L’espace vectoriel Z(E, F)

« Notons alors : Théoréme 3.

mi1 Mip Soient E et F des K-espaces vectoriels.
m m
h(er) = “e M1 (K) h(ep) = e M1 (K) e L’ensemble £(E, F) des applications linéaires de E dans F est muni :

m' ) m' x d’une loi de composition interne, notée +

n mp/ S-S - - - - - - --"-"-"-"°-"-"-"-"-" - - - - ‘- - - -"-""-"=-=

Pour tout w € Z(E, F), pour tout v € L (E,F), u+ v est lapplication
o Alors : linéaire de E dans F définie par :
mi1 1+ ... +mMip Tp mir ... Mip €1 ut+v: EF — F
h(X) = ma1 $1+-:-+m2p Tp | m'21 TTL.Zp 33.2 _ MX x = u(x)+rv(x)
) ) x d’une loi de composition externe, notée -

Mmnp1 L1 + e + mnp xp mn1 e mnp pr ———————————————————————————————

Pour tout w € L(E, F), pour tout A € K, X -u est Uapplication linéaire
ot M = (myj) LEEH[[lln% O de E dans F définie par :
J 3P
Au: E — F
r = Apu(x)

o L'espace L (E,F) muni de + et - est un espace vectoriel.
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I1.2. Composition d’applications linéaires
I1.2.a) Propriété de la loi o

Théoréme 4.
Soient B, F, G et H des K-espaces vectoriels.
1) Vu e Z(FE), uoidg =idgou = u.
Par ailleurs, pour tout w € Z(F), on introduit la notation :

ud =idg
Vk €N, vt =vuFou (= uouF)

(La notation u*(z) = u(u(x)) ne doit pas étre confondue avec l’élévation
au carré! u(x) x u(x) n'a pas de sens dans le cadre d’espaces vectoriels)

2) Vue Z(E,F), Yve Z(F,G), voue Z(E,QG).
3) Vue L(EF), Yve L(F,G),Yw e Z(G,H), wo(vou)= (wov)ou.

(associativité de la loi o)

I1.2.b) Comportement de la loi o vis a vis des lois + et -
Théoréme 5.
Soient B, F, G et H des K-espaces vectoriels.
1) Vue Z(E,F), Y(vi,v) € (Z(F,Q))°, (v1+wv)ou = vjoutuvyou.
(distributivité a droite de la loi o par rapport a la loi +)
2) V(ui,u2) € (Z(E, F))z, Yo e Z(F,G), vo(u; +uz) = vouy+vous.
(distributivité a gauche de la loi o par rapport & la loi +)

3) VAER, Yue L(E,F), Yve ZL(F,G), vo(Au)=(\v)ou=\(vou).

Remarque
« Si E est un espace vectoriel, on a vu que l'espace .Z(FE) est naturellement

muni des lois 4, - qui en font un espace vectoriel.

« On voit de plus que .Z(F) est muni de la loi o qui se comporte bien vis &
vis des lois + et -. Ajouté aux lois + et -, la loi o munit 'ensemble Z(E)
d’une structure nommée algébre. Cette algébre est dite non commutative
car la loi o n’est pas commutative (si u € Z(F) et v € Z(F), on n’a pas
nécessairement 4 o v = v o u).

Exercice
Soit E un espace vectoriel réel.
Soient u et v des endomorphismes de E tels que u et v commutent :

uov=vou
1. Montrer que, pour tout entier naturel k, u* et v commutent :

ukov:vouk

2. Démontrer que, pour tout entier naturel n :

i <n> uk ok
k=0 k

(u+0)" =
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I1.3. Notion d’isomorphisme, d’automorphisme Définition
I1.3.a) Définition Soient E et F' des ensembles (pas nécessairement des ev).

Définition Soit f : E — F une application (pas nécessairement linéaire).
Soient E et F' des K-espaces vectoriels. Supposons que f est bijective.
« On appelle application réciproque de f et on note f~! : F — E,

« U licati :E — F est i hi de £ d Fsi: - .
ne application u est un isomorphisme de ans F si Iapplication définie par :

(i) ue Z(E,F).
-1 .

(ii) u est bijective. f P FB
y + f~Y(y) : 'unique antécédent

S’il existe un isomorphisme de E dans F', on dit que E et F sont iso- , —
de y par I'application f

morphes.

o Une application u : £ — F est un automorphisme de F si : o On en déduit immédiatement :

(i) u € L (F) (autrement dit, u est un endomorphisme de FE).

Ve ENNyeF, | y=f(z) & fy) =2

(i) u est bijective.

I1.3.b) Application réciproque, cas général Représentation graphique.
Soient E, F' des ensembles et f : E — F une application bijective.
Rappels sur les applications (pas forcément linéaires)

Soient E et F' des ensembles (pas nécessairement des ev). ! « Une application f : E — F bijec-

Soit f : E — F une application (pas nécessairement linéaire). _ tive établit une correspondance un

‘ a un entre des éléments de E vers

“ _— les éléments de F.

[ E = F est bijective _5 o Son application réciproque f~!

\‘ établit la méme correspondance
mais dans l'autre sens : des élé-

< tout élément y € F admet un et un seul antécédent x € F par f £ ments de F' vers les éléments de E.

Rappelons que :

& f est injective et surjective

& VYyeF, xekl, y=f(x)
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Exercice 2. a) C’est I’équivalence obtenue dés la définition de la notion de bijection
Soient F, F', GG des ensembles. réciproque.
Soit f : ' — F une application. b) Soit y € F. Par définition, f~1(y) est 'unique antécédent de y par la
Soit g : F' — G une application. fo-nct'lon f . ) _
L Ainsi, en appliquant f a f~'(y), on obtient y.
3 f est injective e . . .
1. a) Démontrer : g est injective = go[f:E — G est injective ¢) Soit x € E. Par définition, = est 'unique antécédent de f(z) par la
) . . fonction f.
b) Démontrer : go f est injective = f injective Autrement dit : 2 — f‘l(f(x)). ¥

f est surjective
g est surjective
b) Démontrer : go f est surjective = g surjective Soient E et F' des ensembles (pas nécessairement des ev).
Soient f: E — F et g: F — G deux applications.

2. a) Démontrer :

} = go f:FE — G est surjective Théoréme 7.

Théoréme 6.

go f =idg Les applications f et g sont bijectives et

Soient E et F' des ensembles (pas nécessairement des ev). _ } & réciproques l'une de lautre :

Soit f : E — F une application bijective (pas nécessairement linéaire). fog=idr g=f1 e f=g!

On note f~1 : F — E sa bijection réciproque. ]

Démonstration.
-1 . . . N
1. L’application f~1 est bijective et de réciproque f : (f—l) =f a. On sait que go f =idg. Or idg est une bijection de E dans E.
Donc go f est bijective. On en déduit que go f est notamment surjective.

1 Ainsi g est surjective.
2. a) Vx € E\Vy € F, y=f(z) & ff(y ==z

De méme, f og=idp. Or idp est une bijection de F' dans F.
)| YyeF, f(f ) =y D.onc. fog (.asi.: bij.ective. On en déduit que f o g est notamment injective.
Ainsi g est injective.

c)| YxeE, f~Y(f(x) == On en déduit que g est bijective.
On démontre de la méme maniére que f est bijective.

Démonstration. b. La réciproque de f est par définition 'application qui & y € F' associe son
1. Démontrons que l'application f~! : F — E est bijective. Il s’agit de unique antécédent par f.

démontrer que tout élément u € E admet un unique antécédent par f‘l. Soit y € F. Alors f(g(y)) = fog(y) =idr(y) = y.

Soit u € E. Notons v = f(u). Cela équivaut & : u = f~1(v). Cette derniére L’¢élément g(y) est un antécédent de y par f.

égalité signifie, par définition, que v est un antécédent de u par f~1. Comme f est bijective, cet élément est unique. D’ou g(y) = f~(y).

Cet antécédent est forcément unique car, si w = f~1(v) alors v = f(w) Ainsi = Vy € F, g(y) = f~'(y). Autrement dit : g = f~.
ce qui démontre, par injectivité de f : u = w.
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I1.3.c) Application réciproque d’un isomorphisme Théoréme 9.
Théoréme 8. Soient E, F et G des K-espaces vectoriels.
Soient E et I des K-espaces vectoriels. Soient u € L (E,F) etv € Z(F,G).
Soit u € £ (E, F). Supposons que u et v sont des isomorphismes.
Supposons que u est un isomorphisme de E dans F. 1) Alorsvou: E — G est un isomorphisme de E.
Alors Uapplication réciproque uw™' est un isomorphisme de F dans E. (on a notamment vou € Z(E,G))
(en particulier, u=' € £ (F,E)) 2) Deplus ;| (vou) ' =utov!
Démonstration. )
Démonstration.

« L’application v™! : F — E est bijective en tant que réciproque de 'appli-

cation u : E — F qui est elle-méme bijective. « L’application v o u est linéaire (vowu € Z(F)) en tant que composée de

L o deux applications linéaires.
o Il reste & démontre que u=" : F — FE est linéaire.

Soit (A1, A2) € K2 et soit (y1,y2) € F2.
L’application u étant surjective :

o Il reste & démontrer que v o u est bijective.
Pour ce faire, on applique le théoréme 7a g =u"tov ' : E = Eet f =

o vou : ¥ — FE. Vérifions que 'on est dans le cadre d’application de ce théo-
x il existe x1 € E tel que : y; = u(xy).

Ce qu’on peut aussi écrire : 1 = u~(y1). gof = (ulovHo(vou) fog = (vou)o(utov™)
x il exisEe x2 € E tel que : yp = u(ycg)_.l = ulo(wlov)ou — vo(uou)ov!

Ce qu’on peut aussi écrire : z9 = u™ (y2). réme. . B . .

L1 = wu oidpou = woidpow
On en déduit que :
= ulou = vouv !
u ALy A yp) = U_l()\l ~u(z1) + Ag - U(@)) — idg — idg
— ! (U(/\l 21+ Ao - 372)) Ainsi f et g sont bijectives et réciproques 'une de l'autre. n

= A-z1+ X2
= A-ut(y1) + Ao u ()

Ainsi, ! € Z(F,E). 0
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III. Noyau et image d’une application linéaire

III.1. Noyau d’une application linéaire
III.1.a) Définition
Définition
Soient E et F' des K-espaces vectoriels. Soit f € Z(E, F).
« On appelle noyau de f et on note Ker(f) I’ensemble :

Ker(f) = {z€E| f(z) = 0p)
= {machin € E | f(machin) = 0r}

« En particulier, on retiendra, pour tout x € E:| z € Ker(f) < f(x) =0p

VYmachin € E,

machin € Ker(f) < f(machin) = 0p

Remarque

Par définition, Ker(f) = f~'({Or}), image réciproque de I'ensemble {0z}
(attention, il ne s’agit en aucun cas de dire que f est bijective!). Si on en
croit le résultat énoncé dans la remarque initiale du cours, on va pouvoir
démontrer que Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E (c’est bien le cas).

IT1.1.b) Structure du noyau d’une application linéaire

Théoréme 10.
Soient E et F' des K-espaces vectoriels et soit f € L(E,F).

Alors Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration.

1) Ker(f) C E par définition.

2) Ker(f) # @ car Op € Ker(f). En effet : f(0g) = 0p.
3) Stabilité de Ker(f) par combinaisons linéaires

Soit (A1, A2) € K2 et soit (71, 22) € (Ker(f))2.

JA-z1+ X2 22) = Ai-f(z) + Ao f(z2) (par linéarité de f)
B (car x1 € Ker(f)
= MOr T A2 Or et x5 € Ker(f))
= 0Op O
Exemple
Reprenons 'exemple fondamental.
. f %n,l(K) — %p,l(K)
e Soit M € M) n(K) et X o Mx

Alors Ker(f) ={X € #,1(K) | MX = 0}.
Ainsi, Ker(f) est ’ensemble des solutions du systéme homogéne M X = 0.
(n inconnues et p équation)
« Il faut savoir reconnaitre les ensembles représentant des noyaux.
T
Par exemple, F = { (y

z

€ M31(K) | z=2yet z=—y} = Ker(f) on

I’application linéaire f est définie par :

[ ds1(K) — Ar1(K)
() = =G ()

o L'ensemble F'={ [ 2, | € #31(K) | 3z1 + 222 — 23 = 0} est un ev.

3

En effet, c’est le noyau de 'application linéaire
f : %371(K) — %1 (K)
1 X1
To — 3.%'1+2.%'2—$3:(3 2 —1) To
xs3 x3
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ITII.1.c) Caractérisation de 'injectivité d’une application linéaire & III.2. Image d’une application linéaire

;2
Paide de son noyau II1.2.a) Définition

Théoré 11.
coreme Définition
Soient E et F' des K-espaces vectoriels.

Soient E et F' des K-espaces vectoriels.
Soit f € Z(E,F).

Soit f € Z(E, F).

L’application f injective < Ker(f) ={0g}

« On appelle image de f et on note Im(f) ’ensemble :

Démonstration. Im(f) (yeF|3 i ()}
m = S re b, y=jx
(=) Supposons f injective. Démontrons que : Ker(f) = {0g}. Y Y

(D) Comme f linéaire, f(0g) = Op. = {fle)eF|zeE}
Ce qui démontre que : Ker(f) D {0g}. = {f(truc) € F' | truc € E}

(C) Soit z € Ker(f). Ainsi :

f(z) = 0p = f(0p) « En particulier, on retiendra, pour touty € F':| y € Im(f) < y= f(...)

L’application f étant injective, z = Op.

Ce qui démontre : 2 € {05}. Viruc € F, | truc € Im(f) < Jbidule € E, truc = f(bidule)

(<) Supposons que Ker(f) = {0g}. Démontrons que f est injective.

Soit (x,y) € E? tel que f(z) = f(y).
On a alors : f(x) — f(y) = 0, ce qui s’écrit :

IT1.2.b) Structure de 'image d’une application linéaire

Théoréme 12.

Soient E et F' des K-espaces vectoriels.

fz—y)=0r Soit f € Z(E,F).
Ainsi, z —y € Ker(f) = {0}, dott z —y = 0 et = = . - Alors ITm(f) est un sous-espace vectoriel de F'.
Démonstration.

1) Im(f) C F par définition.
2) Im(f) # @ car Op € Im(f). En effet : 0p = f(0g).
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3) Stabilité de Im(f) par combinaisons linéaires

Soit (A1, A2) € K2 et soit (y1,32) € (Im(f))%.
Ainsi, il existe (z1,72) € E? tel que : y1 = f(z1) et y2 = f(x2).

Ayt Ay = A fzn) + A2 f(22)
= f(A1-x1+ A2 x2) (par linéarité de f)
Ainsi, A\ - y1 + A2 - y2 € Im(f). O
METHODO Démontrer qu’un ensemble est un espace vectoriel

Pour démontrer qu’un ensemble F' est un espace vectoriel, on peut donc
utiliser I'une des propriétés suivantes.
1) Revenir a la définition et vérifier tous les axiomes.
Long et pénible — a éviter.
2) Montrer que F' est un sous-espace vectoriel F' d'un ev E.
Méthode classique (fonctionne toujours!) a connaitre absolument.

3) Montrer que F' s’écrit sous la forme : F' = Vect (a1, ..., an).

Plus élégant et rapide.

4) Montrer que F' s’écrit sous la forme : F' = Ker(f)
ou f est une application linéaire.
Plus élégant et rapide.

5) Montrer que F' s’écrit sous la forme : F' = Im(f)
ou f est une application linéaire.
Tout aussi élégant et rapide.

Exercice
Soit E un K-espace vectoriel.
Soit f € Z(FE).
1. Démontrer : f2 =0y < Im(f) C Ker(f).
2. a) Démontrer : Ker(f) C Ker (f?).
b) Démontrer : Im(f) D Ker (f?).

A RETENIR

Démontrer qu’'un vecteur y € F' est dans I'image de f, c’est ’écrire sous la
forme :

y=f(..)

Exemple
Reprenons 'exemple fondamental.

. f : %n,l(K) — %pJ(K)
o Soit M € M, ,(K) et X oMX

Alors Im(f) ={Y € #,1(K) | 3X € #,1(K), Y = MX}. Ainsi, Im(f)
est I’ensemble des seconds membres Y tels que le systéme M X =Y admet
une solution.

« Il faut savoir reconnaitre les ensembles écrits comme des images.
x

ou ’application linéaire f est définie par :

Par exemple, F' = { (x?’jizfz) € M21(K) | (y) € M31(K)} =1Im(f)
f : .//3’1(K) — %le(K)

z
T x
/ 3z+2 \ _ (320 ,
(y) = (:c+2y+z) _<1 2 1)<y)
z z
IT1.2.c) Caractérisation de la surjectivité d’une application

Théoréme 13.
Soient E et F des K-espaces vectoriels.
Soit f € L(E,F).

f surjective < Im(f)=F

Démonstration.
On ne fait que rappeler ici le résultat obtenu dans le chapitre Ensembles et
applications. O

10
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IV. Applications linéaires en dimension finie IV.1.b) Caractérisation de 'injectivité / surjectivité / par image

d’une famille libre / génératrice / base

IV.1. Image d’une application linéaire en dimension finie
Théoréme 15.

IV.1.a) Détermination pratique de I’image d’une application li- Soient E et F des K-espaces vectoriels

néaire
On suppose que E est de dimension finie.

Théoréme 14. Soit f € L(E,F).
Soient B et F' des K-espaces vectoriels.

L’application f est injective
Limage par f de toute famille libre finie de E est une famille
(finie) libre de F'.

On suppose E de dimension finie p € N* et on note # = (e1,...,ep) une
base de E. Soit f € L (E,F).

1) L’application f est entierement déterminée par sa valeur sur AB.
Autrement dit, si Uon connait la valeur de f(e1), ..., f(ep), on connait
la valeur de f(x) pour tout x € E.

L’application f est surjective
- L’image par f de toute famille génératrice finie de E est une
2) | Im(f)=Vect(f(e1),...,f(ep)) famille (finie) génératrice de F'.

Démonstration.
Démonstration du point 2).

(C) Soit y € Im(f).
Alors il existe x € E tel que y = f(x). Le vecteur x se décompose On déduit de ce dernier résultat :
de maniére unique sur #A. Autrement dit, il existe un unique p-uplet

(x1,...,2p) tel que : dim(F) = dim(F)

rT=z1-€1+ - +Tp-ep

L’application f est bijective
< L’image par f de toute base finie de E est une base (finie) de F.

1l existe une application
linéaire bijective entre F et F

Ainsi, par linéarité de f : Exercice

Soit F un espace vectoriel de dimension finie p € N*.

y=f@)=a1- fler) +-+ap- flep) On note (e, ..., ep) une base de E.
Ainsi, y € Vect (f(e1),-.., f(en)). Soit F' un espace vectoriel de dimension finie.
(D) Soit y € Vect (f(e1),..., f(ep)). Il existe alors (A1,...,Ap) € KP tel Soit f € Z(E,F).

que - a) Démontrer que si f est injective alors : dim(FE) < dim(F).

y=X-fle)+...+ X flep) = f</\1 el Ny ep) b) Démontrer que si f est surjective alors : dim(F) > dim(F).
¢) Démontrer que si f est bijective alors : dim(E) = dim(F).
Ainsi, y € Im(f).

11
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IV.2. Rang d’une application linéaire

IV.2.a) Définition

Définition
Soient E et F' des K-espaces vectoriels de dimensions finies.
Soit f € Z(E,F).

On appelle rang de l'application f et on note rg(f) :

rg(f) = dim (Im(f))

Remarque
S % = (e1,... ) est wme base de B Tm() = Vet (f(er). ... f(ex).
Alors :
rg(f) = dim (Im(f))
= dim (Vect (fler),..., f(en)) )
= rg(fler),..., flen))

IV.2.b) Théoréme du rang

Théoréme 16.
Soient E et F' des K-espaces vectoriels.
On suppose E de dimension finie notée n € N*,
Soit f € Z(E,F).
1) Le sous-espace vectoriel Ker(f) admet un supplémentaire dans E qui est
isomorphe a Im(f). Autrement dit :

3G CE, E=Ker(f)®G ot dim(G) = dim ( Im(f))

(on a méme : f(G) =Im(f))
2) On en déduit :

dim(E) = dim (Ker(f)) + dim (Im(f))
= dim (Ker(f)) +rg(f)

Démonstration.
x Ker(f) sev de E

« FE de dimension finie » &lors Ker(f) est un espace vectoriel de

« Comme

dimension finie notée r (< dim(FE) = n).

On note alors Zy = (el, e er) une base de Ker(f).

En particulier, (61, . ,er) est une famille libre de E.

On la compléte en une base & = (el, ey Gy UL,y ,un,r) de E.

« Démontrons alors que F = <f(u1), . ,f(un,T)) est une base de Im(f) :

x démontrons que la famille F est libre.
Soit (A1, ..., Ap—yp) € R?T.
Supposons : Ay - f(ur) + ...+ A—r - f(tp—r) =0p.
Alors : f()q ‘Ul e Ay -un,T) =0p.
Ainsi, Adp - up + ...+ Ay - Up—r € Ker(f) = Vect (eq, . ..
On en conclut qu’il existe (Oq, ey ozr) € R” tel que :

er).

MU+ ...+ Uy = a1-€1+...+ap €

Autrement dit :
ar-e1+...+ar€e — AU —...— Ay_p-Up—pr = Of

Comme £ est une base de E, c’est en particulier une famille libre et on
en conclut :
041:...20471:)\1:...:>\7L7TZO
Ainsi : My = ... = A\, = 0 et F est une famille libre de F.
x démontrons que la famille F est génératrice de Im(f).

Il suffit de remarquer que comme 4 est une base de E :
Im(f) = Vect(f(e1),...,f(er), f(ur),..., f(un—r))
= Vect (Op,...,0p, f(u1),..., f(upn—y))

flur), ..o, f(un—r))
F)

= Vect

~~ o~~~

= Vect

12
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o En notant G = Vect (uq,...,up—r), on a démontré : IV.2.c) Caractérisation de l’injectivité / surjectivité / bijectivité
« E=Ker(f) & G par détermination du rang
(puisque & = (61, ey UL, ,un,r) est une base de F). Théoréme 17.
x de plus : Soient E et F' des K-espaces vectoriels de dimensions finies.
dim(G) = Card (ul, . ,un_r) Soit f € Z(E, F).
— n—r o [ est injective < rg(f) = dim(FE).
= Card (f(u1),..., f(un—r)) o [ est surjective < rg(f) = dim(F).
— dim (Im(f)) (car F est une Démonstration.
- base de Tm(f)) - Application directe du théoréme du rang. O

Théoréme 18 (Caractérisation des isomorphismes).

Remarque Soient E et F' des K-espaces vectoriels de dimensions finies.

« Il faut bien lire ce théoréme. En aucun cas il ne stipule que Im(f) et Ker(f)
sont supplémentaires. Pour une application linéaire f € Z(FE, F'), une telle
affirmation n’a pas de sens. Si Ker(f) est bien un sous-espace vectoriel de

On suppose que dim(E) = dim(F)
Soit f € L (E,F).

E, Im(f) en revanche est un sous-espace vectoriel de F'. f est biective < f est injective < f est surjective
e Si fe Z(E), Im(f) est bien un sous-espace vectoriel de E.
L’écriture E = Ker(f)®Im(f) est alors parfois vérifice. C’est le cas en par- f est bijective < Ker(f) ={0g} & rg(f)=dim(F)

ticulier pour les projecteurs (applications qui vérifient p o p = p). On peut
d’ailleurs caractériser les applications pour lesquelles cette décomposition
est réalisée. On peut par exemple démontrer : Exercice

Dans ce cas, f est un isomorphisme de E vers F.

E = Ker(f) ® Im(f) & Ker(f) = Ker (f2) 1. L’application linéaire :

MH(K)  — K4
Exercice g: a b
L’appli dérivée de K3[X] dans K[X]. ( c d ) — (c,a+d,b—c,c)

a. Montrer que ® est un endomorphisme de K3[X]. est-elle un isomorphisme ? un automorphisme ?

b. Déterminer le noyau. 2. Notons E = K[X] et ¢ 'endomorphisme de E défini par ¢ : P — X P(X).
c. En déduire la dimension de Im(®). a) Démontrer que ¢ est injective.
d. Vérifier que Im(®) = Ko[X]. b) L’application ¢ est-elle surjective ?

13
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IV.3. Formes linéaires et hyperplans

Rappel

e Si F est un K-espace vectoriel de dimension finie, on appelle hyperplan de

E tout sous-espace vectoriel de dimension dim(E) — 1.

o De maniére générale, on appelle hyperplan de E tout sous-espace vectoriel

de E de codimension 1. Autrement dit, F' est un hyperplan de E si :
x F' est un sous-espace vectoriel de F,

x il existe GG, sous-espace vectoriel de F de dimension 1, tel que :
E=F & G

(ou encore s'il existe u € E'\ {Og} tel que E=F & Vect (u))

IV.3.a) Définition
Définition
Soit F un K-espace vectoriel.
On suppose que E est de dimension finie.

o Une forme linéaire sur E est une application linéaire de E dans K.

IV.3.b) Caractérisation des hyperplans de E en dimension finie
Théoréme 19.

Soit B un K-espace vectoriel.

Soit H un sous-espace vectoriel de E.

On suppose que E est de dimension finie n € N*.

H est un

L perplan de B 39 € (LEK)\{0z@x)}, H =Ker(p)

2. Soient o1 € Z(E,K) et p2 € Z(E,K) deux formes linéaires.

On suppose que ces formes linéaires sont non nulles.

Ker(¢1) = Ker(p2) < JacK*, o1 =a-¢2

(autrement dit, deuz formes linéaires définissent le méme hyperplan ssi
elles sont colinéaires)

Démonstration.

1. (=) Soit (eq,...,en—1) une base de H.

C’est une famille libre de H et donc de F, que I'on compléte en une
base # = (e1,...,en—1,€,) de E. Notons alors p € Z(F,K) la forme
linéaire définie par :

(,0(61) =0,..., (p(en—l) =0,0(en) =1

Alors : Ker(y) = Vect (e1,...,e,-1) = H.

(<) Le théoréme du rang montre que le noyau d’une forme linéaire non
nulle sur F est un hyperplan de F.

2. (=) On suppose Ker(p;) = Ker(pz). Comme ¢; est une forme linéaire

non nulle, alors Ker(¢1) est un hyperplan de E. C’est donc un espace
vectoriel de dimension n—1 dont on note F = (eq, ..., e,_1) une base.
On compléte cette famille F en une base # = (e1,...,en—1,€y) de
E. Par hypotheése :

Ker(p1) = Vect (e1, ..., en—1) = Ker(y2)

Ainsi, pour i € {1,2} : g;(e1) = ... = p(ep—1) = 0.
Comme les deux formes linéaires sont non nulles, alors il existe ¢ # 0
et d # 0 tels que : ¢1(e,) = cet pa(e,) = d. On aalors : 1 = §- .

(<) Sens clair. O

14
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IV.3.c) Equations d’un hyperplan dans une base Remarque

Théoréme 20. o L’ensemble :

Soit E un K-espace vectoriel. a1 a1z a3
S(K) =< a1 as2 a3 | |ai2=oag1etarsz=az; et azs =aso

as1 a2 as3

On suppose que E est de dimension finie n € N*.
Notons B une base de E.

N’est PAS un hyperplan de .Z5(K).

Ce sous-espace vectoriel de .#5(K) s’écrit comme intersection de trois hy-
perplans :

1. Les hyperplans de E sont les parties de E définies par une équation linéaire
non nulle sur les coordonnées des vecteurs de E dans la base A.

Autrement dit, pour tout hyperplan H de E, il existe (a,...,q,) € K",

un n-uplet différent de (0,...,0) tel que : aiq a2 aig
S(K) = az1 aze asg | € A3(K) | aj2=az2;
H={z€cFE ap-r1+...Fon-xn = 000 (21,...,2,) €K as1 az2 azs
sont les coordonnées de x dans la base PB
2. Deuz telles équations définissent le méme hyperplan ssi elles sont propor- a1 a2 a3
tionnelles. N azy azp a3 | € A3(K) | a13=as;
asi a2 433
Démonstration.
C’est l'interprétation matricielle du corollaire précédent. O
a1 a1,2 013
Exemple N (a2,1 az?2 a2,3) € M3(K) | az3 = asz2
s 3 3 asz1 a32 ass
1. L’ensemble {(z1,z2,x3) € R’ | 1 + 22+ 23 = 0} est un hyperplan de R”.
I s’écrit naturellement comme le noyau de la forme linéaire : C’est un sous-espace vectoriel de .#3(K) de dimension 9 — 3 = 6.
o R3 . R3 o De maniére générale, si :

x F est un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*,
(1, 22,23) = @1+ 22+ 23 . e .
x F un sous-espace vectoriel de E défini par un systéme de k € [1,n]

équations linéaires sur les coordonnées des vecteurs de E dans 4,
2. AH(K) = {(al’l a172> | a1 = azl} = Ker(p) est un hyperplan de 4

a1 @22 o o nombre d’équations linéairement
A2(K). alors : dim(F) = dim(F) < indépendantes )
v o Mo (K) — Ma(K) o En particulier, si ¢1, ..., @, sont des vecteurs linéairement indépendants
<a1,1 a172> S a _a de g(E, K) :
az1 Q22 1,2 21 F = Ker(gpl) n...N KGI'(QOI.C)
3. Kpq[X]={a1Py+ ...+ anP, | a, = 0} est un hyperplan de K, [ X]. alors : dim(F') = dim(F) — k.
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V. Représentations matricielles de vecteurs
plications linéaires

et d’ap-

V.1. Matrice colonne associée a un vecteur
V.1l.a) Définition

Définition Matrice colonne associée a un vecteur
Soit E un espace vectoriel.
On suppose que F est de dimension finie p € N*.

Notons &g = (e, ..., ep) une base de E.

« Soit z € E. 1l existe un unique p-uplet (z1,...,z,) € KP tel que :

T =211+ +Tp-e

La base $Br étant fixée, le vecteur = est entiérement déterminé par la
donnée du p-uplet (z1,...,x;,), que 'on nomme coordonnées de = dans
la base Zp.

o Le vecteur x admet alors naturellement une représentation matricielle.
Il s’agit du vecteur colonne :

z1

X = e M,1(K)

)

Lp

On parle alors de vecteur (ou matrice) colonne associé a x dans la
base Z. Dans la suite, on notera :

Tl
Matg(z) =

Lp

Exercice
On note %1 = (P, P1, P») la base canonique de Ka[X]. Plus précisément :

P(X)=1 et P(X)=X et Py(X)=X?

On note %y = (Ry, R1, Re) la famille de vecteurs définie par :

Ro(X)=1 et R(X)=X-1 et Ry(X)=(X—-1)?

On considére : T(X) =2(X —1)2 - 3(X —1) — 4.
1. a) Quel est le vecteur colonne associé & Py dans la base % 7
Méme question pour P et Ps.
b) Quel est le vecteur colonne associ¢ a T dans la base %; de Ka[X]?
2. a) Démontrer que %s est une base de Ka[X].

b) Quel est le vecteur colonne associé & Ry dans la base %o 7
Meéme question pour R; et Rs.

¢) Quel est le vecteur colonne associé & P dans la base %A de Ko[X]?

16
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V.1.b) Isomorphisme de représentation

Théoréme 21.
Soit E un espace vectoriel.
On suppose que E est de dimension finie p € N*.
Notons B = (e1,...,ep) une base de E.

Alors Uapplication :
@ EF — j/p,l(K)
zr +— Matg,(x)

est un isomorphisme de E dans M, 1(K).

Remarque
o Une fois les base A fixée, ce résultat signifie que :

x tout vecteur x posséde une unique représentation matricielle dans la
base Zg.

(cela signifie simplement que ¢ est une application)

x réciproquement, toute matrice colonne de //p,l(K) est la représentation
matricielle d’un unique vecteur de FE.
(c’est le caractére bijectif)

o Evidemment, si %#; et %, sont deux bases différentes de E, on obtient
généralement des représentations matricielles Mat g, () et Matg, (x) dif-
férentes pour x.

V.1.c) Matrice de passage

Définition
Soit E un espace vectoriel.
On suppose que E est de dimension finie p € N*,
Notons Z = (e1,...,¢ep) et ' = (ei/,...,¢,) deux bases de E.

« On appelle matrice de passage de la base % a la base %’ et on note
Py g, la matrice :

Py g = (Mat/g(el/) ... Mat,@(en/))

Autrement dit, la matrice obtenue par concaténation des vecteurs colonnes
associés a e;’ dans la base A.

Exercice
On considére de nouveau By = (Py, P1, P») et B2 = (Ro, R1, Ro).
On note T(X) =2(X —1)2 - 3(X — 1) — 4.

1. Déterminer la matrice de passage P de %, a Hs.
2. Déterminer la matrice de passage @) de %o a A;.
3. a) Déterminer la matrice colonne associée a T dans la base %s.

b) Déterminer la matrice colonne associée a T' dans la base %; a 'aide
de la formule de changement de base.

¢) Ecrire alors la formule de chagement de base permettant de déterminer
la matrice colonne associée & T dans la base %y connaissant la matrice
colonne associée & T dans la base 4.

17
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Démonstration.

1. Exprimons les vecteurs de la base %4’ dans la base 4.

x Ro=1-Ph+0-PA+0-Pb x Ri=-1-F+1-P

1
Donc Mat»(Rp) = (O) :
0

x Ro=1-Ph—2-Pi+1-P

1
Donc Matg(R2) = (2) .

1

1 -1 1
Ainsi : ng,%/ =({0 1 -=2].

0 0 1

2. Exprimons les vecteurs de la base £ dans la base %'.

-1
Donc Matg(R1) = ( 1 )

+0- P

0

x Pp=1-Ry+0-Ri+0-Ry x PP=—1-Ry+1-R1+0-Ry

0
x Po=1-Ry+2-Ri+1-Ry

1
Donc Mat%/(Po) = (0) . Donc Mate@(Pl) = (

1
Donc Mat gz (P2) = (2) .

1

111
Ainsi:ng/’%: 01 2]).

0 01
3. a) Comme T =—-4-Ry+—-3-R1+2-Ry:

4
Mat 2, (T) = (—3)
2

1
1].
0

b) On écrit :

Mat 4, (1) =

¢) On écrit :

Mat z, (1) =

@ Attention, il s’agit bien de X = PX’ et non pas X-=PX !

Remarque

o On peut dégager de cette formule une régle d’écriture : les bases en regard
de deux objets successifs doivent étre les mémes.

o Plus précisément :

Matg(z) = Py o x Mat z () et  Matgy(r) = Py y X Mat ()

o Dans ’exemple, on démontre que :

R@Q,:@l = (P%l »=%2)_1

Cette propriété est toujours vérifiée (¢f théoréme suivant).

Dans les énoncés, il est souvent demandé d’exhiber la matrice de passage
Py gz d'une base # & une base %' puis de calculer (Pg,}7@/)_1. On peut
obtenir cette matrice en déterminant Pg 5. Généralement, on applique
plut6t la méthode du pivot de Gauss pour obtenir (P, g/) "t

18
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Théoréme 22.
Soit E un espace vectoriel.
On suppose que E est de dimension finie p € N*,
Notons B, X' et B" trois bases de E.
Soit x € E. On note X = Matg(z) et X' = Matg (z).

1.| X =Pggp X' |ouencore| Matg(x) = Pggp Matgy(x)

2. | Pyggr = Py X Py g

3. La matrice Py g est inversible et : (ng“%/)il = Py »

Démonstration.
1. « Soit € E. On note (z1,...,x,) les coordonnées de = dans la base %
et (zf,... ,x;) les coordonnées de x dans la base Z. Autrement dit :
r = Ti-e1+...+Tp-ep
et x = Tj-el’+... 47, e

« Comme # est une base de E, chaque vecteur e;/ se décompose de
maniére unique sur cette base. On note comme suit les décompositions

obtenues :
61/ = rir-e1+...+7rp1-€p
ro_
ep = Tip €1+t ...+ Tpp €
Alors :
r = - (ri-er+ ..
_|_

+ ap,(riprer 4. Ty

= (rin @) + ...+ r1p a,) -

+ (rpr 2y A T )

2023-2024
e Ainsi :
AT x;
X =Matg(x) = :
Tp1 T ATy T,
11 ... Tip .%11
Tpl ... Tpp 3:;7
. Soit x € FE.

On note : X = Matg(z), X' = Matg (x) et X" = Mat gy (x).

D’aprés le théoréme précédent :

x X = Py g X'

X X, - P%/,(%” X”

On en déduit que : X = Py g X' = Py g X Py g0 X".

Toujours d’aprés le théoréme précédent : X = Pg g X”. On en déduit :

Pﬁ,%” X” = P@ﬁ@/ X ng/ﬁ@// X//

Et donc : (Pg g — Pg g % Pg g1) X".
Ceci étant vrai pour tout X”, on en conclut que :

Pg&ggn — Pﬁﬂg/ X P@/ﬂg// = 0

. Notons Z = (ey1,...,en).

D’aprées la theorem précédente : Py = Py g X Py 5.
Or Py s = I, car cette matrice est obtenue en concaténant les vecteurs
colonnes associées a e; dans la base Z et que :

1 0 0
0 1 0
Matg(e1) = | 1 |, Matg(e2) = [0 Matg(e,) = | :
: : 0
0 0 1

On en déduit que Py 4 est inversible d’inverse Py 4.
q. j,g 7@
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V.2. Matrice associée a une application linéaire On peut généraliser cette propriété au cas ou des applications linéaires de
FE dans F ou :

V.2.a) Définition
x E est un K-espace vectoriel de dimension finie p € N*,
Définition x F est un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.

Soit, E et I des K-espaces vectoriels. L’espace vectoriel E (respectivement F') s'injecte naturellement dans .2, 1 (K)

On suppose que E est de dimension finie p € N*. (respectivement ., 1 (K)) par I'isomorphisme de représentation Matz, (.)
On note g = (e1,...,€ep) une base de E. (respectivement Mat g, (.)).
On suppose que F est de dimension finie n € N*. On obtient alors le schéma suivant :
On note Br = (fi1,..., fn) une base de F. f
. E — F
Soit f € Z(E,F).
e On appelle matrice de f relativement aux bases Zp et #r la ma- Matzy (.) l l Mat g, (.)
trice :
Mp1(K) — 1 (K)
Mty () = (Mat (f(e1)) .. Mata, (f(cp)) X s MxX

ou M = Math7gF(f).

« Ainsi, « les applications linéaires de E, de dimension finie p € N*, dans F,
de dimension finie n € N* sont, & isomorphismes de représentation pres,
les matrices de .}, ,(K) ».

o En particulier, étudier les endomorphismes d’un espace vectoriel de dimen-
sion finie n € N*, ¢’est étudier les matrices carrées d’ordre n.

Autrement dit, la matrice de .4, ,(K) obtenue par concaténation des vec-
teurs colonnes associés a f(e;) dans la base Zp.

o Lorsque F = F', on considére généralement la méme base ABg de départ et
d’arrivée. On note alors Matg, (f) en lieu et place de Matg,, 2, (f).
On obtient alors une matrice carrée d’ordre p.

Remarque
Exercice

« Une application f € Z(F, F) est entiérement déterminée par sa valeur sur On considére les endomorphismes et 1 suivantes.

une base de F c’est-a-dire par les valeurs :

f(61)7 f(eQ)v R f(ep)

Il apparait donc logique que la matrice représentative de f soit déterminée
par les matrices représentatives de chacun des vecteurs.

@ Kg[X] — Kg[X] 1/) : Kg[X] — Kg[X]
P — P/(X) P — P(X+1)—P(X-1)

On note & = (Py, Py, P», P3) la base canonique de K3[X].

. 1. Détermi 1 tri ésentative de ¢ dans la base .
o Dans ’exemple fondamental du début de chapitre, on a démontré que les CLETIINEL fa matrice tepresentative de (p dans fa base

seules applications linéaires de .#),1(K) dans .#, 1(K) s’écrivent naturel-
lement & I'aide d’une matrice.

2. Déterminer la matrice représentative de v dans la base 4.
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Exercice
1

Soit A = (_2 1

(o ./ZQ(K) — %Q(K)
M — AM - MA

1) Montrer que ¢ est un endomorphisme de Mo (K).

2) Ecrire la matrice C' de ¢ dans la base canonique

(6506 o) G 3) 6 )

de #>(K).
Démonstration.
e(Er1) o(Er) @(E21) ¢(E22)
0 -2 -2 0
Matg(f) = 2 0 0 —2
-2 0 0 2
0 2 2 0

2). On consideére 'application ¢ définie par :

Eqq

Esq
Es

Exercice

Soit J une matrice non nulle de .#5(R). On définit alors 'application f sur
M>(R) par :
VM € #(R), f(M)=M+tr(M)J
//Q(R) — R
1. a) Montrer que 'application tr : est linéaire.
M — tr(M)
b) Déterminer une base du noyau de I'application tr.

Vérifier : dim (Ker(tr)) =3.
2. Montrer que f est un endomorphisme de .#5(R).
3. Dans cette question uniquement, on considére le cas ot J = ((1) 3)
a) Déterminer la matrice, notée A, de f dans la base 4.

b) Veérifier : (A — I,)? = 0 ou I désigne la matrice identité de .Z(R).

¢) Justifier que A est inversible et déterminer A1,

A RETENIR

Pour déterminer la matrice associée & une application linéaire f dans les

bases B et XBr, on calcule simplement I'image par f de chaque vecteur de
la base Zg.
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V.2.b) Matrice associée & un endomorphisme dans une autre base Démonstration.

Théoréme 23. Soit u € E. On considére v = f(u) et on note :

Soit E un ev de dimension finie. U=Matg(u) V =Matg(v) P=Pgum
Soit B et B’ deux bases de E. U’ = Matg (u) V' = Matg (v)
Soit f € L(F).
On note M = Matg(f), N = Matg(f) et P = Pg 4.
1. Alors : v=1F

Avec ces notations :

M—=PN P! _ (écriture de ’égalité sous forme
& V=MU matricielle dans la base A)

ce qui signifie :
< PV =MPU

Matg(f) = Py g Mat g (f) (P@&g/)_l s V=P 'MPU
& NU =P 'MPU

2. De maniere générale :
En effet : V! = N U’ (cela correspond a l'écriture matricielle de v = f(u)

M et N sont les matrices dans la base %Z’). On a donc démontré :
Les matrices M € #,(K) et représentatives d’un méme 1 /
P"MP-N =
N e #,(K) sont semblables endomorphisme f € Z(E) ( ) U 0
dans des bases différentes Ceci étant vrai pour tout U’, on en déduit que P~*MP — N = 0. O

Remarque
On peut retenir cette formule sous la forme :

Maty(f) = Pg.a Matg (f) Py

que 'on peut rapprocher une nouvelle fois de la relation de Chasles.
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V.2.c) Isomorphisme de représentation V.3. Lien entre opérations sur les applications linéaires et

N ‘ . ‘ - opérations sur les matrices associées
Théoréme 24. Isomorphisme de représentation matricielle p

Soient E et F des K-espaces vectoriels de dimensions respectives p € N* et V.3.a) Noyau d’une application linéaire via la matrice associée

n € N*. Théoréme 25.

On note B une base de E et Br une base de F'. Soient E et F' des K-espaces vectoriels de dimensions finies.

1) Les applications : On note B une base de E et Br une base de F.

f +—  Matg, 2, (f) f —  Matzg, (f) Soient x € E ety € F.
sont des isomorphismes. 7 y=f(z) & Matg,(y) =Matyg, (f(@)
2) En particulier, on a : & Matg, (y) = Matg, %,.(f) Matg, ()
dim(Z(E,F))=np | et | dim(Z(E)) = p 2. En particulier :| x € Ker(f) & Matg, 2,(f) Matg,(z) =0
Remarque Démonstration.
1.

o Une fois les base Bp et B fixées, ce résultat signifie que :

x toute application linéaire f posséde une unique représentation matri- 2.+ Soit # € E. On note (z,...,%p) les coordonnées de = dans la base %.

cielle relativement aux bases #Bg et ZBr. Alors

o _ o r = x1-€ + o+ xpee
(cela signifie simplement que ¢ est une application)

. . , . . et r) = x1-f(e + ... 4+ oz, fle
x réciproquement, toute matrice de ., ,(K) est la représentation matri- f(@) 1 fler) b flep)
cielle relativement aux bases g et Zr d’une unique application linéaire
®.
(c’est le caractére bijectif)

Les coordonnées de x étant connues, le vecteur f(z) est entiérement
déterminé par I'image de la base (e1,...,e,) par la fonction f.

« Comme A est une base de F', pour tout j € [1,p], le vecteur f(e;) se
décompose de maniére unique sur cette base.
On note comme suit les décompositions obtenues :

o En plus d’étre une application bijective, ¢ est linéaire. Ainsi, la matrice
d’une combinaison linéaire d’applications est la combinaison linéaire des
matrices des applications.

Plus précisément, si f € Z(E, F), g€ ZL(E,F) et (A,X2) € K% on a: fler) = ann-fi+...+an - fn

Mat g, 2, (M f+ A2g) = MMatg, %.(f) + A2Matg, 2,.(9)

f(ep) = alp'f1+~--+anp'fn
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Alors : Exercice (EDHEC 2016)
flz) = z1- (a1 fi+ ... +an1 fp) On note & = (e1, €2, e3) la base canonique de K3.
+ .. Dans la suite, on note id 'endomorphisme identité de K3.
+ ap-(ap - fit. Fan - fp) On considére f I'endomorphisme de K? dont la matrice dans cette base est :
= (a11x1+...+a1pajp)-f1 3 .1 1
+ . A=(2 0o 2
+ (anlfl‘i‘-“"’anpxp)'fp 1 -1 3
o Alors :
an T4 ...+ ayp, On note : u; = (1,1,0), ug = (0,1,1).
Mat as 1+ ...+ agp T On pose enfin : ug = e1 + e + e3.
ata (f(@) = : 1. Déterminer une base de Ker(f — 2id).
n1 L1+ .o np Tp 2. Montrer que la famille (u1, us, us3) est une base de K3.
a1 ap\ [T1 3. Vérfier que la matrice 7' de f dans la base (u1,ug2,us) est triangulaire et
_ a1 a2p T2 que ses éléments diagonaux sont égaux & 2.
anl Qnp Tp
= Mat:%E,,%p (f) MatggE ((13) OdJ
Remarque

Il est fréquent qu’une application linéraire f soit donnée seulement par sa
matrice dans certaines bases. Lorsque I'on doit calculer f(z), on doit alors
jongler avec les notations.
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V.3.b) Composée d’applications linéaires et produit matriciel

Théoréme 26.
Soient E, F, et G des vectoriels de dimensions finies.
On note B, Br et Bg des bases respectives de E, F, et G.

1) Pour tout f € L(E,F) et g€ L(F,G) :

Matz, 2.(g° f) = Matg, 2.(9) x Matz, z.(f)

(la composition des applications linéaires correspond a la multiplication

des matrices associées)
2) Pour tout f € £L(E) et pour tout k € N :

Mat s, () = (Mat, ()"

(o l'on a noté f¥ = fo...of)
Théoréme 27.
Soit E2 un espace vectoriel de dimension finie.
On note & une base de E.
Soit f € L (F) un endomorphisme de E.

1) | f est bijective < Matg(f) est inversible

2) Si f est bijective alors : (1\/1211:%(]0))_1 = Mat,@(f_l)

Remarque

o Lorsqu’on dispose d’un endomorphisme et de sa matrice dans une base,
pour savoir si I’endomorphisme est bijectif, il suffit de déterminer si sa

matrice représentative est inversible.

o On pourra notamment penser a appliquer ’algorithme du pivot de Gauss

pour déterminer si A est inversible.

V.4. Lien entre le rang d’une application linéaire et le rang

de la matrice associée

Théoréme 28.

Soient E et F' des K-espaces vectoriels de dimensions finies.

On note g une base de E et B base de F'.
Soit f € L(E,F).

rg(f) = rg(Matg, 2, (f))

Démonstration.
Soit #E = (e1,...,ep) une base de E.

rg(f) = dim(Im(f)) = rg(f(e1), ..., f(en))

Il reste alors & démontrer :

rg (f(el), cel f(en)> =1g (Mat(f(el)), el Mat(f(en))>

Théoréme 29.

Soit A € M (K).

A est inversible & A est la matrice associée & un isomorphisme
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V1. Polynomes d’endomorphismes, de matrices car- Exemple
rées Considérons f € Z(E) et A € #,(K).
« Notons P(X) = X2 —2X. On a alors :
VI.1. Définition
P(f)=f>—2f et P(A)=A*-24
Définition (=17 fe (4)
Soit E un ev de dimension finie n € N*. « Notons Q(X) = X2 —2X + 3. On a alors :
Soit f € Z(FE) et soit A € 4,(K).
olt f € Z{E) et soi (K) QUf) = f2—2f +3/° Q(A) = A2—24+4340
Soit P € K[X]. 1l existe donc r € N et (ao,...,a,) € K" tel que : et
= f2-2f +3idp — A2-24+3I,

P(X)= > a X*
k=0

1) Cas des endomorphismes

s
On note P(f) 'endomorphisme de E défini par P(f) = 3. apf*.
k=0
C’est un polynéme d’endomorphimsmes.

2) Cas des matrices carrées

On note P(A) la matrice de ., (K) définie par P(A) = 3 apA*.
k=0
C’est un polynéme de matrices.

Lien entre les deux

Si # est une base de E et A = Matg(f), on a alors :

P(A) = Matg(P(f))

Pour déterminer P(f) (resp. P(A)), il suffit de remplacer l'indéterminée X
par f (resp. par A). Il faut cependant faire attention : cette stratégie ne
fonctionne que si 'on considére que le terme constant du polyndéme est le
coefficient devant X©.

« Notons R(X) = (X — 1)(—2+3X?2). On a alors :
R(f) = (f=fO(=2f"+3f)
= (f —idg)(=2idg + 3/?)

Et:
R(A) = (A— A%(—24°+34?)

= (A—1I,)(-2I, + 3A?%)
« Enfin, si T(X) = 0 alors :

T(A) =04,k
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VI.2. Composée de polynémes d’endomorphismes

Théoréme 30.
Soit E un ev de dimension finie n € N*.
Soit f € L(F) et soit A € Mp(K).
Soit (P, Q) € K[X] x K[X].

1) Cas des endomorphismes

Si B est une base de E et A = Maty(f), on a alors :

(PQ)(A) = Mat»(P(f) o Q(f))

VI.3. Polynoémes annulateurs
Définition
Soit F un ev de dimension finie n € N*,
Soit f € L(F) et soit A € #,(K).
Soit P € K[X].

1) Cas des endomorphismes

On dit que P est un polynéme annulateur de f si P(f) =0 (g).

2) Cas des matrices carrées

On dit que P est un polyndome annulateur de A si P(A) = 0,4, k)-

Remarque
Soit f € L(F) et A est une base de I'ev E (de dimension finie n € N*).
Soit P € K[X] et A = Matg(f). Alors :

P(f)=0gm) < P(A)=0

(via la passerelle endomorphisme-matrice)

e On en déduit que :

P est un polynoéme P est un polyndéme
annulateur de f annulateur de A

2 =21
A=1[2 -3 2
-1 2 0

1) Calculer A2 et vérifier que P(X) = X2 42X — 3 est un polynoéme annu-
lateur de A.

2) En déduire que A est inversible et exprimer A~! en fonction de A et I.

Exemple
On considére la matrice :
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Démonstration.

1) Calculons :

~1 4 -2 4 -4 2 -3 0 0
A2=|-4 9 —4|,24=(4 -6 4], 3I=[0 -3 0
2 -4 3 -2 4 0 0 0 -3

et on a bien A% +2A4 — 31 = 0.
1
2) L'égalité A% +2A — 31 = 0 entraine §(A +2I) A=1.

1
On en déduit que A est inversible, d’inverse A~! = g(A +2I). 0
Remarque

o Il est classique de démontrer le caractére inversible d’une matrice a 1’aide
d’un polynoéme annulateur. La méthode précédente fonctionne si le poly-
néme annulateur étudié P a un terme constant non nul.

o Si une matrice A posséde un polynéme annulateur, alors elle en posséde
une infinité. Reprenons l'’exemple précédent et considérons le polynéme
Q(X)= (X —7) (X?+2X —3). Alors @ est un polynéme annulateur :

QA)=(A—-T71) (A*+24-31)=0
o De maniére générale, tout polyndéme :
Ry(X) = (X — B) (X* +2X - 3)

est alors un polynéme annulateur de A.

VI.4. Existence d’un polynéme annulateur non nul

Théoréme 31.
Soit E un ev de dimension finie n € N*.
Soit f € L(E) et soit A € M, (K).

1) Cas des endomorphismes

1l existe un polynéme annulateur non nul de f.

2) Cas des matrices carrées

1l existe un polyndme annulateur non nul de A.

Démonstration.

Considérons la famille (A%, A1 A2, ... ,A”Q).
Cette famille contient n? 4+ 1 éléments dans 'ev ., (K) qui est de dimension
finie n?. On en déduit que cette famille est liée.

Il existe donc un (n? 4 1)-uplet (ag, a1, ..., a,2) # (0,0,...,0) tel que :

g A+ Q2 An2 = Ol/ln(K)

TL2

Le polynéme P défini par P(X) = 3. ax X* est donc un polynéme annu-
k=0

lateur non nul de A. O
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VII. Matrices carrées par blocs et sous-espaces stables Remarque

« Toute matrice carrée peut s’écrire comme matrice carrée par blocs. Il suffit

VIL1. Matrices carrées par blocs pour cela de fixer les blocs diagonaux. Les autres blocs s’en déduisent.

VIlL.1.a) Définition o Il n’y a pas unicité de la décomposition par blocs.
Définition T 0l0 170 0
o On appelle matrice carrée par blocs toute matrice A de la forme : I; = 0 1 = 1 0
Sy 2 s 0 01 0/0 1
A | Arp Ay In
A1 | Aop | A2p | ne 30 2
A= : : ) : : o La matrice {1 1 0| est triangulaire supérieure par blocs.
. : . : : 00 2
Apa ‘ Ap 2 ‘ ‘ App [mp
<« (n,...,np) € (N¥)P VIIL.1.b) Manipulation des matrices par blocs
ou V(i,j) € [1,p] x [1,p], Aij € M, n;(K) Théoréme 32.
En particulier, les matrices diagonales qui apparaissent dans cette écriture  Soient A = (4; j)1<ij<p et B = (Bij)1<ij<p deur matrices carrées par blocs
sont carrées (Vi € [1,p], Aii € M, n,(K)). de mémes tailles.
« Une telle matrice est notée : A = (4; j)1<i,j<p- Combinaisons linéaires et produits de matrices par blocs.

C’est une matrice carrée : A € #,(K) ot n=ny+---+np.
)] VO eKxK, \-A+pu-B= <A.Ai,j+u-32,j)

« Une matrice carrée par blocs est dite : 1<i,j<p

x triangulaire supérieure par blocs si :

p
. . 2) | AB = (Cij)i<ij<p ot V(i,5) € [1,p] x [L,p], Cij= > Air X By
V(Z,j) S ﬂl,pﬂ X [[1,pﬂ, <Z >] = A@j = Offnl,n](K)> k=1

. N . 3) En particulier, si A et B sont triangulaires (resp. diagonales) par blocs
x triangulaire inférieure par blocs si :

alors :
V(i,5) € [1,p] x [1,7] (z <j = A.;=0, (K)) x pour tout (A, u) € KxK, \- A+ pu- B est triangulaire (resp. diagonales)
7 e par blocs.
x diagonale par blocs si : x A X B est triangulaire (resp. diagonale) par blocs.

Dans le cas du produit de deux matrices triangulaires A et B (resp. dia-
V(i,j) € [1,p] x [1,p], (l #FJ = Aij= 0///%,1], (K)) gonales) par blocs, les blocs diagonaux de A x B sont les produits des blocs
diagonauzx de A et B.
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Cas des matrices triangulaires supérieures :

<*> () <*> () A xBi| ()
(0) o <0) i o [

© ... (© © ... () 0) 0

Cas des matrices triangulaires inférieures :

© - (0 © - (0 Ai1xBi| (0 (0
S Gl || e [axm]
o 9 Lo :

Cas des matrices diagonales :

(0) - (0) A1 x By (0) (0)
(0) P _ (0) | AyxBy| - :

(0) 2 ()

(0) (0) (0

A (© - (0)

Lo () S
© ... © ©) ...
Remarque
On peut généraliser la notion de matrice par blocs et les calculs par blocs au
cas des matrices non carrées en prenant des « découpages » différents selon
les lignes et selon les colonnes. Le calcul par blocs d’un produit AB est alors

licite dés que le découpage des colonnes de A est le méme que le découpage
des lignes de B.

VII.2. Sous-espace stable par un endomorphisme
VII.2.a) Définition
Définition
Soit E' un K-espace vectoriel.
Soit F' un sous-espace vectoriel de E.
Soit f € ZL(FE).
« On dit que F est stable (ou stabilisé) par f si f(F) C F.
Autrement dit : | F est stable par f < Vax e F, f(z) e F

e Si f stabilise F', la restriction de f & F est & valeurs dans F'.
On appelle alors endomorphisme induit par f sur F' la restriction de f
a F au départ et a 'arrivée. Plus précisément, il s’agit de 'application :

flF F - F

v o~ f@)

Exemple

1. La dérivation P — P’ dans R[X] stabilise tous les sous-espaces R, [X], ou
n € N. Ce n’est pas le cas de la multiplication P — QP par un polynéme
Q de degré > 1.

2. La transposition M — M dans .#,(K) stabilise les sous-espaces S, (K)
et A, (K), mais pas les sous-espaces Tt (K).

Exercice

Soit E un K-espace vectoriel.

Soit p un projecteur de E.

On note C(p) ={f € Z(E) | fop=po [} le commutant de p.
: f € C(p) & f stabilise Ker(p) et Im(p).

2. En déduire la dimension de C(p) lorsque E est de dimension finie.

1. Montrer
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VIIL.2.b) Quelques sous-espaces stables en général

Théoréme 33.
Soit E un K-espace vectoriel.
Soient f € L(F) et g € L(E).
Sous-espaces stables d’'un endomorphisme
1) Les sous-espaces {Og}, E, Ker(f) et Im(f) sont stables par f.
2) Pour tout polynome P € K[X] :

Ker (P(f)) et Im (P(f)) sont stables par f

En particulier, pour tout A € K, | Ker (f — )\idE) est stable par f

Stabilité de I’ensemble des endomorphismes qui stabilisent un 7.

sous-espace de F

Soit F' un sous-espace vectoriel de E.

F est stable
par f et g

o Y(\, 1) € K2, F est stable par - f + - g
o F est stable par fog et go f

Sous-espaces stables de deux endomorphismes qui commutent

Les endomorphismes o Ker(f) et Im(f) sont stables par g

f et g commutent o Ker(g) et Im(g) sont stables par f

VII.3. Caractérisations de la stabilité d’un sous-espace en di-
mension finie

VIIL.3.a) Matrice par blocs d’un endomorphisme qui stabilise un
espace
Théoréme 34.
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*,

Soit F' un sous-espace vectoriel de E dont la dimension est notée p € N*,
Notons Br = (e1,...,ep) une base (ou une famille génératrice) de F.

Notons enfin 8 = (eq, ..
plétion de la base Br.

Soit f € L(F).

1 €py UL, .. ., Un—p) Une base de E obtenue par com-

F est stable par f < VrxeF, f(z)e F
& Vke [[Lp]]’ f(ek) =

2. | F est stable par f < Matg(f) = < A | B ) ou A € M(K)

O C

De plus, dans ce cas, A est la matrice de l'endomorphisme induit f||
dans la base Br.

Démonstration.
Le sens direct de 1 est évident, et la réciproque se prouve par linéarité. Le
point 2 s’en déduit. O
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VIL.3.b) Généralisation : matrice dans une base adaptée a des sup- VIIL.3.c) Illustration classique : le cas des projections et symétries

plémentaires stables

Théoréme 35.
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
Soient Iy, ..

Pour tout i € [1,p] on note AB; une base de Fj;.
On note alors # la base obtenue par concaténation des bases %1, ..., Bp.
(la base A est une base adaptée a la décomposition E = F1 & ... & Fp)

Soit f € L(F).

., I, des sous-espaces supplémentaires de I.

Al -

(0) | Az

Pour tout k € [1,p],
l’espace Fy, est stable par f

& Matg(f) =

: . (0)
©) ... () |4,

ot : Yk € [1,p], Ax = Matg, ( fHFk> € Mg (K)

Démonstration.
1. Conséquence directe de 34 (ler ou 2nd point).

2. Conséquence du 2nd point de 34
(ou de 'équivalence f(Ker(p)) C Ker(p) ssi Ker(p) C Ker(¢ o f) et du
résultat sur la colinéarité des formes linéaires).

O

(i) Projecteurs et symétrie : définition

Définition
Soit E un K-espace vectoriel.

Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires de E (E = F @& G).
Ainsi, tout élément x € E se décompose de maniére unique comme
somme d’un élément de E et d’'un élément de F.
On note alors (zp,zg) € F' x G I'unique couple de vecteurs tel que
r=Ip+2Iqg.
1) On appelle alors projection 2) On appelle symétrie par rap-
sur F' parallélement & G, ’en- port & F paralléelement a G,
domorphisme p : I’endomorphisme s :

p : F - FE S
r — IF

EFE - FE
T = Tp—Iqg
(ii) Caractérisation des projecteurs et symétries
Théoréme 36.
Soit E un K-espace vectoriel.
Soit f € L(E).

Propriété caractéristique

) p est un projecteur de E & pop=p
1
&  E =ker(p—idg) @ Ker(p)

Dans ce cas, p est le projecteur sur Im(p) parallélement o Ker(p).

) s est une symétrie de F < sos=1idg
2
& FE =Ker(s—idg) ® Ker(s +idg)

Dans ce cas, s est la symétrie par rapport a Ker(s —idg) paralléle-
ment o Ker(s +idg).
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Caractérisation par matrice représentative Exemple
, Soit f € (E).
1l existe une base B de E ]
1) p est un 7 () 1. Soit v € E non nul.
projecteur de E telle que Matg(p) = < (83 0) ) La droite Vect (v) est stable par f si et seulement s’il existe A € K tel que
fv) = M.
En particulier, si p est un projecteur :| tr(p) =rg(p) | 2. Soit ¢ € Z(E, K) non nulle.
o L’hyperplan Ker(p) est stable par f si et seulement s’il existe A € K tel
La base A est obtenue par concaténation : que po f = Ap.
x d’une base de Im(p) (de dimension notée ni),
x et d’une base de Ker(p).
1l existe une base B de £
2) s est une N I (0)
symétrie de E telle que Matz(s) = ( 1 >
(O) _Inz

La base & est obtenue par concaténation :
x d’une base de Ker(s —idg) (de dimension notée ny ).

x et d’une base de Ker(s +idg) (de dimension notée na).
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VIII. Trace et déterminant des endormophismes et Cas des endomorphismes

matrices carrées « On appelle trace de f, et on note tr(f), la trace de la matrice Matpg(f)
ou A est une base de E. Le résultat ne dépend pas de la base B choisie.
VIII.1. Trace d’une matrice carrée et d’'un endomorphisme En effet, si %' est une base de E
Théoréme 37. tr (Matg(f)) = tr(Pgg x Matg (f) x Py »)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.
Soit A = (ai7j)1<m<n c %n(K)

Cas des matrices carrées

= tr (P%/r% X P@’%/ X Mat(%/(f))
= tr(Matg(f))

o On appelle trace de la matrice carrée A, et on note tr(A), le scalaire obtenu 1. L’application tr : £ (E) — K, est une forme linéaire non nulle.

n
par somme des coefficients diagonaux de A : tr(A) = > a;;. 2. | Y(f,9) € L(BE)x L(E), tr(fog)=tr(go f)
i=1
o On définit alors 'application tr qui a chaque matrice carrée associe sa trace.
Exemple
tr : M(K) — K Si B = E1 @ FE», calculer la trace de la projection p sur F; parallélement a
A o tr(A) E5, et de la symétrie s par rapport & E7 parallélement & Fs.

~

. L’application tr : 4, (K) — K, est une forme linéaire non nulle.

2. | VA€ #,(K), tr(*A) = tr(A)

3. | VA€ My, (K), VB € M,n(K), tr(AB) = tr(BA)
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VIII.2. Déterminant (rappels)

VIII.2.a) Définition

Définition

Pour tout n € N*, on appelle déterminant et on note det : .Z,(K) — K

I'unique application qui vérifie les propriétés suivantes (eristence et unicité
sont admises) :

x det est n-linéaire relativement aux colonnes (resp. lignes) des matrices.

x det est alternée relativement aux colonnes (resp. lignes) des matrices.
X det(In) =1.

VIIL.2.b) Calcul en pratique du déterminant d’une matrice

Théoréme 38.
Soient A = (ai,j)lgi,jén S .//H(K) et B = (bi,j)lgi,jgn S .//n(K)

Propriétés usuelles

1) | det (*A) = det (A)
2) | YAEK, det (A-A) = A" det(A)
3) | det(AB) = det(BA) = det(A) x det(B)

Formules explicites (cas n < 2 - cas triangulaire) et cas des ma-
trices non inversibles

det a1l a12
a1 022

2) Si A est triangulaire (ou diagonale), alors det(A) = [] ai;.
i=1

ai,1
az,1

a1,2
a2

1)

= ai1 Xaz2 —ai2 Xazi

det(A) =0 < A est non inversible
1l existe une relation de dépendance linéaire
entre les colonnes (resp. lignes) de A

3)

En particulier :
x st A a une colonne (resp. ligne) nulle, alors det(A) = 0.
x 81 A posséde deuz lignes (resp. colonnes) colinéaires, alors det(A) = 0.

x st l'une des colonnes (resp. lignes) de A s’exprime comme combinaison
linéaire des autres colonnes de A (resp. lignes), alors det(A) = 0.

On en déduit aussi :| det(A) #0 < A est inversible

De plus, dans le cas ot A est inversible :

det (A7) = (det(A))™"

Développement par rapport a une ligne/colonne (si n > 2)
Pour tout (i,7) € [1,n] x [1,n], on appelle mineur de position (i,j) et on
note A; j(A) le déterminant de la matrice extraite de A en supprimant sa
ligne i et sa colonne j.

1) Développement par rapport a la i™° ligne

Vi € [1,n], det(A) =

Développement par rapport a la ™ colonne

2)

Opérations élémentaires sur les lignes/colonnes et déterminant

Pour calculer un déterminant d’une matrice carrée d’ordre supérieur a 3, on
place un maximum de 0 (en procédant par opérations élémentaires) sur une
ligne (resp. colonne) et on développe par rapport a celle-ci. On rappelle que :

x multiplier une ligne/colonne de A par a multiplie son déterminant par «.
x échanger deux lignes/colonnes de A multiplie son déterminant par —1.

x ajouter & une ligne/colonne de A une combinaison linéaire des autres li-
gnes/colonnes de A ne modifie pas son déterminant.
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Remarque

« La notion de déterminant n’est définie que pour les matrices carrées.

VIIL.2.c) Déterminant d’une famille de vecteur et déterminant

d’un endomorphisme en dimension finie

« Comme écrit ci-dessus, pour tout (i,5) € [1,n] x [1,n], le mineur d’ordre Théoréme 39.

n de la matrice A (noté A; j(A)) est le déterminant de la matrice obtenu
par suppression de la i€ ligne et j°™¢ colonne de A. Autrement dit, c’est
le déterminant ci-dessous :

all oo e al‘j—l ¢ J al,;H»l a1n
: : : : a1l ... a1 1 a1j+1 .. G1p
Aj—1,1 e e Ai—1,j-1 Q415 Gi-1j4+1 --- Qi—1pn : :
Qg L P Ll L _ @11 -+ Gi—15-1 Qi—-15+1 --- Qi-1n
@ig1,1 o Qi1 Qidl 41 --- Qitln
@it1,1 e e Qi+1,5—-1 Qif1j Qi+l 41 --- Qitln . .
: : : : Qn, 1 e Apj—1 A j+1 . QAp.n
[ Qn,j—1 ag j Gnj+1  ---  Gnn

Exemple

oo Ot N
O O W

1
Calculer le déterminant |4
7

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*,
On note & une base de E.

Soit (uy,...,uy) € E™ et soit (f,g9) € Z(E) x Z(E).
Cas des familles de vecteurs

e On appelle déterminant de la famille (uy,...,u,) dans la base %,
noté detg(ui, ..., uy), le déterminant de la matrice carrée :

(Matgg(ul) Matgg(un))

(matrice obtenue par concaténation des matrices représentatives des vec-
teurs ui, ..., u, dans la base A)

Une famille (uq, . ..
S Up) # 0
2) En particulier, det»(AB) = 1.

,Uup) € E™ est une base de E

1)

= detgg(ul, ..

Cas des endomorphismes
e On appelle déterminant de f, noté det(f), le déterminant de la matrice
Matg(f) de f dans la base AB. Le résultat ne dépend pas de la base B
choisie. En effet, si ' est une base de E :
det (Matg(f)) = det (Pg,gg/ x Mat g (f) x ng/ﬁag)
= det (ng,gg/) x det (Matg (f)) x det (PL@/W@)
= det (P%,@/) x det (P%vlgg) x det (Mat g (f))
= det (Ppg,{@/ X Pp/g/,{@) x det (Mat g (f))

= det (Matg (f)) (car Pyg.g X Py 5 = 1I,)
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1) | det(idg) =1

2) | VAEK, det (A-f) = A" det(f)

3) | det(go f) =det(fog)=det(f) x det(g)

4) | f est un automorphisme de E < det(f) #0

det(f~) = det(f)~"

Si f est bijective, on a alors :

Remarque
« det n’est pas linéaire : det(AA + B) # Adet(A) + det(B) en général.

o Si s une symétrie d'un K-espace vectoriel F, il existe une base 4 telle que

Mat s (s) = ( Ly _(?Z )

(0)
On en conclut :
1 sing =dim (Ker(s +idg)) est pair

det(s) = (1) = {

—1 sing = dim (Ker(s + idg)) est impair

VIII.2.d) Déterminant d’une matrice triangulaire (resp. diagonale)
par blocs
Théoréme 40.

1) Le déterminant d’une matrice triangulaire (resp. diagonale) par blocs, le
déterminant est le produit des déterminants des matrices (carrées) appa-
raissant dans la diagonale.

<*> ) (o) e (0) <0> o (0)
(0) L (*) REEE (0) S

(%) o) N ()

© ... (0 =) . ()

2) Application : déterminant d’un endomorphisme qui stabilise des
sous-espaces supplémentaires

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
Soient I, .

Pour tout i € [1,p], notons AB; une base de Fj.
Notons alors % la base obtenue par concaténation des bases B, ..., B).
(la base A est une base adaptée a la décomposition E = F1 & ... & Fp)

Soit f € L(E).

.., F, des sous-espaces supplémentaires de E.

On suppose que f stabilise les sous-espaces Fy, ..., Fp.
A [ (0) - (0)
A IR P
det(f) = det Maty(f)) = | 1™ = 1T det (4g)
N () k=1
0) .. (0) |4

ot : Vk € [1,p], A = Maty, (fHFk> € Mgim(r,)(K)

L’endomorphisme f est bijectif
det(f) #0

det (Ma@;(f)) #0
VEk € [1,p], det(Ag) #0

S

Vk € [1,p], Uendormorphisme fHAk est bijectif
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VIIIL.2.e) Illustration : déterminant de Vandermonde

A RETENIR
« Le déterminant d’une matrice (carrée) triangulaire par blocs apparait comme Théoréme 41.
une généralisation de la formule permettant le calcul d’une matrice carrée  Soijent a4, ..., a, € K.
triangulaire.
e On retiendra que c’est LA SEULE FORMULE utilisable pour un calcul de dé- 1 1 1 T 1
terminant par blocs. a1 a2 as ... On
Toute autre tentative de généralisation est A PROSCRIRE. : : : = H (aj —a;)
Une formule inventée sera forcément fausse et risque en plus de faire ap- a’f_Q ag_Q ag_Q coooan? lsi<ysn
paraitre des déterminants non valides (on ne peut calculer le déterminant a?_l ag_l ag_l o aﬁ_l

d’une matrice non carrée!).
En particulier ce déterminant est non nul si et seulement si les a; sont deux

Exemple a eux distincts.
1. Montrer que (0,1,1), (1,0,1) et (1,1,0) forment une base de R3.
2. Montrer que l'application ¢ : P — P(X + 1) réalise un automorphisme
de R, [X].
3. Si E = E; @ FE», calculer le déterminant de la projection p sur E; pa-

rallelement & Fo, et de la symétrie s par rapport & F; parallélement a
Es.
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