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« Si la démarche physicienne consiste intialement & établir 'équation modé-
lisant un phénoméne, la démarche mathématique consiste plutdét quant a

CH XV : Equations différentielles elle  :

x établir des méthodologies de résolution,

x & tenter de décrire avec le maximum de précision la forme (on parle
plutot de la structure) de I’ensemble des solutions.

Si la théorie permet de démontrer 'unicité d’une solution, connaitre une

solution c’est alors complétement résoudre le probléme. C’est tout I'intérét
o Une équation différentielle est une équation qui relie différentes dérivées de réaliser une telle étude théorique.

d’une fonctions. Résoudre une telle équation c’est trouver une fonction
suffisamment réguliére qui vérifie cette équation.

Avant-propos

o Du point de vue du programme, les équations différentielles ont un intérét

particulier car elles sont reliées & plusieurs chapitres différents :
o Lorsque I'on s’intéresse a I’évolution d’une grandeur dans le temps continu,

il est assez naturel de constater que cette évolution est régie par une équa-
tion différentielle. En effet, si I’évolution de cette grandeur est représentée
par une fonction h (au temps tg, cette grandeur est alors de taille h(tp)),
alors :

x les intégrales a paramétre. Il est en effet fréquent d’avoir a établir une
équation différentielle satisfaite par une fonction définie par une intégrale
a parameétre.

x les séries de fonctions et en particuliers les séries entiéres. Il est en effet
fréquent d’avoir a chercher les solutions d’une équation différentielle sous

x la fonction A’ permet de connaitre la vitesse d’accroissement de cette . , L N
forme de fonctions développables en séries entiéres.

grandeur (au temps to, la grandeur s’accroit avec la vitesse instantannée . ) ) ] )
1 (to)) x la réduction de matrices. La résolution d’un systéme différentiel passe

par une étape de diagonalisation / trigonalisation de la matrice défi-
nissant ce systéme. C’est une belle illustration de ce que ’algébre peut

apporter a l'analyse et du non cloisonnement des différentes théories
On peut en particulier penser a I’évolution de la taille d’'une population mathématiques.

au cours du temps ou a I’évolution de la position d’un mobile de masse
donnée au bout d’un ressort ou encore, en électrocinétique, a la recherche
de l'intensité dans un circuit RLC.

x la fonction h” représente 'accroissement de la vitesse c¢’est-a-dire I'accé-
lération (au temps tg, 'accélération vaut h”(tg)).

o En réalité, les grandeurs physiques dépendent souvent de plusieurs para-
meétres et de nombreux phénomeénes physiques sont souvent modéliser par
des équations aux dérivées partielles (telle que I’équation de la chaleur). Ce
point ne sera pas abordé dans ce chapitre ot on se restreint a la résolution
d’équations différentielles du 1°* et du 2°4 ordre.
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I. Généralités sur les équations différentielles ol :
< (ag, -+ ,a,) € (6L, K)"* et b e €°(I,K),

I.1. Définitions sur les équations différentielles
x les fonctions ay, ..., ap sont continues sur I,
Définition . .
x la fonction a, n’est pas la fonction nulle,

i *et I uni 11 R i éduit a int. : .
Soient p € N* et [ un intervalle de R non vide et non réduit & un point x la fonction b est continue sur I et est appelée second membre de

Soit F' une application de R x (F(R, K))p 1 dans K. Péquation différentielle (L).
« On appelle équation différentielle d’ordre p une équation fonctionnelle On écrira aussi cette équation fonctionnelle sous la forme :
(c’est-a~dire dont l'inconnue est une fonction y) qui établit une égalité
mettant en jeu les dérivées successives y, ¢/, - - -, y®) de la fonction inconnue ap y®) + ap—1 yP D+ tary+agyo = b

y. Formellement, on pourrait écrire cela sous la forme : )
Lorsque le second membre de (L) n’est pas la fonction nulle, on appelle

G(t, vy, ’y(p)) — b équation différentielle homogéne associée a (L) I’équation obtenue

en remplagant la fonction b par la fonction nulle :

Cette forme a 'avantage de bien faire apparaitre les dérivées successives

mais a pour gros inconvénient de faire apparaitre G comme une fonction ap(t) y(p) (t) +ap—1(t) y(pfl) (t)+---Fai(t) yi(t) +ao(t) yo(t) = 0 (H)

de p + 2 variables supprimant ainsi le lien entre les dérivées successives.

C’est pourquoi on préfére la notation suivante (méme si elle « cache » la » linéaire a coefficients constants si la fonction F' est linéaire en la

présence des dérivées successives) : deuxiéme variable et si les fonctions ag, ..., a, définies précédemment
sont constantes sur I.

F(t,y) =0 (E) . Une solution de I'équation (E) est un couple (J,y) ou :

o On dit de plus que cette équation est : x l'ensemble J est un intervalle de R,

» homogéne lorsque son second membre est nul, ¢’est-a-dire si la fonction x la fonction y : I — K est de classe 6% sur J et vérifie () pour tout

b est la fonction nulle. ted.
» linéaire si la fonction F est linéaire en la deuxiéme variable, c’est-a-dire * C({)n(zg))pelle trajectoire de (E) la courbe représentative d'une des solutions
e .

si ’équation (F) s’écrit sous la forme :
« On appelle équilibre de (E) une solution constante de (F).
ap(t) y(p) (t)+ap—1(t) y(p_l)(t)+' —tar(t) yi(t)+ao(t) yo(t) = b(t) (L) On parle aussi de solution stationnaire.
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Exemples

« Le terme scalaire se référe au fait que, pour tout i € [0, p] la fonction a; est
a valeurs dans K. On parle d’équations différentielles vectorielles lorsque
chacune de ces fonctions a; est a valeurs dans un espace K™ (pour m € N*).

o Le terme « linéaire » est souvent trés mal compris. En particulier, il ne
s’agit en aucun cas de dire que, pour tout i € [0, p] la fonction a; serait
linéaire. Cette propriété n’est en aucun cas exigée. Pour mieux comprendre
cette notion, considérons 1’équation différentielle suivante :

cos(t) y" +it?> y—y = sin(t) x In(t)

(E)
Ici, (E) est une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 2.
Détaillons les notations de la définition :
x I =1]0,+400],
x ag :t > cos(t) (n’est pas la fonction nulle), a1 : t +— it2, ag : t — —1,
x bt sin(t) x In(t),
F:(t, ) cos(t) f(t) +it? f(t) — f(t).
» La fonction F' définit bien I’équation différentielle (E).
Pour tout ¢ € ]0, +o0[ :

X

F(t,y)=b
& cos(t) y'(t) +it? y'(t) —y(t) = sin(t) xIn(t) = 0
» La fonction F' est bien linéaire en sa deuxiéme variable.
Soit ¢ € 1. Soit (A, ) € K. Soit (f,g) € (%2(1,]1@)2.
F(t,(\-f+n-9)
= cos(t) A fHpu-9)" O+ (N F+p-g) )=\ F+p-g)(t)
= A (eos(t) 1O+t £ - £(1)
+ o ((cos(t) g"(0) + 182 g'(8) - g(1))
= AF(t,[f) + pF(tyg)

« La notion d’équation différentielle est relativement large. Par exemple :

2
29" +i (cos (y’ — ty")) xte = 1—sin(t)

est bien une équation différentielle d’ordre 2 car ¢’est une équation qui relie
les fonctions ¥, 3/ et y”. Elle n’est pas linéaire.

o Résoudre une équation différentielle s’avére étre un exercice ardu et il
n’existe pas de technique permettant de construire une solution dans le
cas général. En revanche, on est assez armé pour résoudre les équations
différentielles dans les cas simples, en particulier pour les équations diffé-
rentielles linéaires d’ordre 1 ou 2.

I.2. Probléme de Cauchy
Définition
Soit p € N* et soit (g, a1, ..., 0p—1) € KP.
Soit I un intervalle de R non vide et non réduit & un point.
Soit tg € 1.
Un probléme de Cauchy est la donnée :

x d’une équation différentielle d’ordre p :
F (t, y) =D

x de p conditions initiales de la forme :

ylto) = ao

Y'(t) = a1
y(p_2) (to) — ap72
y(p_l) (to) — O[pf].
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Exemples

o Les exemples ci-dessous :

'+ 2ty —3y=1t>+1
exp (y) —2ely=5

y(0) =0 . {
0= L y(0)=1
Y= 100
définissent des problémes de Cauchy.
o En revanche, les exemples suivants :
{y”+2ty’—3y:t2+l {exp(y’)—Zety:F)
et

y(0)=0 (4(0))* =1

ne définissent pas des problémes de Cauchy.

o S’il peut sembler naturel de vouloir résoudre un probléme de Cauchy, il
faut garder en téte que les problémes physiques ne s’expriment pas tous
naturellement comme un probléme de Cauchy. On peut par exemple citer
le cas d’un élastique de longueur L qu’on soumet & un mouvement rotatif
autour d’un axe et dont les deux extrémités sont attachées en position 0
et L de cet axe. On s’intéresse alors a la position de la corde au bout d’'un
temps T fixé (on pourrait prendre aussi le temps en paramétre et on aurait
alors affaire & une équation aux dérivées partielles). La fonction y donne la
position de chaque point de la corde. Un tel probléme se modélise comme
suit :

y' + Ay =0
y(0)=0
y(L) =0

Les conditions y(0) = 0 et y(L) = 0 illustrent le fait que les extrémités de
la corde sont fixes car attachés en 0 et en L tout au long de 'expérience.
Ce type de probléme n’est pas 'objet du cours.

1.3. Cas des équations différentielles linéaires

Théoréme 1.
Soit p € N*.
Soit I C R un intervalle non vide et non réduit a un point.
Soit (H) une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre p c’est-a-dire
de la forme (pour (ao, - ,ap) € (%O(I,K))pﬂ) :

ap(t) yP (1) + ap1 () y (1) + - + a1 (t) ¥/ (8) + ao(t) y(t) = 0

L’ensemble Sy des solutions de (H) définies sur lintervalle I est un sous-
espace vectoriel de €P(1,K).

(H)

Démonstration.
Démontrons que Sy est un sous-espace vectoriel de €7 (I, K).

(i) Sy C €P(I,K) par définition.
(it) Sg # O car chp(LK) € Sy.
En effet, la fonction nulle est de classe €7 est bien solution de (H).
(iii) Soit (A, ) € K2. Soit (f, g) € (SH)Q.
x On commence par remarquer : A f + pg € €P(I,K).
x De plus, pour tout ¢t € I :

S k
2 an(t) (M +ug) P (1)
=0
3 linéarité de
= (k) (k) (par lin
kgo ai(?) ()\ S g )(t) la dérivation)
3 linéarité de
= (k) (k) (par linéari
kz::() @i (%) ()\ SR+ ng (t)) l’évaluation en t)
p P
= A kz ar(t) fE(t) +Mkz ar(t) g(k»)(t))
=0 =0

(car f et g sont
solutions de (H))

Ainsi, A f + p g est solution de H. Autrement dit : A\ f + pg € Spr

= Ax04+ux0 =20
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Remarque Démonstration.
Pour démontrer ce théoréme, on peut aussi remarquer que lapplication L Soit f € ¢P(1,K).
suivante est linéaire :

fest
L : ¢?P(I,K) — %°I,K)

P
P & Vtel, ap(t) FB () = b(t
v = Fame & =
= p D t
Viel £) F® () = t) £t (car Jo es
De plus : Sy = Ker(L). Ainsi, Sy est un sous-espace vectoriel de €7 (I, K). < < kz::() ar(t) O ¢) kZ::O ak(t) o~ (1) solution de (L))
p p
Théoréme 2. & Vel Y ar(t) fO) - 3 axlt) f§7(8) =0
Soit I C R un intervalle non vide et non réduit a un point. k:o k=0
Soit (L) une équation différentielle linéaire c’est-a-dire de la forme (pour << Vi€, kZO ar(t) (f(k) (t) — f(k) (t) =0
1 =
(ao’ e ,ap) c (CKO(I,K))pJr etbe €°(1,K)) : p (par linéarité de
& Vtel, 3 a(t) (f — fo)¥ () =0 la dérivation)
ap() y® () + ap-1 () yPV (@) + -+ ar(t) ' (1) + ao(t) y(t) = b(t) (L) k=0
< f-foeSu

On note (H) équation différentielle linéaire homogéne associée.

Soit fo une solution particuliére de (L) sur I. & 3hesn, f-fo=h

L’ensemble des solutions Sy, de ’équation (L) est alors : < dheSy, f=fot+h
Sy = {h+fo|heSu} Ainsi, on obtient bien : Sp = {fo +h | h € Su}. O

On retiendra :

solution générale solution générale n solution particuliére
de (L) N de (H) de (L)
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II. Equations différentielles linéaires d’ordre 1

II.1. Résolution : aspect pratique
II.1.a) Résolution de I’équation homogéne

Théoréme 3.
Soit I un intervalle de R non vide et non réduit a un point.
Soit a une fonction continue sur I. Soit A une primitive de a sur I.

On note (H) ’équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 1 sur I dé-
finie par :
y'(t) +alt)yt) = 0
Alors :

o ek, y:t e D

I - R
{t o e AGR}

Corollaire 1. (cas particulier ot a est constante)

y solution de (H)

Autrement dit :

Soit I un intervalle de R non vide et non réduit a un point.
Soit a € K.

On note (H) l’équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 1 a coeffi-
cients constants sur I définie par :

y'(t) +ay(t) = 0
Alors :

y solution de (H) < INEK, y:trs Ae !

Autrement dit :

Sy =

I —- R
{t — Ae @t ’/\EK}

II.1.b) Résolution avec second membre : recherche d’une solution

particuliére

Solutions remarquables, lorsque a est constante
Soit a € K.

On considére I'équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficient constant
suivante :

Y () +ay(t) = b(t)

On souhaite déterminer une solution particuliére de cette équation.

Sit > b(t) est de la forme... chercher une solution de la forme...

t— A, A € R constante t— p, p € R constante

t > Py(t), P, polynome de degrén | ¢, Qn(t), @y polynome de degré n

t — P,(t)e*t, P, polynome de
degré n, a # —a

t— Qn(t)e*t, Q, polynome de
degré n

t — P,(t)e ', P, polynome de
degré n

t—=tQn(t)e %t Q, polynome de
degré n

t— A cos(art) +/é sin(at), t A cos(at) + fi sin(at),
(A p) €K (\ i) € K2
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Méthode de la variation de la constante

METHODO Meéthode de la variation de la constante

Pour déterminer une solution particuliére d’une équation différentielle li-
néaire (L) d’ordre 1 ¢/(t) + a(t) y(t) = b(t) définie sur I, on peut appliquer
la méthode dite de la variation de la constante.

Pour cela, on suit les étapes suivantes.

1) On détermine les solutions de I’équation homogéne associée a (L) :

{t =» Ayu(t) | A e K}

A®) avec A une primitive de a sur 1.

ouyg =tr—e
2) On cherche une solution particuliére de (L) sous la forme ¢ +— A\(¢) yx(¢).

a) Soit A € €1(I,K). On note alors h : t — \(t) yu(t).
La fonction h est bien de classe €' sur R.

b) On raisonne ensuite par équivalence.

h solution de (L) <« VteR, h'(t)+a(t)h(t) = b(t)

& VELER, N(t) = =g(t)

La fonction A cherchée peut cherchée parmi les primitives de g.

c¢) On détermine de maniére explicite une primitive de g sur 1.
Notons-la G.

d) Une solution particuliére de (L) est alors : t — G(t) yu (t).

I1.2. Résolution : aspect théorique

Théoréme 4. (Probléme de Cauchy linéaire d’ordre 1)
Soit I C R un intervalle non vide et non réduit a un point.

Soit (E) une équation différentielle linéaire d’ordre 1, c’est-a-dire de la
forme (pour a € €°(1,K) et b€ €°(I,K)) :
y' +alt)y = b(t)

Soit (to, z) € I x K.
1l existe une unique solution au probléme de Cauchy linéaire :
Y +alt)y =
y(to) = o

b(t)

Exercice 1
Trouver la solution de I’équation différentielle (E) y' + y = ch telle que

y(0) = 0.

£t
. . +
On rappelle que la fonction ch est définie par ch : t — ere

Démonstration.

o L’équation 3y + y = 0 est une équation différentielle linéaire homogene
d’ordre 1 a coefficients constants. L’ensemble de ses solutions est donc :

{t = Xe ' | AeR}

« On cherche une solution particuliére de (£). Pour ce faire, on raisonne au
brouillon en s’aidant du tableau fournissant une solution particuliére en
fonction de la forme du second membre. On démontre alors que :

1
x la fonction hy : t — B e! est une solution particuliére de (E7).

« la fonction hg : t +— te™! est une solution particuliére de (Es).
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1 1 ) : .
Par principe de superposition, la fonction h = 5 h1+§ hy sera une solution ~ On note Sg Uensemble de ses solutions -

particuliere de (F). Sy = {t—xe D | A eK} = Vect (f)

1 1
On en déduit qu'une solution particuliére de (E) est h:t+ —~ el + = te™*
. 4 2 ou f it e A,
Ainsi, 'ensemble des solutions de (FE) est : o _ _ .
Alors Uapplication ® suivante est un isomorphisme.

1 1
—t ¢ —t
{tv—>/\e +ie+§te ’AER} o SH - R
— 0
« Soit f une solution de (E). g 9(0)
D’aprés le point précédent, il existe A € R tel que : (on retrouve en particulier que dim (Sg) = dim(R) = 1)
Fitestes et % of + % tot Démonstration.
« La fonction ® est linéaire par linéarité de ’évaluation en 0.
On obtient alors : o Montrons que ® est surjective.
f verifie la condition initiale y(0) =0 < f(0)=0 Soit L0 € K ) )
Alors il existe une fonction g solution du probléme de Cauchy d’ordre 1
& - suivant :
1 Vtel, ¢(t)+a(t)g(t) = 0
& A=—
4 9(0) = zo
On en déduit que 'unique solution de (E) avec pour condition initiale  Ainsi il existe g € Sy tel que : g(0) = xo.
y(0) = 0 est la fonction : Autrement dit, il existe g € Sy tel que : ®(g) = xo.
1 1 ] On en déduit que ¢ est surjective.
by —m et D et T et . o
4e +4e—|—26 - On sait :

x d’abord que ® est linéaire,

Théoréme 5. x ensuite : dim(Sy) = 1 = dim(R). En effet, la famille (f) est :

Soit I un intervalle de R non vide et non réduit a un point. - libre car constituée uniquement d'un vecteur non nul,

Soit a une fonction continue sur I. - génératrice de Sy.

Soit A une primitive de a sur I. C’est donc une base de Sy et : dim(Sy) = Card ((f)) = 1.

On note (H) ’équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 1 sur I dé- « enfin que ® est surjective.

finie par : On en déduit que & est bijective. O

y'(t) +alt)y(t) = 0
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ITI. Equations différentielles linéaires du second ordre IIL.1.b) Probléme de Cauchy linéaire d’ordre 2

PR R o ,
IIT.1. Résolution : aspect théorique Théoréme 7. (Probléme de Cauchy linéaire d’ordre 2)

4 | Soit I C R un intervalle non vide et non réduit a un point.
IIl.1.a) F ti . . . . o .
a) Forme des solutions Soit (E) une équation différentielle linéaire d’ordre 1, c’est-a-dire de la

On a vu en début de chapitre la forme des solutions d’une équation différen- forme (pour (a,b) € (%0( I K))Q et ce €O(I1,K)) :
tielle linéaire d’ordre p. On reformule ici (pour rappel) ce théoréme dans le ’ ’ ’
cas particulier du second ordre. Y +at)y +bt)y = c(t)

Théoréme 6. Soit (to, zo, ) € I x K.

Soit I C R un intervalle non vide et non réduit a un point. 1l existe une unique solution au probléme de Cauchy linéaire :

Soit (L) une équation différentielle linéaire du second ordre c’est-a-dire de

la forme (pour (ag,ai,a2) € (CKO(I,]K))3 etbe ¢°(1,K)) : yiHalt)y +b(t)y = ob)

y(to) = o

7 / —
az(t) y" (t) + ar(t) y (t) + ao(t) y(t) = b(t) (L) Y (to) =
@) te (H) Uéquation différentielle linéaire h :
n note (H) Uéquation différentielle linéaire homogéne associce IT1.1.c) Espace vectoriel des solutions de ’équation homogéne
Soit fo une solution particuliére de (L) sur I.

L’ensemble des solutions Sy, de l’équation (L) est alors : Théoréme 8.

Soit I un intervalle de R non vide et non réduit a un point.

Sy = {h+fo|heSu} Soit (a,b) € (%O(I,K))Q-

On retiendra : On note (H) ’équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 2 sur I dé-
finie par :
solution générale solution générale solution particuliére y'(t) +alt)y () +b(t)yt) = 0
de (L) = de (H) + de (L) , |
On note S 'ensemble de ses solutions.

1) L’application ® suivante est un isomorphisme.
P SH — ]R2
g — (9(0),4'0))

2) | dim (Sg) = dim (R?) =2
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II1.2. Reésolution : aspect pratique

I11.2.a) Equations différentielles linéaires du second ordre a coef-
ficients constants

Equation caractéristique
Définition
Soit I un intervalle de R non vide et non réduit & un point.
Soit (a,b,c) € R* tel que : a # 0. Soit d € €°(I, K).
On note (E) I’équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients

constants définie sur I par :

ay"(t) + by (t) + cy(t) = d(t)

On appelle équation caractéristique associée a I’équation (E) 1'équation
définie sur K par :
ar!+br+c =0

On appelle polynéme caractéristique associée a I’équation (F) le poly-
noéme () défini par :
QX) = aX*+bX +c
Exemple
t2
1. L’équation caractéristique de 1'équation 2y” + 31y —y = ) est :
2r24+3r—1 =0
Son polynéme caractéristique est 2 X2 +3 X — 1.
2. L’équation caractéristique de I’équation 29" + 31y’ —y =te est :
2r24+3r—1 =0
Son polynome caractéristique est 2 X2 +3 X — 1.
3. L’équation caractéristique de I’équation 4y” + 3y = 1 est :

42 +3 = 0

Son polynéme caractéristique est 4 X2 + 3.

Reésolution de I’équation homogéne : recherche de fonctions a va-

leurs complexes
Théoréme 9.
Soit (a,b,c) € C3 tel que : a # 0.

On note (H) équation différentielle linéaire homogéne du second ordre a
coefficients constants définie sur R par :

ay”"(t) +by'(t) +cy(t) = 0

On note r1 et r9 les deux solutions de I’équation caractéristique associée a
léquation différentielle (H).
Deuzx cas se présentent.

(i) siry #ra, alors :

R — C

= 2
S = { t = At Ny 2t ’()\17>\2)EC}

(ii) si 1 = 1o, alors, en notant ro cette valeur commune :

SH:{I§—><C

2
o A€t Nt et ’()‘1’>‘2)€C}

10
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Résolution de I’équation homogéne : recherche de fonctions a va-

leurs réelles

Théoréme 10.
Soit (a,b,c) € R3 tel que : a # 0.
On note (H) équation différentielle linéaire homogéne du second ordre a
coefficients constants définie sur R par :

ay”(t) +by'(t) +cy(t) = 0
Trois cas se présentent.

(i) Régime apériodique : si l’équation caractéristique associée a (H) admet
exactement 2 solutions réelles r1 et ro (11 # 12), alors :

Sy — R - R
H — t = )\16r1t+>\26T2t

(i) Régime critique : si l’équation caractéristique associée o (H) admet
exactement 1 solution réelle rg, alors :

S, — R —- R
" = t — )\16T0t—|-)\2t6mt

| ()\17)\2) S R2}

‘ (Al,)\g) S RQ}

(iii) Régime pseudo-périodique : si l’équation caractéristique associée @
(H) n’admet pas de solution réelle, alors on note 11 = a+ i 'une des
deux solutions complexes (et ro =77 la seconde). On obtient ainsi :

o

De plus l’application ® suivante est un isomorphisme.

® . Sy — K2
g +— (9(0),4'(0))

dim (Sg) = 2

R — R

2
t = A et cos(Bt) + Ao et sin(Bt) | (A1, A2) €R }

En particulier, on a toujours :

Exercice 2
Résoudre les équations différentielles suivantes définies sur R.

1.y +4y -5y =0 (Ey)
2.y +2y +2y =0 (Ea)
3. y”—l—y:O(E3)

Démonstration.

1. L’équation (FE7) est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 homogéne
a coefficients constants.
Son polynome caractéristique est Q(X) = X?+4 X —5 = (X —1) (X +5).
Comme @ admet exactement 2 racines réelles (1 et —5), ’ensemble des
solutions de (E7) est :

{t = Arel +x0e™ | (A1, Xo) € R%)

2. L’équation (FE») est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 homogéne
a coeflicients constants.
Son polyndéme caractéristique est Q(X) = X2 +4 X +4 = (X + 2)2.
Comme @ admet une unique racine (—2), I’ensemble des solutions de (Es)
est donc :
{t e 2+ xate | (A, X)) € R?}

3. L’équation (Fj3) est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 homogéne
& coefficients constants. Son polynéme caractéristique est Q(X) = X2 +
1= (X —1) (X +1). Comme @ admet exactement 2 racines complexes (i
et —i), ensemble des solutions de (Ej3) est :

{t = A1 e cos(1 x t) + A e®* sin(1 x t) | (A1, A2) € R?}

= {t— Ay cos(t) + A2 sin(t) | (A1, A2) € R?}

11
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Solution particuliére Exercice 3

Soit I un intervalle de R non vide et non réduit & un point. Résoudre I'équation différentielle (E) définie sur R par :

Soit (a,b,c) € K3 tel que : a # 0. Soit d € €°(I, K). ' —4y +3y = (2t +1)e

On considére ’équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants

définie sur I par : Démonstration.
ay(t) + by’ (t) +cy(t) = d(t) . 07n commence par ré.sm’ldre .l’équE.iti,OI.l hon’aogéne (H) aSS(\)ciée\ a (E)
C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 homogéne a coeflicients
On note Q son polynome caractérisque. constants. Son polynéme caractéristique est Q(X) = X? —4X +3 =
(X —1) (X —3). Comme @ admet exactement 2 racines (1 et 3), 'ensemble
Sited(t) est = chercher une solution des solutions de (H) est :
de la fi de la fi
e la forme e la forme [t A et + Ao | (A1, Ao) € R2}
£ X\ A € K constante « On cherche ensuite une solution particuliére de (F).
b g p € K constante Comme le second membre de (E) est t — (2t + 1)e! et que 1 est racine
simple de @, on cherche une solution de (E) sous la forme t + (at+b)te'.
t = Py(t) e, a non racine t— R,(t)e*t, Soit (a,b) € R%. On note alors h : t — (at® + bt)e'.
Py polynome de degré n de @ R, polynome de degré n La fonction h est bien de classe 42 sur R et, pour tout t € R :
W(t) = (2at+b)e' + (at? +bt)e' = (at® + (2a+b)t +b) e’
t :
b f HAPH((? ez - o racine t = Ry(t)te!, W'(t) = (2at+2a+0b)el + (at® + (2a + b)t +b) e
polynome de degre n simple de R, polynéme de degré n
n 1Y Q n POLY g _ (at2+(4a+b)t—|—2a—|—2b)et
ot ) Ainsi :
t= Po(t) e, « racine t— R, (t)t2 e,
P, polynome de degré n double de Q R, polynome de degré n R"(t) — 4K (t) 4 3 h(t)

= (at? + (4a + b)t + 2a + 2b) €*
— 4(at*+ (2a+b)t +b)e' + 3(at®+bt)et

= (—4at+2a—2b)et

12
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On obtient :
h solution de (E)
— Vt R, (—4at+2a—2b)el = (2t +1)e
= VteR, —dat+2a—2b=2t+1 (car:VteR, e #0)

—4a = 2
20 — 2b =1

!

2a =1
2¢ — 2b = 1

|
|
|

—
—

a = —=

2
b = -1

!

1
Ainsi h @t — <—2 2 — t) el est une solution particuliére de (E).

On en déduit que I'ensemble des solutions de (E) est :

1
{tH>A1€—+AQe&——<2§—+t)et|(AhAQ)E}RQ}

IT1.2.b) Recherche des solutions développables en série entirére

Une équation différentielle étant donnée, on peut chercher des solutions dé-
veloppables en série entiére.

METHODO

solutions d’une équation différentielle

Afin de trouver les fonctions développables en série entiére sur | — r, r[ solu-
tions d’une équation différentielle (F), on suit la méthodologie suivante :

1)
2)

3)

4)

on écrit les dérivées successives de f sous forme de sommes.

on travaille alors uniquement sur la quantité & gauche du symbole d’éga-
lité. Dans celle-ci, on développe toutes les quantités en x et on distribue
sur les dérivées. Typiquement, si 'équation différentielle s’écrit :

w(z—1) f'(@) = fl(@) + (@ = 1) f(x) =0

on commence & effectuer le calcul de la quantité z(z —1) f"(x) — f'(z) +
(x—1)f(x) (sans écrire I’égalité & 0) et on la fait apparaitre sous la forme :

2® f'(z) —x f'(x) = f'(x) + 2 f(2) - f(z) (%)

on remplace les expressions f(k) (z) par leurs écritures sous forme de
sommes et on distribue les  dans les sommes. Par exemple, 22 f/(z)
s’écrira :

400 +o0
22 fl(z) = 2% 3 napa™t = 3 na, ™!
n=1 n=1

a ce stade, la quantité (x) s’écrit sous la forme d’une combinaison linéaire
de sommes. Celles-ci font apparaitre des puissances différentes de x. On
effectue alors tous les décalages d’indices permettant de faire apparaitre
2™ dans chacune des sommes. Typiquement :

—+00

Y (n—1)ap—1z"

+oo 1
Y nap, "t =
n=1 n=2

Attention A bien modifier les indices des coefficients!

13
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5)

6)

7)

8)

on obtient alors une combinaison linéaire de sommes, faisant toutes ap-
paraitre ™ (et pas d’autres quantités en x). Ces sommes ne commencent
pas toutes au méme indice. On considére alors m le plus grand indice
de début de sommation des sommes. Les sommes qui commencent
par un indice plus petit sont développées afin de ne faire apparaitre que
des sommes commencant en m. Typiquement, si m = 2 alors la somme

+o0o
> anx™ (sielle est présente) sera écrite :
n=0
+oo oo
Yooapnx" = agtarxz+ Y, apz”
n=0 n=2
on obtient alors des quantités isolées qu’on regroupe selon les puissances
de x. Cela peut avoir une forme comme :

(ap —2a1) + (a2 —a3) x

Les autres quantités sont toutes regroupées au sein d’une méme somme
qui s’écrit sous la forme (cas m = 2) :

—+00
> by "
n=2

A ce stade, le calcul est fini.

on rappelle alors que f est solution de I’équation différentielle, ce qui
démontre :

+oo
Vee]—rr, (apg—2a1)+ (ag—az)x + > bya" =0
n=2

(on prend garde de bien écrire dans 'ordre croissant des puissances de x
et on noublie pas de quantifier!)

on conclut alors, par unicité du développement en série entiére

que tous les coefficients sont nuls. Dans ce qui précéde, on obtient :

a0—2a1:()
a2 — as =0
vYn =2, b,=0

(on n’oublie pas de quantifier!)

Cette méthodologie peut apparaitre longue. Elle ’est uniquement car elle
détaille des étapes qui coulent de source. Il est attendu que cette métho-
dologie soit appliquée de maniére stricte, sans oubli des arguments,
ce qui permettra de conclure.

Exercice 4

On s’intéresse a I’équation différentielle :
dry" + 2y —y =0 (E)

1. On suppose qu’il existe une fonction f solution de (E) et développable en
série entiére. Autrement dit, il existe une série entiére » | a,z", de rayon
de convergence R > 0, telle que :

x f est solution de FE,

x Yr €] —-R,R[, f(z) = JFZO:O an x".
n=0

a) Déterminer alors une relation entre a,41 et a, pour tout n € N.

b) En déduire 'expression des termes de la suite (a,) en fonction de ag.

+00 xn
2. Réciproquement, on note g : = — o »_ ola e R.
n=0 (2n)

n

(2n)!”

b) Démontrer que g est solution de I’équation différentielle (F).

a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére »

14
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Démonstration. et donc, pour tout n € N* :

1. a) « Comme f est la somme d’une série entiére de rayon de convergence An+D)nanp +2n+1)an —an = 0
R > 0 alors f est de classe € sur | — R, R[. Elle est donc en
particulier deux fois dérivable sur cet intervalle.

De plus, comme f est solution de (E), pour tout z € | — R, R| : 1

ot Wl T Gntr2)@2nt1l) ™
4o f"(x) + 2 f'(x) = f(z) = 0

donc 2(n+1)(2n+1)apnt1 = an

1
VneN, a = a
« Soit z € | — R, R]. Calculons : T 2nt2)(2n+1) "
+oo +o0 . A : T . _ %
F@) =3 nana™ et @)= n(n—1)apa"> b) On démontre par une récurrence immédiate : ¥n € N, a, )
n=1 n=2 Ainsi, pour tout z € | — R, R :
Ainsi : oo g
f(z) = a0 3.
o f"(x) + 2 f'(z) — f(x) n=o (2n)!
400 +00 400 2. a) Soit n € N.
= 42 Y n(n—1Da, 2" 2+2 > na, 2" ' - > a, "
n=2 n=1 n=0 _ 1

400 400 +o00 (2(n+1)) ! _ (271)' _ 1 —5 0
= ngz (4n(n—1)ap)z" " + n; (2nay)a"t — ngo ap " s | @2l T (@2n42) @+ 1) e

+oo n +oo n +oo n n
= ngl (4(n+1)naps) " + ngo (2(n+1) antr) 2" = ngo On T On en déduit que le rayon de convergence de la série entiére > (; I

n)!
+oo 1
= 2a1—ao+ y, (A(n+1)nanm +2(n+1)apt1 —an) 2" est 0= +00.
n=1
b) La fonction g est bien solution de I’équation (E).
« Comme f est solution de (F) : (a vérifier par calcul)

too On peut alors conclure que 1’ensemble des solutions de (E) développables en
Vo €]-R, R, 2a1—ap+ Y. (4 (n+1)nans142 (n+1) ans1—an) 2™ =slrie entiére est Vect (h), ou :
n=1

. . +oo  pn cos (v/—z) siz<0
On en déduit, par unicité du développement en série entiére : h:xe Y =
n=o (2n)! ch(vz) siz>0

2&1—&0 =0 0
VneN" 4(n+1)nap1+2(n+1)aps1 —ap, =0

15
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IV. Systémes différentiels linéaires a coefficients constants

IV.1. Définitions
Définition
Soit I un intervalle de R non vide et non réduit & un point.
Soit n € N*,
. 2
Soient (ai’j)(z‘,j)e[[l,nF e R™.
Soient b1, ..., b, des fonctions continues sur I.

« On appelle systéme différentiel linéaire a coefficients constants (E)
tout systéme d’équations différentielles de la forme, pour tout ¢ € I :

33/1 (t) = ai (lil(t) + a1,2 l’g(t) + + a1,n :z:n(t) + b1 (t)
a:’2 (t) = a2 xl(t) + a22 T2 (t) + + a2 n Tn (t) + bg (t)
5521 (t) = 0an,21 xl(t) + ap2x2 (t) + +  apn Ty (t) + bn(t)

d’inconnues x1, ..., x, des fonctions dérivables sur 1.
o Les réels a; ; sont appelés coefficients du systéme linéaire.

o On peut ré-écrire ce systéme différentiel sous la forme, pour tout t € I :

X'(t) = AX(t)+ B(t)

ol
a1 an a1.n x1(t) bi(t)
a1 G2 as.n xa(t) ba(t)
A = , X)) = et B(t) =
an,1  An2 Qn,n ajn(t) bﬂ (t)

o On appelle systéme différentiel homogéne associé a (F) le systéme
défini, pour tout ¢t € [ par :

X'(t) = AX(t) (H)

On notera que X et B sont des fonctions de I dans ., ;(R).

4

Exercice 5
Ecrire sous forme matriciel le systéme d’équation différentiel suivant :

() = 5 (y(t)+2(1))

y(t) = 3 (z(t) +2(t))

() = g (z(t) +y(t)
Remarque

On peut bien sir utiliser les résultats sur les équations différentielles scalaires
pour résoudre des systémes différentiels.

Exercice 6
/

Résoudre le systéme différentiel : { 5,

IV.2. Etats d’équilibre et trajectoires
IV.2.a) Etats d’équilibre
Définition

Soit A € 4, (R).

On note (H) le systéme différentiel X’ = AX défini sur un intervalle I de
R non vide et non réduit a un point.

On appelle état d’équilibre (ou point d’équilibre) du systéme différentiel
(H) toute solution
Xo : I — A,1(R) telle que :

Viel, AXo(t) = O%n,l(R)

16
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Théoréme 11. Proposition 1.
Soit A € M (R). Soit A € M,(R).
On note (H) le systeme différentiel X' = AX défini sur un intervalle I de  On note (H) le systéme différentiel X' = AX défini sur un intervalle I de
R non vide et non réduit & un point. R non wvide et non réduit ¢ un point.
1 Alors :
Xo état d’équilibre de (H) < 3(c1,...,cn) €ER", Xp:t— 0
n A inversible < L’unique état d’équilibre de (H) estt > | :
Autrement dit : 0
X, état d’équilibre de (H) < les coordonnees de Xo sont Démonstration.
des fonctions constantes sur I On procéde par double implication.
Démonstration. (=) Supposons que la matrice A est inversible.
Soit Xy une solution de (H). Alors il existe des fonctions x1, ..., z,, définies Soit Xo une solution de (H).

sur [ telles que : o) Xo point d’équilibre de (H) < Vtel, AXy(t) =04, 1(R)
) .
viel, Xot) = | : & Vtel, ATTAXo(t) = A7 X 0., ,(®)

T ()

& Vtel, Xo(t) =0,4,,®)
Xo état d'équilibre <Vt eI, AXo(t) =04, (&

L’unique état d’équilibre de (H) est donc bien la fonction :

car Xo est
& Vtel, Xj(t) =0.4,,®) golution de (H)) Xo : I = Mpi(R)
7 (t) 0 0
s viel, | 2 | =1: A
(1) 0 0
:El(t) c1 0
< J(ery...,0n) R VEE T, : =|: (<) Supposons que I'unique état d’équilibre de (H) est t +— | :
xn(t) Cn 0
Soit ¢t € I. Le systeme A X(t) = 0,4, ,(r) est un systéme de Cramer
c1 (systéme de n équations & n inconnues).
< dler,...,cn) ER™ Xo:t— | O Ce systéme de Cramer admet une unique solution. La matrice A egf
n donc inverible.

17
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IV.2.b) Trajectoires METHODO | Démontrer qu’une trajectoire est divergente
Définition Pour montrer qu’une trajectoire { (z1(t),...,z,(t)) | t € R} est divergente,
Soit A € M (R). il suffit de démontrer que I'une des coordonnées x; vérifie :
On note (H) le systéme différentiel X’ = AX défini sur un intervalle I de .
. s . lim z;(t) = oo
R non vide et non réduit & un point. 00
" Exercice 7
Soit X — | lution de (F). xercice
o 2o | e solution de () On consideére le sytéme différentiel (S) suivant :
In
Alors l'ensemble { (z1(t),...,zn(t)) | ¢ € R} est appelé trajectoire du 2t = 5 (y@)+2()
systéme différentiel (H).
y(t) = 3 (a(t) +=2(t))
Remarque () = % (:L'(t) + y(t))

Notons que la trajectoire d'un état d’équilibre est réduite & un unique vecteur.

1. Vérifier que les fonctions suivantes sont solutions de (.5) :

Définition
Soit A € M, (R). Soit (¢1,...,0,) € R™. X1+ R = #5,:(R) Xy : R = ~///3,}(R)
0 ”
On note (H) le systéme différentiel X' = AX défini sur un intervalle I de PR et PN eo
R non vide et non réduit & un point. of ot
T
Soit Xo = | : | une solution de (H). 2. Les trajectoires définies par les solutions précédentes sont-elles conver-
T, gentes ?
« On dit que la trajectoire { (z1(t),...,zn(t)) | ¢ € R} converge vers .
;L Définition
(b1,...,0p) si:
Vie [1,n], lm xz;(t) =4 Soit A € A, (R).
t——+00

On note (H) le systéme différentiel X' = AX défini sur un intervalle I de

« S'il n’existe pas de tel n-uplet (¢1,...,¢,), alors on dit que la trajectoire R 1on vide et non réduit 4 un point.
di . . .
verge Lorsque toutes les trajectoires du systéme (H) convergent vers un méme état
Remarque d’équilibre, on dit que cet état d’équilibre est stable.

La trajectoire d’un état d’équilibre est toujours convergente. .
raj ire d’un quilibr uj g Exercice 8

Le systeme différentiel de ’exercice 6 admet-il un état stable ?
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IV.3. Probléme de Cauchy
Définition
Soit A € A, (R).

Soit I un intervalle de R non vide et non réduit & un point.

T
Soient tg € I et Xo = € Mnp1(R).
Ip
Un probléme de Cauchy est la donnée :
o d’un systéme différentiel :
X' = AX

« d’une condition initiale de la forme :

X(to) = Xo

Autrement dit, c’est la donnée du probléme suivant :

{ vtel, X'(t)=AX(t)
Vi € [[1,n]], xi(to) = Tg

Théoréme 12.
Soit A € Mn(R).

On note (H) le systéeme différentiel X' = AX défini sur un intervalle I de
R non vide et non réduit a un point.

Soient tg € I et X € Mn1(R).
1l existe une unique solution au probléme de Cauchy :
{ X = AX
X(ty) = Xo

Exercice 9

1. Montrer que si X est une solution non nulle de X’ = A X, alors X ne
s’annule en aucun point de I.

2. Montrer que si X; et X9 sont deux solutions distinctes de 1’équation
différentielle (H), alors : Vt € I, X1 (t) # Xa(t).

3. Soit A € R. Déterminer I'unique solution du systéme différentiel X' = \ X
1

satisfaisant X (0) =

IV.4. Résolution du systéme homogéne
IV.4.a) Généralités

Proposition 2.
Soit A € M,(R).

On note (H) le systéeme différentiel X' = AX défini sur un intervalle I de
R non vide et non réduit a un point.

On note S Uensemble des solutions de (H).

Alors Sy est un espace vectoriel.
Théoréme 13.

Soit A € #,(R).

On note (H) le systéeme différentiel X' = AX défini sur un intervalle I de
R non vide et non réduit a un point.

Soit ty € 1.
On note S Uensemble des solutions de (H).
L’application ® suivante est un isomorphisme :
® : Syg — A1(R)
X = X(to)

En particulier : dim (SH) =n.
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Démonstration. C’est donc un isomorphisme. En particulier :
o La fonction ® est linéaire par linéarité de la dérivation et linéarité de . .
I’évaluation en 0. dim (SH ) = dim (//l”’l(R) ) =n
o Montrons que ® est surjective. O

Soient ty € I et X, € My (R).

Alors il existe une fonction X solution du probléme de Cauchy suivant :
Viel, X'(t) = AX(t)
X(to) = Xo

Ainsi il existe X € Sy tel que : X (tg) = Xo. Autrement dit, il existe

X € Sy tel que : ¢(X) = X.
On en déduit que @ est surjective.

o Montrons que ® est injective.
Soit X € Sp,.
X e Ker((I)) ~ (I)(X) = OJ/ZnJUR)

& X(to) =0.4,,®)
X' =AX

< X solution du probléme de Cauchy
X(tg) =0

Or :

x La fonction nulle 0 4 gy : t > 04, (&) est solution de ce probleme de
Cauchy,

x ce probléme de Cauchy admet une unique solution.
On en déduit :
X eKer(®) & X = O(//ZM(R)I
Ainsi : Ker(®) = {04, ,r)r}. L’'application ® est donc injective.
Finalement, 'application ® est :
x linéaire,

x injective et surjective, donc bijective.

IV.4.b) Cas ou A est diagonalisable

Proposition 3.
Soit A € #,(R).
Soient A € Sp(A) et Xo € My 1(R) un vecteur propre associé.

Alors la fonction X : t — e’ Xy est solution du systéme différentiel X' =
AX surR.

Démonstration.
ey
On note X : t — M X = :
e et
Soit t € R.
o D’une part :
A et cp et
X'(t) = = A = AX(t)
Aep et cp et

« D’autre part, comme Xy est un vecteur propre de A associé a la valeur
propre A :
MA- Xy = M

AX(t) = M AXy =

Finalement : Vt € R, X'(t) = A X ().
La fonction X est donc solution du systéme différentiel X' = A X. O
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Théoréme 14. (HP)
Soit A € Mp(R).

On note (H) le systéme différentiel X' = AX défini sur un intervalle I de
R non vide et non réduit & un point.

METHODO | Résolution de X' = AX dans le cas A diagonalisable

Pour résoudre le systéme différentiel X' = AX, noté (H), dans le cas ou A
est diagonalisable, on procéde de la fagon suivante.

1. On détermine les valeurs propres de A.

» Supposons que A est diagonalisable. On note : 2. On détermine une base de chacun des sous-espaces propres de A.

x Q1 ..., ap les valeurs propres de A (non nécessairement distinctes), 3. On démontre que A est diagonalisable ct on obtient :

x (Un,...,Uy) une base de My 1(R) constitutée de vecteurs propres de A
telle que, pour tout i € [1,n], le vecteur U; est un vecteur propre de A
associé & la valeur propre «;.

x une matrice P € ., (R) inversible qui est la concaténation des bases
des sous-espaces propres de A,

x une matrice D € .#,(R) diagonale dont les coefficients diagonaux sont
les valeurs propres de A,

telles que : A = PDP~!,
4. Soit X : I — A, 1(R).

Alors l’ensemble des solutions Sy de (H) est :

SH = {t'—) z )\ieaitUZ' ‘ (Al,---,)\n) ER”}
=1

= Vect (fi,...,fn)

X solution de (H) & X' =AX

o f1 it e UL, ..., foit = etU,. o X' = PDPlx
Proposition 4. & P'X'=DP'X

Soit I un intervalle de R non vide et non réduit a un point. = (P*l X) =D (P*l X)

Soit X : I — My 1(R) une fonction dérivable sur I (i.e. dont chaque fonc- o V' = DY (ouY = P~'X)

tion coordonnée est dérivable sur I).

Soit B € M, (R). 5. On résout le systéme Y/ = DY grace aux résultats sur les équations
Alors la fonction Y = BX est dérivable sur I et : différentielles linéaire d’ordre 1 & coefficients constants.

6. On en déduit les solutions de (H) en calculant : X = PY.
vtel, Y'(t) = BX'(t)

Exercice 10

On retiendra : On note : A = (

21

1 2). Résoudre le probléme de Cauchy suivant :

(BX) = BX'
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Démonstration.

« Déterminons les valeurs propres de A.

Soit A € R.
det(A — \I) = dt<<2;A ZIA»
= 2-)2-1
= 2-A-1)(2-X+1)
- 1-NE-N
Ainsi :
A€ Sp(A) < A — I, non inversible

< det(A—MNI) =0
& A=100 A=3
On en déduit : Sp(A) = {1, 3}.
e On remarque que :
x A€ M(R),
x A admet 2 valeurs propres distinctes.

Cette matrice est donc diagonalisable.

« Déterminons Ey(A). Soit U € .#1(R). Alors il existe (z,y) € R? tel que :

)
UcEi(A) & (A-L)U =04, g
= (1)0)=6)
o {w + y =0

& {r = —y

On en déduit :

B = () 1e=-s = () Iver

- o () rvem = v ()

« On démontre de méme : E3(A) = Vect <G>>

o Comme A est diagonalisable, alors il existe :

x une matrice P € .#>(R) inversible qui est la concaténation des bases
des sous-espaces propres de A,

x une matrice D € .#>(R) diagonale donc les coefficients diagonaux sont
les valeurs propres de A,

telles que : A = PDP~!. On obtient ici :

(-1 1 (10
P—<1 1) et D_<O 3)
. Soit X : R — ., 1(R).

X' =AX

X' =PDP'X
P1X'=DP'X
(P'X) =D(P'X)
Y’ = DY

X solution de (H)

r 00

(ou Y = P71X)

« Résolvons alors le systéme Y/ = DY, noté (H').
Soit Y : R — 51 (R). Alors il existe deux fonctions y; et yo telles que :

(1)

VieR, Y(t) =

22



PSI 2024-2025

Y — DY < (yé) _ <1 0) <y1) « Il reste enfin & trouver 'unique solution du probléme de Cauchy.
Y2 0 3)\y2 Soit X € Sp. Alors il existe (A1, A2) € R? tel que :
/
Y1 = U1 (=Apet A et
< { v = 3y vieR, X(t)_<)\1et+/\2e3t
2 yi(t) = Met X(0) — <2> A1+ A = 2
< (A, A2) EREVE € R,{ ) = Ao 0)={, = Mo+ A = 0
On en déduit que 'ensemble des solutions Sy de (H') est : ng I { N+ o = 2
A et 2 9 = 2
Sy = {t'—>< : 3t> | (A1, Ao) € R?)
Ag € L+ 2L — Ly _2)\1 = 2
A { 2 = 2
« Revenons a la résolution de (H). 2T
Soit X : R — %n,l(R)- )\1 - 1
<
Ay = 1

X solution de (H) < Y'=DY (oY =P 'X)
Finalement, I'unique solution au probléme de Cauchy est la fonction :

¢
& JAL, ) ER? VEER, Y(t) = <)\1e )

Ag €3t R — #1(R)
. et+e3t
& I X) eRZ VteR, PLX() = G;ee&) b= <—et+e3t)
)\16t D
& A, M) €RE VEER, X(t)=P (A e3t>
2

Théoréme 15.
_ t
& A0 A) ER2 VEER, X(t) = ( ! 1) <§21§3t> Soit A € My(R).
On note (H) le systéeme différentiel X' = AX défini sur un intervalle I de

_ t 3t . . N .
& 0L\ ER, VEER, X(t) = ( )\>\1<t%++>\)\2 gt ) R non vide et non réduit a un point.
e 2¢ Supposons que A est diagonalisable.

On en déduit que 'ensemble des solutions Sg de (H) est : o Si toutes les valeurs propres de A sont négatives ou nulles, alors toutes les
N trajectoires de (H) convergent vers un état d’équilibre.
—A1e + Agxe . . . . . .
Sg = {t— < )qlet n )\22€3t ) | (A\1,A2) € RQ} o Si A posséde au moins une valeur propre strictement positive, alors il existe
des trajectoires de (H) divergentes.
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Exercice 11

1. Résoudre le systéme différentiel suivant :

d(t) = 5 (y(t)+=2(t))
y(t) = 5 (x(t) +2(t))
J(t) = 3 (z(t) +y(1))

2. Les trajectoires de ce systéme sont-elles convergentes ou divergentes 7

Remarque

Dans le cas ou A n’est pas diagonalisable, on se laisse guider par 1’énoncé.

On donne ci-dessous un exemple d’un tel cas.

Exercice 12
On considére le systéme différentiel défini sur R suivant :

= r + 2y — 2z
y = —4x — 3y + 4z (E)
2 = 2z + =z

ol x, y et z sont trois fonctions inconnues de classe €' sur R.

1. Soit X € .#31(R). Donner une matrice A telle que :

(E) & X' =AX

2. a) Déterminer les valeurs propres de A et leurs sous-espaces propres as-

sociés.
—1

0

01
b) On note P = (1 0 2 ) . Démontrer que P est inversible et calculer
11

pPL
¢) Déterminer la matrice T telle que : T = P~1AP.
3. a) Résoudre, pour tout ¢ € R, I'équation f' = —f +2ce™t.

b) On note : Y = P~! X. Démontrer :
X =AX & Y =7TY

c¢) Résoudre le systéme différentiel Y =TY.
4. En déduire I'ensemble des solutions Sg du systéme X' = A X.

5. En déduire une solution non stationnaire (i.e. non constante) qui converge
vers |'unique état d’équilibre du systéme (E).

IV.4.c) Cas ou A € #>(R) et A diagonalisable

Proposition 5.
Soit A € %Q(R).
On note (H) le systéeme différentiel X' = AX défini sur R.

Supposons que A est diagonalisable. On note \1 et Ao ses valeurs propres
Cing cas se présentent.
1. Sid1 > X2 > 0, alors

x toutes les trajectoires non stationnaires de (H) sont divergentes.

x le systéme (H) admet un unique point d’équilibre (0,0)

x ce point d’équilibre est instable.

/1N
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2. Sid > X2 =0, alors :
x toutes les trajectoires non stationnaires de (H) sont divergente.
x le systéme (H) admet une infinité de points d’équilibre.
x tous ces points d’équilibre sont instables.

4 5

I

Yy
2 |
‘ x
_4 ,‘2 2 4
4. Si A1 =0> Ay, alors :

. A N ———————————————SSSHSH=
x toutes les trajectoires de (H) sont convergentes.
x le systeme (H) admet une infinité de points d’équilibre.

- x tous ces points d’équilibre sont instables.

5. i X > 0> X, alors : “ry

x toutes les trajectoires de (H) sauf 2 sont divergentes.
x le systeme différentiel (H) admet (0,0) comme unique point d’équilibre. o |

x les deuz trajectoires non divergentes convergent vers le point d’équilibre.
On dit que ce point d’équilibre est un point selle.
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5. 80>\ > Ao, alors ;
x toutes les trajectoires de (H) sont convergentes.
x le systeme (H) admet (0,0) comme unique point d’équilibre.

x ce point d’équilibre est stable.

Remarque

Le tableau suivant récapitule la nature des points d’équilibre du systéme

différentiel X' = AX suivant le signe des valeurs propres de A.

A2
)\2 <0 )\2 =0 )\2 >0
A1
A <0 unique et stable un'e infinité et unique et point
instables selle

0 une infinité et une infinité et une infinité et

1= instables instables instables
M o> 0 unique et point une infinité et unique et

! selle instables instable

Démonstration.
Soit X : R — #51(R). Alors il existe z : R = R et y : R — R telles que :
/

y '

X =4X &
{y' = Ay

8
—~

~
N—

z(0) ettt
y(t) = y(0)er!

Deux cas se présentent alors.

Autrement dit, la fonction x ne s’annule en aucun point de R.

x(t)

Ainsi : Vt € R, W =eMt > (. D’ou, pour tout t € R :
x
1 x(t)
t = — Inl—=
Ao <$(0))

y(t) = y(0) (x((f))))

En écrivant cette égalité sous la forme d’une égalité de fonctions, on ob-
tient :

On en déduit :

Az

y = y(0) (:zf())) B

On obtient les différents cas a ’aide de la formule précédente, puis en inter-
vertissant le role de x et y. O
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@ Les portraits de phase sont représentés dans une base de diagona-
lisation de A :

x le premier axe est porté par un vecteur propre de A associé a la
valeur propre Aq,

x le second axe est porté par un vecteur propre de A associé a la
valeur propre Ag,

IV.5. Lien avec les équations différentielles linéaires d’ordre 2

Soit (a,b) € R2.

On note (E) I'équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients
constants homogéne définie sur R par :

y'(t) +ay'(t) +by(t) = 0

) s (Y

On peut alors écrire I’équivalence suivante :

On pose alors :

(E) & X = AX

On peut alors déterminer les solutions de 'équation différentielle (E) avec
les méthodes de résolution des systémes différentiels.

1. On commence par déterminer Sp(A).

Soit A € R.

det(A—X15) = det <(:2 _al_ A)) = A(a+A)+b = N4ar+b = Q(N)

On retrouve le polyndme Q caractéristique de (E).

On obtient :

A€ Sp(A) < A — X non inversible
& det(A—\D) =0
& QAN =0

Trois cas se présentent alors.

2. On sait alors :

- A e /4 (R),
- A admet 2 valeurs propres distinctes.

La matrice A est donc diagonalisable.

. On démontre aisément :

dim (E,, (A)) = 1 et dim(E,,(A) =

« Si @ admet deux racines distinctes r; et rg, alors : Sp(A) = {r1,r2}.

On note U; = (51> une base de E, (A), et Uy = (22> une base de

1 2

E.,(A).
On peut alors écrire A = PDP~! ou :

p=("") o p= ("7
V1 V2 07‘2

X'=AX < X' =PDP'X

. De plus :

o PlX'=DPlX
& (P'X)Y=D(P1X)

& Y =DY (ouY =P~1X)
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5. Résolvons alors le systéme Y/ = DY, noté (H').

Soit Y : R — 5 1(R). Alors il existe deux fonctions y; et v telles

que :

VteR, Y(t) = @g;)
v=ov o (1)=(3 2)(%)

/ _
PN { y/1 = "y
Yg = T2Y2

r1t

rot

ya(t) = poe
On en déduit que 'ensemble des solutions Sy de (H') est :

& I(p1,p2) € R?, Vt € R, { yi(t) = e

rit

S = (s (M1000) | (o) € B2

6. Revenons a la résolution de (E).
y solution de (E)
& X' =AX

< Y =DY

r1t
& Bum) R Ve R V) = (117))
2

rit
& 3w, po) €R?, VEER, PTIX(H) = (M )

12 o2 t

rit
o 3w, ) €R?, ViR, X(t) = P(’“e )

po et

& I(u1,p2) €R% VEER, y(t) = ug py € 4 ug pp ™!

Ainsi 'ensemble des solutions Sg de (E) est :
Sg = {t— X\ et Ngem?! | (A1, \2) € Rz}

« Si (Q admet une unique racine ro, alors : Sp(A4) = {ro}.

2. On peut démontrer, en raisonnant par I’absurde, que la matrice A
n’est pas diagonalisable car A # rg Is.

3. On démontre aisément :

dim (E,,(A4)) = 1

On note Uy = (ZO) une base de E, (A).
0

Soit Uy = <Zl) non colinéaire a Uy. Alors (Up, Uy) forme une base
1

de 45 1(R) (& démontrer proprement) et il existe ¢ € R tel que, en

notant :
p (uo u1> ot T <r0 c >
Vo U1 0 T0

on obtient : A = PTP~ L.

(on peut démontrer, en raisonnant par l’absurde, que T' s’écrit forcé-

78) 2) ot d # r9) sinon A admettrait

deuz valeurs propres distinctes, ce qui n'est pas le cas)
4. De plus :

ment sous cette forme (et non (

X' =AX & X' =PTP'X
& PlX =TPlX
& (PlX)Y=T(P1X)
& Y =TY (oY =Pl X)

5. Résolvons alors le systéme Y/ = TY, noté (H').
Soit Y : R — .#51(R). Alors il existe deux fonctions y; et yo telles
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que : Ainsi 'ensemble des solutions Sg de (E) est :
_ ()
Vt € R’ Y(t) - <y2(t)> SE = {t —> )\1 erot + )\2 terot ‘ (Al, )\2) S RQ}
/
Y=TY & @z) = (78) Ti)) <z;> o Si @ n’admet pas de racine, alors : Sp(A4) = @. Dans ce cas, on ne peut
pas conclure.
o Yy = Toyi+cya 3
yvh = roy2 IV.6. Equations différentielles d’ordre supérieur a 3
e T R VicR yi(t) = 1oy + p cenot Illustrons la résolution de ce type d’équation différentielle sur un exemple.
M1 ) ) ya(t) = ppenot .
Exercice 13
te (E) I'équation différentielle linéaire d’ordre 4 a coefficients constants
) = el pgct QWO
& I(p1, p2) € R2, Vt € R, y( sne définie < .
(1, p2) { ya(t) = pperl homogéne définie sur R par :
On en déduit que I'ensemble des solutions Sy de (H') est : y W) =5y @) + 59" (y) + 59 (t) —6y(t) = 0
eT(]t+ terot
S = {t— <u2 " ot > | (u1, p2) € R?} v
(B) 1. Soit y € €4(R,R). On note X = yy,, . Expliciter une matrice A telle
6. Revenons a la résolution de (FE).
®3)
Y
y solution de (E) que :
!/
o X' — AX (F) & X =AX
v =TV 2. a) Démontrer : Sp(A) = {-1,1,2,3}.
= =
b) Justifier que la matrice A est diagonalisable.
& ) R, VER, Y(t) = p2 &t et e’ ¢) Déterminer une matrice P inversible et une matrice D diagonale dont
p1e? les coefficients diagonaux sont placés dans I’ordre croissant telles que :
A=pPDP.
et 4y ctero? _ p—1 . .
& I(ui, ) ER2, VEER, PLX (1) = <“2 ult ) 3. a) On note Y = P~ X. Démontrer :
pe™
X' =AX & Y =DY
N '[LQCrot—F’U,lCtCrot
& I(pi,p2) R, VEER, X(t) =P ot b) Reésoudre le systéme différentiel Y/ = DY
pret

4. En déduire I'ensemble des solutions Sg de ’équation différentielle (F).

& 3(u, ) € R, VEER, y(t) = (uo o +u1 p1) € +ug py ct e’
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