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«x linéaire a coefficients constants si les fonction ay, . . ., a, définies pré-
cédemment sont constantes sur I. On écrit alors I’équation différentielle

CH XV : Equations différentielles sous la forme :
apy® (1) + ap 1y V(@) + -+ ary/(t) +aoy(t) = b(t)

x homogéne lorsque son second membre est nul, c’est-a-dire si la fonction
b est la fonction nulle.
Lorsque le second membre de (L) n’est pas nul, on appelle équation
I.1. Solution d’une équation différentielle différentielle homogéne associée a (L) I’équation obtenue en rem-
plagant la fonction b par la fonction nulle :

ap(t) y'P () +ap-1(6) y P~ (O)+ - +ar(t) yo () +ao(t) yo(t) = 0 (H)

I. Généralités

Définition
Soient p € N* et I un intervalle de R non vide et non réduit & un point.

Soit F' une application de R x (%O(I,K))pJrl dans K. « Une solution de I'équation (F) est un couple (J,y) ot :
x ’ensemble J est un intervalle de R,

o On appelle équation différentielle d’ordre p une équation fonctionnelle

de la forme : x la fonction y est de classe €7 sur J et vérifie (E) pour tout t € J.
F(ty,y,... 7y(P)) =0 (E) « On appelle trajectoire de (F) la courbe représentative d’une des solutions
On dit de pl de (E)
B it tte € ti t: 1. . .
i QL 6 DS que cerie equation s « On appelle équilibre de (F) une solution constante de (E). On parle aussi
x linéaire si la fonction F est linéaire en les variables y, v/, ..., y'?), de solution stationnaire.
c’est-a-dire si I’équation (E) s’écrit sous la forme :
Exemples

ap(t) y P (1) +ap-1 (1) y P~V ()4 +ar(t) i (8 +ao(t) yo(t) = b(t) (L) , L’équation ¢ty (t) + 2et y/ (t) —y(t) = 2|t| est une équation différentielle
linéaire d’ordre 3. Son équation homogéne associée est ¢ty (t)+2el 3/ (t) —

ol : y(t) = 0.
x les fonctions ap, ..., a, sont continues sur J, o L’équation 3y®)(t) + 2¢/(t) — y(t) = 2]t| est une équation différentielle
x la fonction a, n’est pas la fonction nulle, linéaire d’ordre 3 & coefficients constants. Son équation homogéne associée
. . 3 _
% la fonction b est continue sur I et est appelée second membre de est 3y )(t) +2y/(t) —y(t) = 0.
I'équation différentielle (L). . Léquation ty®)(t) 4+ 2et o/ (t) — y°(t) = 2|t| est une équation différen-

tielle non linéaire d’ordre 3. Son équation homogéne associée est ¢y (t)+
2e'y/(t) —y°(t) = 0.

ap y® + ap—1 y* D4 tary tagyo = b o L’équation 2ey/(t) — y(t) = 2|[t| est une équation différentielle linéaire
d’ordre 1. Son équation homogéne associée est 2e' /() — y(t) = 0.

On écrira aussi cette équation fonctionnelle sous la forme :
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Remarque

A priori, les questions d’existence et d’unicité de solutions n’est pas trivial.
On verra dans le cours quelques théorémes positifs a ce sujet. Une autre
question sera de trouver explicitement des (les/la) solution(s).

I1.2. Probléme de Cauchy

Définition
Soient p € N* et I un intervalle de R non vide et non réduit & un point.
Soit tg € 1.
Soit (v, a1, ..., 0p—1) € KP.

Un probléme de Cauchy est la donnée :

x d’une équation différentielle d’ordre p :
F(tay7y,7" : ’y(p)) =0

x de p conditions initiales de la forme :

y(to) = ao

y(t)) = o
yP=2 (to) = op2
L y* D(to) = a1

Remarque

On verra, dans le cadre d’équations différentielles linéaires d’ordre 1 et d’ordre

2, que les problémes de Cauchy admettent en général une unique solution
définie sur R.

Exemples

Les problémes suivants sont de Cauchy :

y' 2ty —3y=12+1

' t
Yy —2e'y=

y(0) =0 {
, . y(0) =1
y'(0) = 100

Les problémes suivants ne sont pas de Cauchy :

{y”+2ty’—3y:t2+1 {y’—Qety:S

y(0)=0 y*(0) =1

Remarque
Des conditions supplémentaires un peu différentes peuvent se poser, comme
le probléme suivant, sur un segment [0, 7] :

y' +Ay=0
y(0) =
y(T)=0

Ce type de probléme avec conditions « aux bords » est plus délicat. Nous
n’énoncerons pas de théorémes généraux dans ce cas.




PSI

2022-2023

I.3. Cas des équations linéaires

Théoréme 1.

Soit p € N*.

Soit (H) une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre p.
L’ensemble Sg des solutions de (H) définies sur un méme intervalle I (non
vide et non réduit a un point) est un sous-espace vectoriel de €P(I,K).

Démonstration.
Soit (H) I’équation différentielle linéaire homogéne d’ordre p définie sur [
par :
ap(t) y P (t) + ap-1 () y* V(@) + -+ a1 () ¥/ (1) + ao(t) y(t)

o Tout d’abord, par définition des solutions d’une équation différentielle

d’ordre p : Sy C €7(1,K).
« Ensuite : Ogp(7x) € Sy (la fonction nulle est bien solution de (H)).
« Soit (X, 1) € K2. Soit (f,g) € (SH)z.

x On commence par remarquer : A f + pg € €P(1,K).

=0

x De plus, pour tout t € I :

S ax(t) (A f + pg)® ()

k=0
S linéarité de
= (k) (k) (par meari
kgo ax(?) (/\ AN )(t) la dérivation)
S linéarité de
= (k) () (par linéari
kgo ax(t) (A SR + g (t)) l’évaluation en t)
3 (k) S (k)
= A kZ ak(t) f™ (1) +ukz ar(t) g®) (1))
=0 -0

(car f et g sont
solutions de (H))

Ainsi, A f + g est solution de H. Autrement dit : A f + g € Sy.

= Ax04+pux0 =0

O

Remarque
Pour démontrer ce théoréme, on peut aussi remarquer que ’application L
suivante est linéaire :

L : ¢P(,K) — %°I,K)

v oY ey
k=0

De plus : Sy = Ker(L). Ainsi, Sy est un sous-espace vectoriel de (I, K).

Théoréme 2.

Soit (L) une équation différentielle linéaire définie sur un intervalle I,
non vide et non réduit & un point. On note (H) son équation différentielle
linéaire homogeéne associée.

Soit fo une solution particuliére de (L) sur I.

L’ensemble des solutions Sy, de 'équation L est alors :
{h+fo|heSu}

On retiendra :

solution générale solution générale de solution particuliére

de (L) (H) de (L)
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Démonstration.

Soit (L) I’équation différentielle linéaire d’ordre p € N* définie sur I par :

ap(t) y (1) + ap1 () y P (0) + -+ ar ()Y (t) + ao(t) y(t) = bt)

On note (H) son équation différentielle linéaire homogeéne associée.

Soit f € €P(I,K).

fest

o Vel Y ap(t) FO) = b(t)
k=0

o Vel S a(t) fP1) = 3 an(t) fP(1)
k=0 k=0

& Wel Y a®) fPW) - 3 ap®) [P0 =0
k=0 k=0

& Vel Y an®) (FW () — 1) =0
k=0

o Vel Y alt) (f - fo)®(t) =0
k=0

< [f—fo€SH
< dheSy, f—fo=h
& dheSy, f=fot+h

Ainsi, on obtient bien : Sp, = {fo+h | h € Su}.

(car fo solution

de (L))

(par linéarité de
la dérivation)

METHODO | Reésolution d’une équation différentielle linéaire (EDL)

Pour trouver I’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire :

1) on résout I’équation homogéne associée. On note Sy l'ensemble de ses
solutions.

2) on recherche d’une solution particuliére de ’équation compléte. On note
cette fonction g.

3) on obtient des solutions de 'EDL compléte :
S = {h+g|heSu}

Pour le point 2), on se référera aux méthodes de recherche d’une solution
partiucliére des sections suivantes dans le cas des EDL d’ordre 1 et 2.

Exemple
Déterminer 1’ensemble des solutions de ’équation 3/ — 3y = 1.

Théoréme 3 (Principe de superposition).
Soit p € N*.
Soient (L) et (La) des équations différentielles linéaires d’ordre p définies
sur un intervalle I, non vide et non réduit a un point, par :

p
3 a0 = b (L)
é ax(®)yP(E) = bat) (L2)

Soient f1 et fo des fonctions de classe €P sur I.

Pour tout (A1, \2) € K2,

f1 solution de (L) A1 f1 + A2 fa solution de

=
f2 solution de (Lo) } i an(®) y®) () = A1 by (t) + Ag ba(t)

k=0
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Démonstration.
Supposons que :

x la fonction f; est solution de (L),
x la fonction fy est solution de (Lo).
Soit (A1, A2) € K2. Soit ¢ € I.

ar(t) (M fi+ 2 £2) P (1)

NE

b
I
o

(par linéarité de
la dérivation)

ak(t) (M fl(k) + A2 fz(k)) (t)

Il
M=

b
I
o

(par linéarité de
l’évaluation en t)

ar(t) (M S () + 20 17 (1))

Il
M=

£
Il
o

= 0 Y a® 0+ Y alt) 1P
k=0 k=0

(car f1 solution de (L)

= A1 xbi(t) + A2 x b2(2) et fo solution de (L2))

On obtient bien que la fonction A; f1 + Ao fo est solution de ’équation :

ap(t) y P (8) + -+ ar(t)y' (1) + ao(t) y(t) = Mbi(t) + A2 ba(t)

@ Ne pas inventer de théoréme !

Dans ce théoréme, les équations différentielles linéaires (L)
et (L2) ont les mémes fonctions coefficients ag, a1, ..., ap.
Seuls les seconds membres différent.

METHODO

Utilisation du principe de superposition

Soit (L) une équation différentielle linéaire d’ordre p de la forme :

ap(t)y P (1) + -+ ar(t) ¥/ (8) + ao(t) y(t) = b(t)

Supposons que le second membre b de I'équation (L) s’écrit sous la forme :

b = Mbi+Xby+---+ A by

Alors, pour chercher une solution particuliére de (L) :

1) on détermine une solution particuliére f; de PEDL (L1) définie par :

ap(t) y P () + -+ a1 (1) ¥/ (8) + ao(t) y(t) = bu(t)

2) on détermine une solution particuliére fo de 'EDL (L2) définie par :

ap(t)y®P () + -+ ar(t) y'(t) + ao(t) y(t) = ba(t)

n) on détermine une solution particuliére f,, de 'EDL (L,,) définie par :

O

ap(t) yP (1) + -+ a1 (t) ' () + ao(t) y(t) = bu(t)

(%) Par principe de superposition, 'EDL (L) admet pour solution particuliére
la fonction f définie par :

f=XMA+Xfo+-F+ ]
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II. Equations différentielles linéaires du premier ordre « On obtient alors :

I1.1. Equation homogéne y solution de (H)

Théoréme 4. & vtel, y'(t)+a(t)y(t) =0
Soit I un intervalle de R non vide et non réduit & un point. & Vtel, (y’(t) + a(t) y(t)) AW =0 (car -Vt eI, AW £ 0)
Soit a une fonction continue sur I. Soit A une primitive de a sur I. ,
» , o . ; . & Vtel, Z/(t)=0
On note (H) ’équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 1 sur I dé-
finie par : < INeK, Vtel, z(t) =\
/
y () +a(t)yt) = 0
e ek, Vtel, y(t)ed® =\
Alors :
& ANEK, Vel yt) = e AW
y solution de (H) < 3INEK, y:tr e A0
& ek, y:t de 40
Autrement dit :
O
I - R
Su = { t o= Ae AW RS R} Remarque
Pour retrouver rapidement ce résultat, on pourra raisonner au brouillon sans
Démonstration. rigueur (méthode autrement appelée « a la physicienne »).

« Remarquons d’abord que, puisque la fonction a est continue I, elle admet

soluti / —
bien une primitive A (de classe ¢! sur I). y solution de (H) & 3 +ay=0

« Soit y € €'(I,K). On note z la fonction définie par : < Yy =—ay
z I —- K - y 4 (en supposant :
t o= y(t) et® Y Vtel, y(t)#0)
La fonction z est de classe €' sur I en tant que produit de fonctions de & JueK, In (y) — Ax 1(7671 ;t;zi’fnitif)a,zt t
classe €1 sur I. De plus, pour tout t € I : égalité précédente)
2(t) = Y (t)ed® +y(t) x A(t) AV & K, y(t) = e AT = et em A
= /(t)eA®) + a(t) y(t) AD e ANeK, y(t) = e A0

= (Y (t) +a()y(t) '
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Corollaire 1 (Cas particulier oul a est constante). 2) Comme ce probléme comporte une condition initiale, on raisonne en deux
Soit I un intervalle de R non vide et non réduit a un point. temps.
Soit a € K. « L’équation y' —ay = 0, notée (H) est une équation différentielle linéaire
homogéne d’ordre 1 a coefficients constants. L’ensemble de ses solutions
On note (H) équation différentielle linéaire homogeéne d’ordre 1 a coeffi- ost dognc )
cients constants sur I définie par : (t s N oot | AE R}
/
y(t)+aylt) =0 o Soit f une solution de (H).

D’apreés le point précédent, il existe A € R tel que :
Alors :

fit dett

y solution de (H) < INEK, y:tr Ae 9!

On obtient alors :

Autrement dit : f vérifie la condition

initiale y(0) = 1 1) =1
= {12 S 12es) o e
Exercice 1 e A=l
1) Résoudre sur R Péquation y' 4+ y = 0. On en déduit que 'unique solution de (H) avec pour condition initiale
2) Soit a € R. Résoudre sur R I’équation différentielle y' = ay avec pour y(0) = 1 est la fonction : at
condition initiale : y(0) = 1. trve
3) Résoudre sur R I’équation ' —ty = 0. 3) L’équation 3’ — ty = 0 est une équation différentielle linéaire homogéne

d’odre 1. L’ensemble des solutions de ’équation (H) est donc :

Démonstration.

2
{t>Xe? | AR}

1) L’équation ¢y +y = 0 est une équation différentielle linéaire homogéne 0
d’ordre 1 & coefficients constants. L’ensemble de ses solutions est donc :

{t> Ae™t [ A eR}
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I1.2. Solution particuliére Exercice 2

. T soluti ticulére, sur R, des équations différentielles :
I1.2.a) Solutions remarquables, lorsque a est constante FOUVET THE SOTHMION parkieticre, sut o8 Cquations Cierentelies

Soit a € K. 1. (B1) y' +y=¢ 2. (B2)y +y=e""
On considére I'équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficient constant
suivante : Démonstration.
y'(t) +ay(t) = b(t) 1. Résolvons (Eh).
On souhaite déterminer une solution particuliére de cette équation. « On commence par résoudre son équation homogene associée y' +y =0

que 'on note (Hy).
C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coeflicients constants.
L’ensemble de ses solutions est donc :

Sit s b(t) est de la forme... chercher une solution de la forme...

{t—Xe " | NeR}
t — X\, A € R constante t — p, i € R constante
« On cherche ensuite une solution particuliére de (Ej).

Comme le second membre de (Ej) est ¢ — e’, on cherche une solution
t 5 Qn(t), Qn polynome de degré n de la forme t — Xe! solution de (Ej).
Soit A € R. On note alors h : t — \e'.
La fonction h est bien de classe ¢! sur R.

at A t ~
t— P,(t) e P, polynéme de t— Qn(t)e*’, @, polynome de hsolution de (E1) < Ve R, K(t)+h(t) = e
degré n, a # —a degré n

t — P,(t), P, polynéme de degré

3

& VteR, el + et =¢f

—a A t_ ot
t = Py(t)e™**, P, polynome de t—=tQn(t)e %t Q, polynome de & VIER, 20" =e
degré n degré n & 22=1 (car :Vt €R, € #0)
1
. ~ & A=z
t— A cos(art) +l§ sin(at), t— A cos(at) + fi sin(at), 2
(A ) €K (A i) € K2

1
Ainsi la fonction h : t — 3 el est une solution particuliére de (Ey).

On en déduit que I'ensemble des solutions de (E1) est :

1
{tb—>)\e*t+§et])\eR}
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2. Résolvons (E2).

o On commence par résoudre son équation homogéne associée y' +y = 0
que 'on note (Hy).
C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 & coeflicients constants.
L’ensemble de ses solutions est donc :

{t—>Xe | ANER}

« On cherche ensuite une solution particuliére de (E2).
Comme le second membre de (E1) est t — e~
de la forme t — Ate~! solution de (E»).

Soit A € R. On note alors h : t = Ate~'. La fonction h est bien de
classe €1 sur R.

, on cherche une solution

h solution de (Ey) < VteR, W(t)+h(t) =e!
& VteER, el + At xAf=c ")+ Mo ' =e!
& VEER, Net=e?

& A=1 (car:VteR, et #0)

Ainsi la fonction h : t — te™! est une solution particuliére de (Es).

On en déduit que l’ensemble des solutions de (Es) est :

{tXet+te ' | NeR}

I1.2.b) Meéthode de la variation de la constante

METHODO Méthode de la variation de la constante

Pour déterminer une solution particuliére d’une équation différentielle li-
néaire (L) d’ordre 1 ¢/(t) + a(t) y(t) = b(t) définie sur I, on peut appliquer
la méthode dite de la variation de la constante.

Pour cela, on suit les étapes suivantes.

1) On détermine les solutions de 1’équation homogéne associée a (L) :

{t = Ayu(t) | A e K}

A(t)

ouwyg =t+—e” avec A une primitive de a sur I.

2) On cherche une solution particuliére de (L) sous la forme ¢ — A(¢) yu (1).

a) Soit A € €1(I,K). On note alors h : t — \(t) yu(t).
La fonction h est bien de classe ¢! sur R.

b) On raisonne ensuite par équivalence.

h solution de (L) < VteR, h'(t)+ a(t)h(t) = b(t)

& VteR, N(t)=---=g(t)

La fonction A cherchée peut cherchée parmi les primitives de g.

¢) On détermine de maniére explicite une primitive de g sur I.
Notons-la G.

d) Une solution particuliére de (L) est alors : t — G(t) yr(t).

Exercice 3
Résoudre, sur R* , I'équation différentielle : (E) ty/(t) + y(t) = te”.

Démonstration.
« On commence par résoudre I’équation homogene associée (H) ty' +y = 0.
x Tout d’abord, pour tout ¢t € RY :

W0 =0 & Y0+ u() =0
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x L’ensemble des solutions de ’équation (H) est donc :
~In(t) A
{t— Ae |)\€R}:{t+—>¥|)\ER}

« On cherche ensuite une solution particuliére de (E).

On applique la méthode de variation de la constante. Autrement dit, on

At
cherche une solution particuliére de (E) sous la forme t — Sf)

At
Soit A € €' (R%,R). On note alors h : ¢ Ef) La fonction h est bien de

classe €1 sur R%.

h est solution de (E) < VteRY, th'(t)+h(t) = tet”

o e, o (X0 _20)

A A
& VteRY, X(t)—%er%g_tetz

& VteR:, N(t)=te

()
t

= tet2

On choisit donc la fonction A parmi les primitives de ¢ — ¢ e’
La fonction A : ¢ — 3 e’ convient.

1
Ainsi, la fonction A : t — % e!” est une solution particuliere de (E).

On en déduit que l'ensemble des solutions de (E) est :

A
{t»—>¥+2—tet2|)\eR}

11.3. Probléme de Cauchy
Théoréme 5. (Probléme de Cauchy d’ordre 1)

Soit (E) une équation différentielle linéaire d’ordre 1 définie sur un inter-
valle I non vide et non réduit d un point :

Y +at)y = b(t)

Soit (to, o) € I x K.
1l existe une unique solution au probléeme de Cauchy :
{ y +alt)y =

y(to) = o

b(t)

Exercice 4
Trouver la solution de I’équation différentielle (E) y' + y = ch telle que

y(0) = 0.

£t
. . e +e
On rappelle que la fonction ch est définie par ch : t — ———.

Démonstration.

o L’équation 3y + y = 0 est une équation différentielle linéaire homogene
d’ordre 1 & coefficients constants. L’ensemble de ses solutions est donc :

{t> Ae™t | A e R}

« On cherche une solution particuliére de (E).
Comme le second membre de (E) est une combinaison linéaire, on cherche :

«x une solution particuliére hy de (Ey) ' +y = €,
« une solution particuliére hy de (F2) v/ +y =e ™t

1 1
Par principe de superposition, la fonction h = 3 h1 +§ ho sera une solution

particuliére de (FE).

10
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1 P
x D’aprés 'Exercice 2 1., la fonction hy : t — 3 el est une solution parti- 1héoréme 6.

culiere de (E). Soit I un intervalle de R non vide et non réduit a un point.
« D’aprés I'Exercice 2 2., la fonction hy : t — te™" est une solution parti- ~ S0it a une fonction continue sur I. Soit A une primitive de a sur I.
culiére de (E»). On note (H) ’équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 1 sur I dé-
1 1 finie par :
On en déduit qu'une solution particuliére de (E) est h : t — 1 el + 3 tet. y'(t) +alt)y(t) = 0

Ainsi, 'ensemble des solutions de (FE) est : On note Sy Uensemble de ses solutions -

1 1,
{t = Ae t+1 et+§te "I AeR} Sy = {tl—>)\e_‘4(t) | A e K} = Vect(f)
« Soit f une solution de (E). ot f it e AWM,
D’aprés le point précédent, il existe A € R tel que : Alors Uapplication ® suivante est un isomorphisme.
1 1
f:t»—>tr—>)\e_t+1et+§te_t ® : Sy —- R

— 0

On obtient alors : g 9(0)

Démonstration.

f vérifie la condition

initiale y(0) =0 1) =0  La fonction ® est linéaire par linéarité de I'évaluation en 0.
1 1 « Montrons que ® est surjective.
Ne 04 = g0y = -0 _ q J
G Ao Aty xixen=0 Soit o € K.
1 Alors il existe une fonction g solution du probléme de Cauchy d’ordre 1
&S A+-=0 suivant, :
4 { Vtel, ¢ (t)+a(t)g(t) = 0
1 =
& A= 9(0) = o

Ainsi il existe g € Sy tel que : g(0) = zp.
On en déduit que I'unique solution de (F) avec pour condition initiale — Autrement dit, il existe g € Sy tel que : ®(g) = xo.
y(0) = 0 est la fonction : On en déduit que @ est surjective.

N DRI B
——e —e +=te
4 4 2

11
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o On sait :
x d’abord que ® est linéaire,
x ensuite : dim(Sy) = 1 = dim(R). En effet, la famille (f) est :
- libre car constituée uniquement d’un vecteur non nul,
- génératrice de Sp.
C’est donc une base de Sy et : dim(Sy) = Card ((f)) = 1.
x enfin que ® est surjective.

On en déduit que @ est bijective.

I1I. Equations différentielles linéaires du second ordre
a coefficients constants

I11.1. Equation homogéne

Définition
Soit I un intervalle de R non vide et non réduit & un point.
Soit (a,b,c) € R* tel que : a # 0. Soit d € €°(I, K).

On note (E) I’équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients
constants définie sur I par :

ay”(t) +by'(t) + cy(t) = d(t)

On appelle équation caractéristique associée a I’équation (E) 1'équation
définie sur K par :
ar’+br+c =0

On appelle polynéme caractéristique associée a ’équation (E) le poly-
nome Q) défini par :
RQIX) = aX®+bX +c

Exemple
2
1. L’équation caractéristique de I'équation 2y” + 3y’ —y = ) est :

272 +3r—1 = 0

Son polynome caractéristique est 2 X2 +3X — 1.

2. L’équation caractéristique de I’équation 24" + 31y —y = te! est :
2r24+3r—1 =0

Son polynome caractéristique est 2 X2 +3 X — 1.

3. L’équation caractéristique de I'équation 49" + 3y = 1 est :
472 +3 = 0

Son polynéme caractéristique est 4 X2 4 3.
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Théoréme 7.
Soit (a,b,c) € K* tel que : a # 0.
On note (H) léquation différentielle linéaire homogéne du second ordre a
coefficients constants définie sur K par :

ay’(t) +by'(t) +cy(t) = 0

Trois cas se présentent.

(i) Sil’équation caractéristique associée o (H) admet exactement 2 solutions

r1 et ry (r1 # ra), alors :

SH:{R%K

2
t o A et 4 )\ ezt |()\1,)\2)€K}

(i1) Si léquation caractéristique associée a (H) admet exactement 1 solution

ro, alors :

Sy — R =+ K
"= t — )\16r0t+)\2t6mt

| ()\1,)\2) S K2}

(#t) Si ’équation caractéristique associée o (H) admet exactement 2 solutions
complexes 11 = a+if € C\R et ro =771, alors, l’ensemble des solutions
sur R de l’équation différentielle est :

/R —- R ,
Sn = { t = A1 e*cos(Bt) + Ao e*t sin(Bt) |()\17)\2)€R}

Démonstration.
(i) On procéde par double inclusion.
(D) On note & l'ensemble :

£ = {R - K |()\1,)\2)6K2}

t — Aleht + A2€T2t
Soit f € €. Alors il existe (A1, A2) € K? tel que :
fit— )\1€T1t —I—)\Qe”t

En particulier, la fonction f est deux fois dérivable sur R et, pour
tout t € R :

') = Arpett+ dgrer!
") = Mr2emtt4 Agraert
Soit t € R.
af"(t)+bf(t)+cf(t)

= a()\lr%e”t—i—)\gr%emt) +b(/\1r%e”t+)\2r§er2t) +c()\1e”t—|—/\ger2t)

= Nt (arf4+bri+c) + e (ard +bra+c)

(car 1 et ro sont solutions de

= el x 0+ et x : L
e 0+ Aze 0 léquation caractéristique de (H))

=0
On en déduit que f est solution de (H), c’est-a-dire : f € Sg.
Soit f € Sp.
On pose g la fonction définie par :

g:t— f(t)e_”t

On cherche & montrer que g est solution d’une nouvelle équation
différentielle linéaire homogéne.

« Tout d’abord, la fonction g est de classe €2 sur R en tant que
produit de fonctions de classe €2 sur R.

e On remarque de plus :
[t g(t)en!
Dou :
f'@) =
() =

(9'(t) +r1g(t)) em?
() +r1g'(t) et + (g (t) +r1g(t)) rien?
g"(t) +2r1g'(t) + rig(t)) e

gt)et +g(t)rient =

(9"(
(9"(

13
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Ainsi, pour tout t € R : b

En particulier : —(r; +r2) = —.
a
af’"t)+bf(t)+cf(t) On en déduit que ¢ est solution de I’équation :
= a (gll(t) +2r1 g/ (t) + 1} g(t)) et +b (gl(t) +r g(t)) et eg(t)en? Y+ (27“1 —(r1 + 7"2)) y = 0 cest-a-dire ¢/ + (11 — 1)y = 0
= (ag"(t)+ (2ary +b) g'(t) + (ar? +bry +¢) g(t)) e o Il existe donc ¢; € K tel que :
(car r1 est solution g it e (Tt
= (ag"(t) + (2ar; +b) ¢'(t) + 0.xg(T)) ™! de Uéquation

caractéristique de (H)) Comme 11 — 19 # 0, il existe ¢ € K tel que :

Or, la fonction f est solution de (H), donc : a f”(t) + b f'(t) + g:t— — e~ (-T2t 4 ¢

cf(t)=0.D’ou :

r —T9
Soit t € R. On obtient :

f@) = g(t)en?

(a g"(t) + (2ar; +b) g’(t)) et =0

Comme ™t £ 0 et a # 0, on obtient :

‘1 —(ri—r2)t rit
2ary +b _ <_ o (ri-r2) +Cz>e1
J'O+=—"—gt) =0 T — T2
a
. . . . . _ €1 rot r1t
o On en déduit que la fonction ¢’ est solution de I’équation différen- T T e e

tielle linéaire homogéne d’ordre 1 :
C1

Ainsi, en posant A1 = ¢co et Ao = — , on en déduit :

b -
y'+<2r1+>y =0 n—r
a

f A Alerlt + A2€T2t
On rappelle de plus, pour tout t € R :

lut : .
at? +bttc = a(t—r)(t—r) On en conclut : f €&

(ii) et (iii) Raisonnements similaires
= a(tQ—(T1+T2)t+T1T2) ]

2

= at*—a(ri+ra)t+arir

On en déduit :
{ —a(ry+ry) =

aryre =

14
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Exercice 5
Résoudre les équations différentielles suivantes définies sur R.

1.

y' +4y -5y =0 (E)

2.y +2y +2y =0 (Ey)
3. yll+y:0 (E3)

Démonstration.

1.

L’équation (E7) est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 homogéne
a coefficients constants.

Son polynéme caractéristique est Q(X) = X2 +4 X —5 = (X —1) (X +5).
Comme @ admet exactement 2 racines réelles (1 et —5), 'ensemble des
solutions de (Ej) est :

{t = Arel +d0e™ | (A1, \2) € R?}

L’équation (Es) est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 homogéne
a coeflicients constants.
Son polynome caractéristique est Q(X) = X2 +4X +4 = (X +2)2.
Comme @) admet une unique racine (—2), I’ensemble des solutions de (Es)
est donc :

{ts Me 2 £ xte 2 | (A, \) € R?}

L’équation (E3) est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 homogéne
a coefficients constants. Son polynéme caractéristique est Q(X) = X? +
1= (X —14) (X +14). Comme @ admet exactement 2 racines complexes (i
et —i), 'ensemble des solutions de (E3) est :

{t = A1 e®F cos(1 x t) 4+ Ao e®*t sin(1 x t) | (A1, A2) € R?}

= {t > A; cos(t) + Ay sin(t) | (A1, X2) € R?}

II1.2. Solution particuliére

Soit I un intervalle de R non vide et non réduit & un point.

Soit (a, b,c) € K3 tel que : a # 0. Soit d € €°(I, K).

On considére ’équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients constants

définie sur I par :
ay"(t) +by'(t) +cy(t) =

On note ) son polynoéme caractérisque.

d(t)

Sitrd(t) est

t si...
de la forme... oLl

chercher une solution
de la forme...

t+— A, A € K constante

t — u, i € K constante

t = Po(t) e,

P, polynéme de degré n a non racine de @

t— Rpy(t) et
R, polynoéme de degré n

t— Py(t) e,

P, polynéme de degré n a racine simple de )

t— Ry(t)te?,
R, polyndéme de degré n

t — Po(t) et

P, polynome de degré n « racine double de )

t = R, (t)t2 e,
R, polynoéme de degré n
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Exercice 6 On obtient :

Résoudre 1'équation différentielle (E) définie sur R par : h solution de (E)

y' —4y +3y = (2t +1)e!

—  VteR, (—4at+2a—2b)e' = (2t +1)c
« On commence par résoudre 1'équation homogéne (H) associée a (E). —4a = 2
C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 homogeéne & coefficients 2 — 2 = 1
constants. Son polynéome caractéristique est Q(X) = X? —4X +3 =
(X —1) (X —3). Comme @ admet exactement 2 racines (1 et 3), ’ensemble { 2a =1
des solutions de (H) est : 20 — 20 =1
{t — A1 et—i-)\g e?,t ‘ ()\1,)\2) S RQ} th LZ;LI 2a = -1
- 2b = 2
« On cherche ensuite une solution particuliére de (E). 1
Comme le second membre de (E) est t + (2t + 1)e? et que 1 est racine a = —3
simple de @, on cherche une solution de (E) sous la forme t — (at+0b)tel. b — 1

Soit (a,b) € R%. On note alors h : t — (at? + bt) e’

. . 2 ) . 1
La fonction h est bien de classe €~ sur R et, pour tout t € R : Ainsi B - £ s <_2 2 t> ¢! est une solution particuliere de ().

/ _ ¢ 2 t o 2 t
W(t) = (20t +b)e' +(at’ +bt)e" = (at*+ (2 + D)t +b)e On en déduit que I’ensemble des solutions de (E) est :
R'(t) = (2at+2a+b)e' + (at* + (2a + b)t + b) €' .
= (at® + (da + b)t + 2a + 2b) ¢ {t = Ae + e — (2 t2 +t> el | (A, A\2) € R?}
Ainsi : =

W'(t) — 4B (t) + 3 h(t)
= (at® + (4a + b)t + 2a + 2b) €'
— 4(at*+ (2a+b)t+b)e + 3(at®+bt)et

= (—4at—|—2a—2b)et
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II1.3. Probléme de Cauchy Théoréme 9.

Théoréme 8. (Probléme de Cauchy d’ordre 2) Soit I un intervalle de R non vide et non réduit a un point.
On note (H) léquation différentielle linéaire homogéne d’ordre 2 a coeffi-

Soit (E) une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants . _
cients constants sur 1 définie par :

définie sur un intervalle I non vide et non réduit & un point :

On note Sy l’ensemble de ses solutions :

- - 2
Soit (fo, 0, To) € I K. « si_Uéquation_caractéristique associce admet ezactement 2 solutions r_ct

1l existe une unique solution au probléme de Cauchy : ro :

ay"(t) +by'(t) +cyt) = d(t)
y(to) = o

Sy = {t’—>)\1 6r1t+)\2 g2t | ()\1,)\2) EKQ} = Vect (fl,fg)

y’(to) = ol fl:t,_>e7"1t et fg:tl—> et
x i l'équation caractéristique associce admet une unique solution ro :

Exercice 7

Trouver 1'unique solution de 1'équation (E) y” — 4y’ + 3y = (2t + 1) sh(t) Suo= {tes M@t 4 2t 0 | (A, M) € K2} = Vet (f1, f2)
telle que y(0) =1 et 3/(0) = 1. 7 i

t_ ot
d—e . :
On rappelle que la fonction sh est définie par sh : t — — o fr it €0 et fo:t s teol

x st l’équation caractéristique associée admet exactement 2 solutions complezes

Sg = {tr> A e cos(Bt) + Aa e sin(Bt) | (A1, \2) € RQ} = Vect (f1, f2)

ot f1 1t et cos(Bt) et fo:trs et sin(Bt).
Alors Uapplication ® suivante est un isomorphisme.
b SH — K2
g = (900),40))

En particulier, on a toujours :| dim (SH) =2
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Démonstration.

o La fonction ® est linéaire par linéarité de la dérivation et linéarité de

I’évaluation en 0.

o Montrons que ® est surjective.
Soit (:L'o,:%()) € R.

Alors il existe une fonction g solution du probléme de Cauchy d’ordre 2

suivant :

Ve T, ag'(t) +bg'(t) +cg(t) = 0
9(0) = xo
g'(0) = o

Ainsi il existe g € Sy tel que : (g(0), ¢'(0)) = (o, Zo)-
Autrement dit, il existe g € Sy tel que : ®(g) = (xo, To).
On en déduit que @ est surjective.

e On sait :

X

X

X

d’abord que ® est linéaire,

ensuite : dim(Sy) = 2 = dim(R?). En effet, la famille (f) est :
- libre car constituée de 2 vecteurs non colinéaires,

- génératrice de Sp.

C’est donc une base de Sy et : dim(Sy) = Card ((f1, f2)) = 2.

enfin que ® est surjective.

On en déduit que @ est bijective.
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