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CH VI : Espaces préhilbertiens réels

Avant-propos

« En spécialité mathématiques (classe de premiére), un chapitre est dédié a
la géométrie plane. On définit dans celui-ci la notion de produit scalaire
dans R? (a l'aide de la projection orthogonale et de la formule avec le
cosinus), de norme, d’orhtogonalité.

« Rappelons briévement comment on définit la notion de produit scalaire en
classe de 1¢. Soit (M, N) € R? x R2.

Notons 0 = <E\7 O‘N} ) I’angle non orienté formé par les vecteurs 5]\_>4 et

O—]>V Notons enfin (-

Par définition du produit scalaire :
<O—J\)4, OT\?>Q — |OM]| % |[ON| x cos(8)

o Dans ce chapitre :
x on généralise la notion de produit scalaire & un espace vectoriel réel
quelconque,
x on en déduit alors la notion de norme,
x on en déduit aussi celle d’orthogonalité, de projections orthogonales et
de bases orhtonormales.

), le produit scalaire associé a la base canonique de R2.

I. Produit scalaire et norme associée

I.1. Notion de produit scalaire
Définition
Soit E un espace vectoriel REEL.

o On appelle produit scalaire sur E toute application ¢ : £ x E — R telle
que @ est :
a) une forme bilinéaire
Autrement dit, 'application ¢ est a valeurs dans R et est linéaire par
rapport a chacune des variables :

Vy € B, V(A1,\2) € R? V(z1,29) EEX E (linéarité
(A1 21+ A1 m2,Y) = A1 (1, Y) + A2 p(22,9) @ gauche)
Vo € B, V(u1, u2) € R2 Y(y1,92) € EX E (linéarité
oz, w1 -y1 + 1 -y2) = p1 e(x,y1) + p2 (T, y2) a droite)
b) symétrique : | V(z,y) € E X E, p(z,y) = p(y,x)
¢) définie positive
Ve e E, p(z,z) =0 = z=0g (définie)
Ve € E, o(x,xz) >0 (positive)

e Si ¢ est un produit scalaire, alors pour tout (z,y) € E x E, le produit
scalaire de x et de y (c’est-a-dire le réel p(x,y)) est souvent noté :

attention a cette notation : ne pas la )

ou 0U z- e .
(z.y) (@]y) Ty < confondre avec la multiplication scalaire -g

Remarque
La bilinéarité de ¢ permet d’affirmer que pour tout yo € E, 'application ¢y, :
x — p(x,yo) est une forme linéaire. En particulier : ¢(0g, y0) = ¢y, (0r) = 0.




PSI

2022-2023

I.2. Produits scalaires usuels
I.2.a) Produit scalaire associé 4 une base en dimension finie

Théoréme 1.
Soit E un espace vectoriel REEL.
On suppose E de dimension finie n € N*,

On note B = (e1,...,e,) une base de E.

o L’application : ( -,- )z ExE — R

x Matgz(y)

est un produit scalaire sur E, appelé produit scalaire associé a la base AB.

(z.9) = (Maty(2))

o Ce produit scalaire est dit canonique si E est un espace vectoriel de réfé-
rence el que A est la base canonique de E.

Remarque

« Rappelons tout d’abord que Mat(x) est la matrice qui contient les coor-

données de = dans la base %. Si x a pour coordonnées (x1,...,2,) et y a
pour coordonnées (yi,...,Yy,) alors :
n
(@, 9)s = > Tk XYk
k=1

« Rappelons aussi que tout K-espace vectoriel différent de {Og} posséde une
infinité de bases. Il n’y a donc pas lieu de parler de « la base » d’un espace
vectoriel. Parmi les espaces vectoriels de référence (et seulement ceux-1al),
a savoir K", ., ,(K), K,[X], on distingue une base particuliére dite ca-
nonique. On liste ci-aprés les produits scalaires associés a ces bases.

I.2.b) Produits scalaires canoniques sur les espaces vectoriels de
référence

1. Produit scalaire canonique sur R”

n
Vo = (xlw"axn)) Vy = (yla"'uyn) € Rn) <‘T)y> = Z Tr X Yk
k=1
2. Produit scalaire canonique sur ., ,(R)
VA= (aij) 1<i<n € MnpR), VB = (bij) 1<i<n € Mnp(R)
1<j<p 1<j<p
n.p
(A,B) = > > aij xbi; = tr("AB)
i=1 j=1

3. Produit scalaire canonique sur R, [X]

VP =3 a- XFeR,[X],VQ =Y by, - XF € R,[X],
k=0 k=0

<P,Q> = Z akxbk

k=0

Remarque
) . ) . : :
« On peut s’interroger sur I'existence d’un produit scalaire canonique (-, -) sur

RN, ensemble des suites a valeurs dans R. Pour tout couple ((un), (vn)) €

RN x RN, ce produit scalaire serait défini par :
+oo

((un); (vn) ) = >0 ug X vk

k=0
Ce produit scalaire n’est pas correctement défini. En effet, il existe des
couples ((un), (vn)> pour lesquels la série Y uy, X vy, est divergente (prendre
le cas de deux suites constantes non nulles par exemple).

o En assurant la convergence de la série présente dans cette définition, on
assure la bonne définition de ce produit scalaire. Cela peut se faire en
restreignant la définition précédente a I’ensemble :

F2(N) = {(un) e RN | la série 3 (un)? converge}
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o Afin de vérifier la bonne définition, il faut :

«x tout d’abord de démontrer que £2(N) est un espace vectoriel (c’est un
sous-espace vectoriel de RY).

x ensuite démontrer que ( (uy), (v,) ) est bien défini pour tout couple
((n), (00)) € (M) x ().

Pour démontrer ce dernier point, on remarque, pour tout n € N :
2
(|un| - |Un‘) >0

Ainsi :
Jun|* = 2 Jun| X [vn] + |on]* = 0
1
On en déduit : |u,| X |v,| < 5 (|un|2 + |vn|2>.

Ainsi, par théoréme de comparaison des séries a termes positifs, la série
> up X vy est (absolument) convergente.

I.2.c) Produits scalaires non canoniques sur les espaces vectoriels
de référence

Exercice
Soit n € N*.
Soit (ag,ai,-..,a,) € R™! un n-uplet de réels deux & deux distincts.
On considére 'application (-, -) définie par :
(-, ) R,[X] x R,[X] — R
n
(P, Q) P(ax) x Q(ak)
k=0

1) Démontrer que (-, -) est un produit scalaire.

2) Démontrer que (-, -) est le produit scalaire associé a la base de Lagrange

(Lo, L1,...,Ly) de R,[X] relative aux scalaires ag, ay, ..., ay.

Exercice
1
Pour tout (P, Q) € R,[X], on note : (P, Q) = / P(t) Q(t) dt.
0

Démontrer que (-, -) est un produit scalaire.

Exercice
On note u = (1,—-1), v = (1,1) et w = (1,0).
1. Démontrer que la famille %, = (v, w) est une base de R2,
2. a) Pour tout z = (z1,72) € R? déterminer Mat g, (7).
b) En déduire 'expression de (-, ) z,.

3. Reprendre les questions précédentes avec % = (u,v).

I.2.d) Produit scalaire sur un espace vectoriel de fonctions

Théoréme 2.

Soit (a,b) € R? tel que a < b et soit I un intervalle d’extrémités a et b.
(I =1a,b] ouI ={a,b[ ou I =]a,b] ouI = ]a,b])

Notons E = L*(I,R) N €°(1,R) I’ensemble des fonctions de carré intégrable
sur I, continues sur I et a valeurs dans R.

Rappelons qu’une fonction f est dite intégrable sur un intervalle I si :
x elle est continue par morceaux sur I,

x som intégrale sur I est convergente.

Une fonction f est de carré intégrable si la fonction f? Uest.

b

1) Pour tout (f,g) € E x E, intégrale / f(t) g(t) dt est convergente.

a
On note alors (f,g) cette intégrale.

2) L’ensemble E est un R-espace vectoriel (plus précisément : c¢’est un sous-
espace vectoriel de €°(I,R)).

3) L’application (-, -) ainsi définie est un produit scalaire sur E.
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Démonstration.

1)

2)

3)

Soit (f,g) € E x E. Remarquons : (|f] — |g|)2 > 0. Ainsi :
2 =2 11 x |9l +1g* > 0

1
On en déduit : |f| x |g| < 3 (\f\Q + \gl2>.

Ainsi, par théoréme de comparaison des intégrales généralisées de fonc-
b

tions continues positives, 'intégrale / f(t) x g(t) dt est (absolument)
convergente. ¢
« BEC¢°(I,R)
x B # @ car chO(LR) € F.
En effet, la fonction nulle est de carré intégrable sur 1.
x Démontrons que F est stable par combinaison linéaire

Soit (A, i) € R? et soit (f,g) € E2. Démontrons : A - f +p-g € E.
La fonction A - f + p - g est :

— continue sur I en tant que combinaison linéaire de fonctions conti-
nues sur 1.

— de carré intégrable sur I. En effet, la fonction ()\ f+u- 9)2 vérifie :

N ftnu-g)® =222 u fg+u-g°
Elle s’écrit donc comme une combinaison linéaire de fonctions inté-
grables sur I (f2, fg et g?).
L’application (-, -) est :
a) bilinéaire,
b) symétrique,
c) définie positive. En effet, pour tout f € E :

/f2 ydt > 0

« si (f, f) = 0 alors, comme f? est continue sur I alors f? = 0 et ainsi

f=0. 0

I.2.e) Les applications bilinéaires symeétriques ne sont pas toutes
des produits scalaires

Exercice
Soit 2 un ensemble fini.
On note V; 'ensemble des variables aléatoires réelles discrétes sur 2.

On note enfin ¢ 'application définie par :

o Vg x Vg = R
(X ., Y) = EXY)

L’application ¢ suivante est-elle un produit scalaire ?
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I.3. Notion d’espace préhilbertien / espace euclidien
Définition
Soit E un ensemble.
« Un espace euclidien est la donnée d'un couple (E, (-, ) ) si :
x E un espace vectoriel REEL.
x FE est de dimension finie.

x (-, -) est un produit scalaire.

Remarque

o Dans le programme officiel, on trouve le terme d’espace préhilbertien.
Un espace préhilbertien est la donnée d’un couple (E y () ) si:

x F un R-espace vectoriel ou un C-espace vectoriel.
x FE n’est pas forcément de dimension finie.
x (-, +) est un produit scalaire.

De maniére générale, les espaces préhilbertiens ne sont pas des espaces
euclidiens. Les espaces euclidiens sont des espaces préhilbertiens particu-
lier. Plus précisément, les espaces euclidiens sont exactement les espaces
préhilbertiens réels de dimension finie.

e Si E est un espace vectoriel de dimension finie de base notée %, on a vu
dans le Théoréme 1 que l'on peut munir £ du produit scalaire (-, - ) g défini
par :

Y(z,y) € E? (z,y)p = t(Mat.%($)> x Matz(y)

Ainsi, tout espace vectoriel REEL de dimension finie peut donc étre muni,
via le choix d’une base, d’une structure d’espace euclidien.

I.4. Norme associée a un produit scalaire
Définition
Soit (E, (-,-) ) un espace préhilbertien REEL.
« On appelle norme (euclidienne) associée a un produit scalaire (-, -) sur
E Tapplication || - || définie par :
-1 E = Ry

xr — (x,x)

En particulier : | Vz € E, ||z]? = (z,2)




PSI

2022-2023

I.5. Propriétés des produits scalaires et des normes eucli-

diennes

I.5.a) Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoréme 3.

Soit (E, (-, )) un espace préhilbertien REEL.

On note || - || la norme euclidienne sur E.

(inégalité de

Ve e B [wwl < el ol e Getiwars)

Ce qu’on peut aussi écrire :

v (z,

y) € B (z,y) x (z,y) < (z,2) X (y,y)

o On peut de plus caractériser le cas d’égalité.

V(z,y) € E?,

Remarque

(z,9)| = lz| Iyl < =« ety sont colinéaires

daeeR, z=a-y

< 0U d6eR, y=p0-=z

o Il est important de savoir repérer 'utilisation de l'inégalité de Cauchy-
Schwarz. C’est parfois relativement évident : on demande de démontrer
une égalité et le méme motif apparait une fois d’un coté et deux fois de

lautre.
Vn € N*, V(zq,...
Vi e ép([asb],

(Bemn) < (
R

R), Vg € €0 ([a,b],R),

,Tn) € R™ Y(y,...,yn) € R,

)< ()

I

([ soana) < ([ sora)« ([ a0

« L’utilisation de I'inégalité de Cauchy-Schwarz peut paraitre parfois un peu
moins évident.

n 2 n
Vn € N*, V(azl,...,xn)GR",<Z :CZ> <n (Z x?)
i=1 i=1
(on choisit (y1,...,yn) = (1,...,1) dans linégalité du point précédent)
Remarque

« Revenons au cas du produit scalaire usuel de R?. Soit (M, N) € R? x R2.
o W , C . Y
Notons 0 = (OM , O ) I’angle non orienté formé par les vecteurs OM et

ON.

Notons enfin (-,-) 5, le produit scalaire associé a la base canonique de R2.

N

)

Par définition du produit scalaire :
<o—1\>4,(ﬁ?>% — ||OM | x |[ON]| x cos(6)
On en déduit alors :

’<O_J\J,OT\?>@ — ||OM]| x ||[ON] x | cos(0) |

< |OM] x |[ON]| (car cos(6) € [~1,1])
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Démonstration.
« Soit (z,y) € E2. Deux cas se présentent.

x St [lz] = 0 ou [y =0

Supposons par exemple ||z|| = 0 (si ce n’est pas le cas, |ly|]| = 0 et ce cas
se traite de maniére similaire). Alors (z,z) = 0 et donc z = 0.
On a alors :
@y | = 10s9)] =0 <0 = [0g]lyl =l lyl
x Sinon (cest-a-dire si |[z]| # 0 et [ly|| # 0)
2
Tout d’abord : 2z _ Y >0.0r:
lzll llyl
2
r Y
-yl

z Y £ Y

\
- (TR0 1w
G 1e1) = )~ ) i )

_  zy) v (Yy)
el " el ol ~ Toll el T Tl
s [z
= T
(z,y)

On en déduit : 2 > 2 et ainsi : 2 (z,y) < 2 ||z| |ly||-

]| [yl
Ainsi : V(z,y) € E%, (z,y) < |[lz] |y

En appliquant cette inégalité au couple (x, —y), on obtient :
(z,—y) < Nzl [ =yl = l=l [lyll

On en déduit : —(z,y) < [zl [ly[l et ainsi : —[lz]| [ly]| < (z,9).

« Traitons maintenant le cas d’égalité. Soit (x,y) € E2.

(<) Supposons que x et y sont colinéaires.
Plus précisément, supposons qu’il existe o € R tel que z = a -y (si
ce n'est pas le cas, alors il existe § € R tel que y = 8- x et ce cas se
traite de maniére similaire). Dans ce cas :

lylI* = lla-z| = (a-z,a-2) = o® (z,2) = o ||z|?
Et ainsi : ||y || = |a| ||z|. Finalement :
[(zy)| = [(za-2)]
= |a(z,z)|
= |a| [lz|?

= fal ] <[]

= lyll > |z
(=) Supposons | (z,y)| = ||z] |ly|]|. Deux cas se présentent.
x St [z = 0ou Jly]| =0
Supposons par exemple ||z|| = 0 (le cas ||y|| = 0 se traite de maniére

similaire). Alors y =0 - z.
x Sinon (cest-a-dire si ||z # 0 et Jlyl| #0)

Deux nouveaux cas se présentent.

— Si (x,y) > 0. Remarquons :

{z.y)| = lzlllvl < (z.y) = lzllyl
T Y 2
<:> —_— e — =
‘ Izl [yl
z Y
= L —0p
Izl lyll
[}
[yl
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— Si(«x,y) < 0. Remarquons :
[(zy) | = lzlllyll < —(zy) = [yl
x y |2
- Il
[zl llyll
x
=l " Tlyll
o ool
Iyl .
Remarque
o Dans la démonstration, on fait apparaitre les quantités ﬁ et ﬁ
€z Yy

Ces deux vecteurs sont de normes 1. En effet :

] =1
H [l H [l ||

On retiendra que pour travailler avec des vecteurs de norme 1, il suffit de
multiplier le vecteur par l'inverse de sa norme (si celle-ci est non nulle).

Faire apparaitre cette quantité dans la démonstration nous obhge a vérifier
x # Op et ainsi & raisonner par disjonction de cas. On aurait pu 'éviter
en calculant plutot : || ||y|| -z — [|z|| -y ||* (le reste de la démonstration est
similaire).

e On a mis l'accent dans le point précédent sur la quantité —

o Il est important de savoir développer les normes carrées de combinaisons
linéaires de vecteurs. On liste ci-aprés des identités remarquables qu’il faut
connaitre (ou savoir retrouver immédiatement).

Une autre démonstration usuelle
1) « Soit (z,y) € E?. Considérons la fonction f : ¢+ ||t -2 +y|>.
e Pour toutt € R :

f) = lt-z+y|?
= (t-z+yt-z+y)
= (t-at-z) + (t-zy) + (yy)
+ (y,t-x)
= 2 zl* + 2t (z,y) + [yl?

= |l2l® # +2(2,y) t + |yl

Ainsi, la fonction f est polynomiale de degré 2.
On note P le polynome de degré 2 associé.

e Or, pour tout t eR: f(t) = |t-z+y|*>>0
Cette fonction polynomiale étant de signe constant, on en déduit que
le discriminant de P est de signe négatif. Or :

2
4 ((z,y))” =4 ||z 1yl
Et enfin: A<0 & 4 ((2,9)) < 4 ||z]?[ly|?
2) Déterminons maintenant sous quelle condition a lieu I’égalité de I’énoncé.
2
((@,9))" = ll=[* y]1?
A=0

A= (2(z )’ — 4z yl* =

Le polynéme P admet une unique racine A € R
FINeR, P(A\) =0

JNER, [ A-z+y|2=0

JINeER, A-z+y=0g

O

x et y sont colinéaires
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I.5.b) Identités remarquables
Théoréme 4.
Soit (E, (-, )) un espace préhilbertien REEL.

On note || - || la norme euclidienne sur E.

(identité

1| ey e B eyl = el +2 @+l | G

On en déduit :| Y(z,y) € B2, |z —y|* = [z|® =2 (z,9) + y|

identité du
2. | V(z,y) € E? |lo+yl*+ e —yl* = 2[z|* + 2 |y|? (

V(oy) € B (@) = 5 (lo+yl? i — yll?)

(identités de
polarisation)

== N

(e + 912 = llz = y1?)

Démonstration.
1. Soit (x,y) € E2.
lz +yl> = (z+y.z+y)
= (z,2) + (z,9) + (v, 2) + (y,)
= lzl* +2 (z.y) +[lyl? (par symétrie)

En appliquant I’égalité précédente au couple (x, —y), on obtient :
lz+yl* = lle)?+2 (z,—y) + | = ylI> = z]* =2 (z,9) + (=1)* |}yl

2. On obtient le résultat en sommant les deux égalités précédentes.
3. « La premiére ligne n’est qu'une réécriture de I'identité remarquable 1.
o On obtient le résultat en faisant la différence des deux égalités du 1.
O

parallélogramme) , .

Généralisation de la formule de Pythagore

eyl = 2l +2 (@) + gl doit etre vue
comme une généralisation de la formule de Pythagore. Plus précisément,
si les vecteurs x et y sont orhtogonaux (c’est-a-dire si (z,y) = 0) alors :
lz+yl? = llzl? + [yl \
Ce type de résultat a été vu lors de l'enseignement de spécialité en 1°'¢.
Considérons le triangle OM N ci-dessous.

7N

L’identité remarquable

On note H le projeté orthogonal de N sur (OM). On a alors :
OH? = OM?+2x MH x OM + M H?
En ajoutant HN? de part et d’autre, on obtient :
(OH? + HN?) = OM?+2 x MH x OM + (MH? + HN?)
On en déduit, par le théoréme de Pythagore :

ON?2 = OM? + 2 x OM x MH + MN?
— OM? + 2><<O—]\>/[,Mﬁ> MN?
= OM? + 2xOM x MN xcos(mr —a) + MN?

UN? (formule

_ 2 _
= oM d’Al-Kashi)

2x OM x MN x cos(a) +

9
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Remarque

e On appelle norme euclidienne toute norme issue d’un produit scalaire.
Les identités listées permettent de faire le lien entre norme euclidienne et
produit scalaire. L’identité de polarisation permet notamment de définir le
produit scalaire & I'aide de la norme associée a ce produit scalaire.

o Il faut comprendre que la notion de norme existe indépendamment de la
notion de produit scalaire. Ce point sera détaillé dans le chapitre « Espaces
vectoriels normés ». Une norme sur un K-espace vectoriel £ est une ap-
plication £ — R qui vérifie les propriétés de homogénéité / séparation /
inégalité triangulaire (voir plus loin).

o L’identité du parallélogramme n’est vérifiée que par les normes euclidiennes.
C’est méme une maniére de démontrer qu'une norme est (ou n'est pas!)
euclidienne.

I.5.c) Propriétés caractéristiques des normes

Théoréme 5.
Soit (E, () ) un espace préhilbertien REEL.

On note || - || la norme euclidienne sur E.

1| VAER, VaeE Azl = | | ghzg’i‘;%’f)
e | VaeB =0 = z=0g e
5. | Ve e ety < lal+ Iyl )

On peut de plus caractériser le cas d’égalité.

— xr = OE
V(z,y) € E, | |lz+vyl = x|+ |yl < 0 Sa R y—a-s
4 V(z,y) € B2 |zl = llyll | < llo+yl (inégalité
| ’ triangulaire)

5. Les propriétés d’inégalité triangulaire peuvent étre résumées comme suit :

V(z,y) € E?,

lzll =Nyl | < lle =yl < llzll + Iyl

Démonstration.

1. Soit A € R et soit © € F.

IA-z]? = (ad-z) = A2 (a,a) = A2 Jaf?
Ainsi: [[A-z]| = VA2 = VA2 /TP = A [l

2. Soit x € E. Supposons ||z||| = 0. Alors : [|z[||*> = 0.
Autrement dit : (z,z) = 0. On en conclut z =
définition des produits scalaires.

O par propriété de

3. Soit (z,y) € E x E. On raisonne par équivalence :
lz+yll < [lz]+]yl
2
& le+yl? < (lel+1yl)

& Jet?+2(y) +lf? < et 202l 1y |+

< (zy < llz] lyl

La derniére propriété est vérifiée (d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz).
Il en est donc de méme de la premiére.

Etudions maintenant le cas d’égalité. On l'obtient une nouvelle fois par
la démonstration faite lors de I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

lz+yll = [lzl+yll
< (z,y) = lz| lyl
cf démonstration de linégalité
&yl =zl -y (cf s

de Cauchy-Schwarz)

10
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4. Soit (z,y) € E x E. On raisonne par équivalence :

[zl =Nyl | < lle+yll
2
< (el =1Tyll)™ < llz+yl?

e Jat? =20z Iyl + lrt? < A +2(z,9) + ot

& —lzllyll < (zv)

Remarque

o On a démontré :
V(a,y) € B2 | el =yl | < lz+yl < llaf + [yl
En appliquant cette formule au couple (z, —y), on obtient :
V(a,y) € B | el =yl | < lz—yl < llal + [yl
o Au passage, on peut démontrer :

lz =yl = lzl+lyl

e e+l = lell+1 -yl (corl =yl =1yl

< yll-=z = [lz] - (=y)

Exercice
Soit F un espace vectoriel REEL.
Soit (-, -) un produit scalaire sur E.
1. a) Démontrer : ¥(z,y) € E2, |lz] + [ly| < llz+yll + = —yl.
(on pourra écrire : x = (x+y)+ 3 (x —y))
b) En déduire : ¥(2,y) € E2, [lz] +[ly| < 2max ([lz+yll [l= — ).

2. @) Démontrer : ¥(z,y) € E%, (|l + lly|)* < llz + yl* + |z — >
b) En déduire : V(z,y) € B2, ||z]| + Iyl < v2 max (= +yl, [z —yl).

11
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I1. Orthogonalité x Si on considére le produit scalaire associé & la base canonique 4. =
((1,0), (0, 1)) de R2, on retrouve la définition d’orthogonalité vu au

lycée : deux vecteurs sont orthogonaux s’ils définissent un angle (non
I1.1.a) Définition orienté) de 90°.

I1.1. Familles orthogonales, familles orthonormales

(a,b) Lg. (c,d) & ac+bd=0
En particulier, (1,0) et (0, 1) sont orthogonaux pour ce produit scalaire.
x Si on considére maintenant la base 8 = ((1,1), (0,1)) de R?, alors tout
On note || - || la norme euclidienne sur E. vecteur u = (ug,uz) € R? s’écrit sous la forme :
: 2
Soit (z,y) € E°. w=uy-(1,1) + (ug —uy) - (0,1)
« On dit que les vecteurs z et y sont orthogonaux (relativement au produit
scalaire (-, -)) si (z,y) = 0. On utilise la notation = L y pour signifier que

Deéfinition

Soit (E, (-,-) ) un espace préhilbertien REEL.

Ainsi, pour tout (u,v) € E? :

les vecteurs x et y sont orthogonaux. (u,v) = t(Mat%‘(U)) x Matg(v)
o On dit qu'une famille F de vecteurs de E est orthogonale si les éléments = (w u—w) X ( vy )
de F sont deux a deux orthogonaux. v2 — 01
e On dit qu'une famille 7 = (u;);c; de vecteurs de E est orthonormale = wuy v1 + (ug —u1) (v2 — 1)
(ou orthonormée) si : ULy + U Vg — Un VL — UL Vg UL VL
« la famille F est orthogonale : | V(i,j) € I?, (z #7 = (ujuy) = O) = 2wupv —up vy —ug vy + Uz v2
Ainsi : (u1,u2) Lg (vi,v2) & 2ujv] +ugvy = uj vy + ugvy.
« tous les éléments de F sont de norme 1 :| Vi € I, (e;, e;) = [|es]|2 = 1 En particulier, (1, 1) et (0, 1) sont orthogonaux pour ce produit scalaire.

« La notion d’orthogonalité (du grec orthos = droit, gonia = angle) dans un
espace euclidien généralise celle de la géométrie plane. L’idée est de faire de
| sii—j la géométrie dans les espaces euclidiens et notamment de définir la notion
La famille (u;);es est - L= ) i
a famille (u;);er es o V(i j) €I, (e e = i) = { d’angle (droit).

On peut résumer ces propriétés comme suit :

orthonormale

)
Osii#j
62
I1.1.b) Geénéralisation de la notion d’angle droit b1
« La notion d’orthogonalité est liée au produit scalaire d’étude. Ainsi, deux

vecteurs peuvent étre orthognaux pour un produit scalaire mais ne pas Un angle droit dans Pespace Un angle droit dans Pespace
A ) : s 4 _ 2
I’étre pour un autre. On peut s’en convaincre en considérant £ = R~. euclidien (RQ, <.’ >% ) euclidien <R2, <‘7 >g)

12
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II.1.c) Généralisation de la notion d’angle II.1.d) Des exemples de familles orthogonales

e On peut s’inspirer de la géométrie plane pour définir la notion d’angle Théoréme 6.

généralisé (angle dans un espace euclidien). Soit E un espace vectoriel REEL de dimension finie n € N*.

Soit B = (uq,...,up) une base de E.
N Alors la famille B est orthogonale (et méme orhonormale) pour le produit
scalaire (-,-) .
0 Démonstration.
0 \ Remarquons d’abord que pour tout i € [1,n] :
M
Par définition du produit scalaire : Soit (i, §) € [1,n] x [1,n]. Remarquons :
— —
(oM, (ﬁ?>@ — |OM]|| x [|ON]| x cos(8) 0
s e
<OM’ O_]\;>,3 <0M’ O‘ﬁ>z (1) 0 sii#j
Ainsi : cos(f) = Ze et :0 = arccos Ze . (wi,uj)z = (0 010 0) x S -
72 ]‘gg 0 i,
|OM] % [ON] |OM] < |[ON] 1 sii=j
Dans un espace euclidien (F, (-, -)), on peut alors définir I’angle non orienté
6, (valeur comprise dans [0, 7]) entre deux vecteurs non nuls z et y de £ :
par : 0
0., = arccos ( {z,y) Cela démontre que la famille # est orthonormale. O
’ ]| flyl
- Exemple
En particulier : 0, = b) & (z,y) =0« zly 1. Les bases orthonormales de R? relativement au produit scalaire canonique
Avec cette définition, les angles 01 et 65 du schéma précédent sont bien des de R? sont les familles (uq, Uaig) oll uy = (cos(a),sin(a)), pour a € R.
angles de valeur 7. 2. Les matrices symétriques sont orthogonales aux matrices antisymétriques

relativement au produit scalaire canonique sur ., (R).

3. La famille (1,X) est orthonormale relativement au produit scalaire ca-
nonique sur R[X]. En revanche, elle n’est pas orthonormale (et donc pas
orthogonale non plus) vis-a-vis du produit scalaire défini par :

1
WR@GMMxRWL@Q>=A P(t) Q) dt

13
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I1.2. Intérét des familles orthogonales I1.2.b) Théoréme de Pythagore
I1.2.a) Les familles orthogonales sont libres Théoréme 8.
Théoréme 7. Soit (E, (-, >) un espace préhilbertien REEL.

On note || - || la norme euclidienne sur E.

Soit (E, (-, )) un espace préhilbertien REEL.
Soit p € N* et soit (uy,...,up) € EP une famille.

On note || - || la norme euclidienne sur E.
: - P 2 P
Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est libre. S g, = 3 < wi, U > +2 % < iy U >
. . _ 1 k=1 i=1 1<i<j<p
Evidemment, toute famille orthonormale de vecteurs de E est libre. ) p )
Démonstration. - z; s+ K§<p< Uir U >
Soit p € N* et soit F = (uy,...,up) € EP une famille orthogonale de vecteurs
non nuls de F. Démontrons que la famille F est libre. La famille (uy wp) p 2 P
P 2) TP o ug = ug|?
Soit (A1,...,Ap) € RP. On suppose : > A\p-up = O0p (x). est orthogonale kz::1 kzzjl e
k=1
Pour tout ¢ € [1,p] : Démonstration.
» » P 2 P P
< Uiy Y Ak - Ug > = > A (ui,ug) (par bilinéarité) 1. > Uk = < 2 U 2 U >
= P k=1 i=1  j=1
. P P
= i (ui, uq) (car sii #k, (ui,ur) =0) = > > (uiyuy ) (par bilinéarité)
) i=1 j=1
= A flull
p = < 'U,i,u] >
On en déduit, d’aprés (%) : A\ |lug|? = < Uiy > Ak Uk > = (u;,0g) = 0. 1<i,5<p
k=1
Comme u; # 0g (par hypotheése), alors ||u;|| # 0. = (ui,uj ) + > (upuy )
On en déduit alors : A\; = 0. LIS PSSP
On a démontré : Vi € [1,p], \; =0, et ainsi la famille F est libre. 0 2 < o > 2 ¥ < A >
- (2 (2 (2
i=1 ’ 1<i<j<p Y
Remarque 2. Si la famille (uq,...,up) est orthogonale alors pour tout (i, ) € [1,p] :
o Notons qu’une famille orthogonale peut contenir le vecteur nul. En parti- L. _ 0
culier la famille (Og,...,0g) est orthogonale. i = < Uis U > o
« Au contraire, une famille qui contient le vecteur nul n’est jamais libre. Il Ainsi : S < Wi, s > = Oet: | zp: we || 2 = Zp: 2.
faut donc faire particuliérement attention en citant ce résultat. 1<i,7<p ! k=1 i=1 O

i# ]
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I1.3. Intérét des familles orthonormales en dimension FINIE

I1.3.a) Expression des coordonnées et du produit scalaire en base
orthonormale

Théoréme 9.
Soit (E, (-, )) un espace euclidien de dimension n € N*,
Notons 2 = (e1,...,en) € E™ une base de E.

B = (e1,...,en) est une base

n
orhtonormale & Vzekl r= k§1 (m,er) - ex

Autrement dit, la base % est orthonormale si et seulement si tout vecteur
x € E a pour coordonnées ((:z, er)y ..., (x, en>) € R™ dans la base A.

B = (e1,...,e,) est une base
orhtonormale

Ainsi, dans le cas ot :
x B est une base orthonormale,
x & € E a pour coordonnées (x1,...,x,) € R" dans A,

x y € E a pour coordonnées (yi,...,yn) € R" dans B,

alors :

(@) = - a1 %3 = (Mato(a)) x Matip(y) = (2.5

2
Z;

-

En particulier :| ||z| = (z,z) =

=1

Démonstration.

1. On procéde par double implication.

(=) Supposons que # est une base orthonormale.

Soit x € E. Notons (x1,...,z,) € R" les coordonnées de = dans 2.

<£L‘,€i> =

< > xg - ex, ei> (par définition de x)

k=1

n

= >z X (e, €;)

(par linéarité
a gauche)

k=1
n n
= > xpx{epe)+ D, wy s €3)
k=1 k=1
k =
= I; X <6i7€i>

Les derniéres égalités proviennent du fait que % est une base orthonor-

male.
n
Supposons que pour tout z € E : x = Y. (x,eg) - €.
k=1
Soit i € [1,n]. En appliquant cette égalité a e;, il vient :

n

> f{eisex) e

k=1

e; =
On en déduit :

i—1 n
Yo (e, ep) e+ (1—(e,e))-ei+ > (e, er)-ep=0g
=1 =it 1

Par liberté de la famille £ (on suppose initialement que c’est une base),
on en conclut que tous les coefficients de cette relation de dépendance
linéaire sont nuls :

Vk € [1,n], (z #k = (e,er) = O) et (eje) =1

Ceci étant vrai pour tout 4, la base % est bien orthonormée.
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2. On procéde de nouveau par double implication. Remarque
(=) Supposons que £ est orthonormale. « Ce théoréme peut étre vu comme une bonne ou une mauvaise nouvelle :
Soit (x,y) € E%. Notons (x1,...,2,) € R" les coordonnées de = dans x on peut étre un peu dégu qu’il n’y ait que si peu de produits scalaires.
B et (Y1,...,yn) € R™ les coordonnées de y dans A. Dans un espace vectoriel de dimension finie qui posséde une base ortho-
normée A, tout produit scalaire vérifie :
n n (par définition ¢
(r,y) = Ti- € ) Uit e de = et y) V(z,y) € EXE, (z,y) ="X XY
i=1 =1
‘ ! o X = Matg(z) et Y = Matg(y).
o n (par linéarité Cela signifie qu'un produit scalaire quelconque d'un espace euclidien
- 21 Li |\ € 231 Yi-€j a gauche) peut toujours s’écrire, en présence d’'une base orthonormale, comme le
1= =
! produit scalaire de R? étudié au lycée (celui qui consiste a sommer le
B i A i ( > (par linéarité produit terme a terme des coefficients).
5 i = Yi \€ir€j a droite) x la relative simplicité de I'objet étudié est rassurante.

o Cette remarque est similaire & celle faite sur les applications linéaires. En
dimensions finies (de I'espace de départ E comme celui d’arrivée F'), toute
application linéaire f : E — F est assimilable & sa matrice représentative
relativement a des bases B et Zp choisies en amont. A isomorphisme de

B i N A (car B est représentation prés, une application linéaire ce n’est rien d’autre qu’une

- AT Yi orthonormée) application X — AX.

o Le fait que le produit scalaire posséde une expression simple ne signifie
= t<Mat%($)> x Matz(y) pas pour autant qu’il est simple d’obtenir cette expression. Cela exige de
= (@Y, trouver une base orthonormée (on verra par la suite comment ’obtenir) et

9 G

de déterminer les coordonnées de tout vecteur dans cette base.
(<) Supposons que pour tout (z,y) € E x E, (z,y) = (2,V) 4 Exemple

Soit (i,7) € [1,n]?. En appliquant cette égalité au couple (ei€5), i1 Notons E — R, [X]. Soient P = ag+ a1 X € E et Q = by + b1 X € E. Alors :

vient : 0 siiti 1 2bo+b1
2a9+a a 2

) e [ Pmow e = (5 ) ( bl)

1 sii—j 0 2v3

B

En effet :
x« A = (1,2/3X —/3) est une base orthonormale pour ce produit scalaire.

2ap+a; 2bo+by
X Matg(P) = ( (121 > et Mat,%(Q) = ( :1 )
23 23

(cf Théoréme 6)

Cela démontre que la base £ est orthonormale.
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I1.3.b) Caractérisation matricielle des bases orthonormales

Théoréme 10.
Soit (E, (-, )) un espace euclidien de dimension n € N*,
Notons % = (e, ..
Notons B = (€),...,¢€},) une base de E.
Notons enfin P = Py g .

., €n) une base orthonormale de E.

AB' est une base orhtonormale < 'PP =1,

(o o)

Démonstration.

« Tout d’abord, d’aprés le Théoréme 9 qui donne les coordonnées d’un vec-
teur en base orthonormale :

i = (ej,er) - er + ... 4+ (el,en) - en
/ _ !/ /

e = <ej,el> - e + + <ej,en> - ep

e, = (e, er) e1 + ... + (e.en) - en

On en déduit : Py g =

/
(CEN .
1<i,5<n

),

« Soit (i,4) € [1,n]?.

(‘PxP), . = i

i (tP)i,k X Py j

k=1
n
= g]ﬂﬁxﬂm
=1
n
= > (ehew) x (€),en)
k=1

_ t(Matgg (d)) X (Mat_@ (e;-) >

— / / _ / /
- (), - ()

(par le
Théoreme 9)

« On peut alors conclure :

2 est orthonormale (pour le <€, e’> s (par définition
produit scalaire (-,-) de F) A A d’orthonormalité)
0 siij
& ("PxP), . =
7 1 sii=j
& tPP=1, M

Remarque

« Supposons que & et B’ sont deux base orthonormales. Rappelons que pour
tout x € F :
Matg(z) = Pgg x Matg(x)

On en déduit que pour tout (z,y) € Ex E :

(T, y)g = t(Ma@y(m)) x Matz(y)

(par le
Théoréme 10)

On démontre ainsi que le produit scalaire relativement & une base orthonor-
male ne dépend pas de la base choisie. Ce résultat ne doit pas surprendre.
En effet, d’aprés le Théoréme 9 :

17



PSI

2022-2023

« On dit quune matrice P € .#,(R) est orthogonale si ‘PP = I,,.

Autrement dit, une matrice P est orthogonale si elle est inversible et que

son inverse est P~! = !P. On peut remarquer :

P est orthogonale < ‘P x P =1,
0 sii#j

1 sii=j

=

o
X
3

<.
I
—N—

¢
M=

(tp)i,k X Pk,j = (52'7]‘

T
I

¢
M=

Pri X Prj = bi;

B
Il
—

(en notant, pour

< <Civcj>l///n,1(]1§) =0 C
i°™¢ colonne de P)

Les colonnes de P forment une base
< orthonormale de ., 1 (R) relativement
au produit scalaire canonique sur ., 1 (R)

o Considérons E un espace euclidien de dimension n € N*.
Notons #Z = (eq, ..., e,) une base orthonormale de E.
Considérons enfin f € Z(FE). Rappelons :

Matss(f) = (Mats (f(e1)) .. Mata(f(en)) )
Or, pour tout j € [1,n], d’aprés le premier point du Théoréme 9 :
F(e) = () er) e + o+ (f(€f)en) - en
Ainsi : Matg(f) = (<f(e}),ei>)1<i7j<n = <<ei,f(e;)>>1<i’j<n.

D’autre part, si B’ est une autre base orthonormale alors :
Matg(f) = Pga x Matgy(f) x Py 2
= Pgg x Matg(f) x 'Pg a

ou encore : Matg (f) = Py g x Matg(f) X Py g .

tout i € [1,n], C; la

I1.4. Existence d’une base orthonormale
IT.4.a) Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
Théoréme 11.

Soit (E,(-,-)) un espace euclidien de dimension n € N*.
Soit B = (e1,...,e,) une base de E.

1. a) Soit (agj)) 5 une famille de réels.
1

SIS
Considérons la famille (uq,...,u,) € E™ définie par :
(1,) Uy = €1
(i) Vje2,n], uy = agj) cup ..+ ozgj_)l ‘U1 + €
= (JZI agj) . ul) +ej
i=1
On a alors :
o Vk € [1,n], Vect (u1,...,ur) = Vect (e1,...,ex).
o La famille (uq,...,u,) est une base de E.
b) Considérons la famille (v1i,...,v,) € E™ définie par :
(i) v = e
(ii) Vi€ [2,n], v; o) G
[o]1? [vj-1[?

=1 (e, ;)
_ ] Y . . .
<§ o %)

,vg) = Vect (e1,...,ex).

On a alors :
o Vk € [1,n], Vect (vq,...
o Yk € [1,n], la famille (vl, . ,vk) est orthogonale.
o La famille (v1,...,v,) est une base orthogonale de E.
2. La famille (e}, ..., e),) définie par :
: ;Y
Vi€ [1,n], €= Tos]

est une base orthonormale de FE.

“Uj-1 1€
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Démonstration.

1.

a) Par récurrence sur k.

b) Le premier point est obtenu par celui de la propriété a).
Le deuxiéme est obtenu par récurrence sur k.

2. Ce résultat est direct. La famille (vq,...,v,) est une base orthogonale.
On la normalise en divisant chaque vecteur par sa norme. ]
Remarque

Le point 1.a) signifie simplement qu’a partir d’'une base % de E, on peut
créer une nouvelle base en ajoutant & chaque vecteur une combinaison
linéaire des vecteurs précédents de la base.

Le point 2.a) signifie qu’en choisissant habilement les coefficients des com-
binaisons linéaires, on peut s’assurer que chaque nouveau vecteur créé est
orthogonal au précédent.

Pour bien comprendre ce dernier point, représentons graphiquement la 3¢
étape. On souhaite créer un vecteur vs qui :

x est orthogonal & vy,
x est orthogonal & v,

x est obtenu en ajoutant a e une combinaison linéaire de v; et vo.

Vect (v1, v2)

Pour ce faire, on considére le projeté orthogonal de es sur Vect (v1, v2). Les
coefficients de la combinaison linéaire ne sont autre que les composantes
suivant v; et va de ce projeté orthogonal.

e On déduit de ce théoréme la propriété suivante :

Tout espace euclidien E # {0g} posséde
au moins une base orthonormale.

Remarque

Par construction, la matrice de passage entre une base de E et son orthonor-
malisée par ce procédé est triangulaire supérieure & coefficients diagonaux
strictement positifs.

Exercice
Orthonormaliser la base canonique de Ro[X] relativement :

1. au produit scalaire de Lagrange associé aux réels —1, 0 et 1.

2. au produit scalaire intégral sur [0, 1].

I1.4.b) Théoréme de la base orthonormée incompléte

Théoréme 12.

Soit E un espace euclidien.
Soit m € N* et soit F = (ui,...,upy) € E™ une famille de vecteurs de E.

La famille F = (uq, ...

est orthogonale

La famille F peut étre complétée
en une base orthonormale de E

) Um)

Démonstration.

o La famille F est orthogonale. C’est donc une famille libre de E.

D’aprés le théoréme de la base incompléte, on peut compléter F en une
base 4 de E. La base £ est de cardinal fini puisque E est de dimension finie
en tant qu’espace euclidien. En appliquant I'algorithme de Gram-Schmidt
a 2, on obtient une base %’ orthonormale de F. O
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I1.5. Orthogonal d’une partie de F
I1.5.a) Définition et résultats immeédiats
Définition
Soit (E, (-,-) ) un espace préhilbertien REEL.
Soient F' et G deux parties de E (pas forcément des sev de E).

1. On appelle orthogonal de F, et on note F-, I'ensemble des éléments de
FE orthogonaux a tous les éléments de F' :

Fl={ecE|VyeF (ay) =0}={zcE|VyeFyz)=0}

2. On dit que F et G sont orthogonauxsi:| Vax € F,Vy € G, (z,y) =0

Evidemment, les ensembles F' et F- sont orthogonaux.

Remarque

o Il est & noter que, dans cette définition, on n’exige pas que F' soit un
sous-espace vectoriel de F.

« Par exemple, si on considére x # Og, alors on peut déterminer ’othogonal
de F' = {z} (qui n’est pas un sous-espace vectoriel de FE).

Théoréme 13.
Soit (E, (-, >) un espace préhilbertien REEL.
Soient F' et G deux parties de E (pas forcément des sev de E).

1. L’ensemble F+ est un sous-espace vectoriel de E.

F et G sont orthogonaur < F C G+
& GCFt

2.

Démonstration.
1. Démontrons que F= est un sous-espace vectoriel de E.
(i) F+ C E par définition.

(ii) F+ # @ car Op € F*.
En effet : Vy € F, (Og,y) = 0.

(i#i) Démontrons que F= est stable par combinaison linéaire.
Soit ()\1, /\2) € R2.
Soit (x1,x2) € (FL>2.
Il s’agit de démontrer : \; - 21 + Ao - 29 € F-.
Soit y € F. Alors :
(A1 21+ A2 22,9)
= A1 (z1,9) + A2 (22,9)
= 0+0

(par linéarité a gauche)

(car x1 € F+ et a9 € FL)

2. F et G sont orthogonaux < Ve e F,Vy € G, (z,y) =0
Ve e F,z e Gt

FcGt

G et F orthogonaux

Gc Ft O

Tt ¢ 0O
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I1.5.b) Propriétés générales de orthogonal d’un sous-espace vec-

toriel

Théoréme 14.

1.

Soit (E, (-,-) ) un espace préhilbertien REEL.

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.

FcG = GtcFt

Les ensembles F' et

G sont orthogonauz FnG={0g}

(ainsi, deuz ensembles orthogonauz sont toujours en somme directe)

En particulier :| FNFt={0g}

Fc (Fht

Démonstration.

. Supposons F' C G.

Soit x € G. Démontrons que x € F-. Autrement dit, démontrons :
Yy € F,(z,y) =0

Soit y € F.
Comme F' C G, alors y € G. On en déduit : (z,y) = 0.

. Supposons que F' et G sont orthogonaux. Démontrons F' N G = {0g}.

On procéde par double inclusion.

(D) Comme F et G sont des sous-espaces vectoriels de E, F' N G est aussi

un sous-espace vectoriel de . On en déduit : O € F' N G.

(C) Soitz € FNG. Alorsx € Fetaxe .

Comme F et GG sont orthogonaux, alors x € F' est orthogonal a z € G.
Ainsi :
(x,2) =0

Comme (-, -) est une application définie-positive, on en déduit : x = 0p.

3. Notons G = F+.

Comme F et G sont orthogonaux alors, par définition :

FcGl= (Fi)l 0
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I1.5.c) Propriétés de ’orthogonal d’un sous-espace vectoriel de di-

mension FINIE

Théoréme 15.
Soit (E, (-,-)) un espace préhilbertien REEL (de dimension finie ou non).
Soit F' un sous-espace vectoriel de ¥ de dimension finie.
Soit (e1,...,ep) € FP une famille génératrice de F.

1. Obtention pratique de 'orthogonal d’un sous-espace vectoriel de F

FLt={zeE|VYke[l,p], (z,e) =0}

2. a) Si(e1,...,em) € E™ est une base orthonormale de F, alors :

Vo€ B, z= <§ <m,e¢>-ei> + <x—§j1 <:I:,el->-ei>

i=1

b) L’égalité précédente démontre :| E=F & F+

(on dit alors que FL est le supplémentaire orthogonal de F et F est

1
le supplémentaire orthogonal de ( F- )

En particulier, si E est de dimension finie, on en déduit :

dim(E) = dim(F) + dim (FL)

Démonstration.

1. On procéde par double inclusion.

Notons G ={z € E | Vk € [1,p], (z,ex) = 0}.

(C) Soit & € F*. Alors, pour tout k € [1,p], (z,ex) = 0 puisque e; € F.
(D) Soit # € G. Démontrons que z € F*.

P
Soit y € G. Il existe (y1,...,yp) ERP tel que : y = > y, - €. Alors :
k=1

. Si F ={0g} alors F+ = E et on a bien : E = E @ {0g}.

Supposons maintenant F # {Og}.
Soit (eq, ..., en) une base orthonormale de F' (comme F' est de dimension
finie non nulle, une telle base existe forcément). Alors :

x F et F* sont en somme directe : F' N F+ = {0g}.

« Démontrons alors : £ = F 4+ F+,
Soit € E. On démontre, par analyse-synthése :

o= (8 o)+ (o= % o)

lizgE

. Par le théoréme précédent : F C (F+)+L,

Démontrons maintenant : (F1)+ C F.
Soit z € (F+)+. Démontrons : z € F.
Comme E = F @ F*, il existe un unique couple (y,z) € F x F tel que :

r=y+z

Ona:
x z € Ft par définition.

1
x z=x—1yc (FY)*, puisque z et y sont deux élément de (FL>

1
AinsizEFﬂ(FL) ={0g} et doncx =y € F. H
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I1.5.d) Détermination de ’orthogonal d’un sous-espace vectoriel Exemple

en pratique 1. On a toujours, comme vu dans la démonstration :

Exercice BL—{0p} et {0p}t—F
= e =
On note E = Ry[X] et (-, ) le produit scalaire canonique sur E. e g

On note F' = {P € Ry[X] | P(1) = 0}. 2. Dans #,(R) muni du produit scalaire canonique, le supplémentaire or-
1. a) Démontrer que F' est un espace vectoriel et en déterminer une base. thogonal de .7, (R) est o,(R), et réciproquement.
b) Déteminer F-. 3. Le supplémentaire orthogonal de R,[X] est le sous-espace :
c¢) Vérifier : E = F @ Ft et : F = (F+)*, "
2. a) Enremarquant : F' = {ag-Po+ai-Pi+ag- P2 € Ro[X] | ag+ai+az = 0}, {XP7Q | Q e RIX]}

trouver une démonstration plus rapide de la question 1.b).
b) Onnote : G ={ag-Py+ai-Py+az Py € Ro[X] | ap+2a; —az = 0}.
Déterminer G*-.
3. On considére maintenant £ = R[X] et FF = {P € R[X] | P(1) = 0}.
a) Démontrer que F' est un espace vectoriel.
b) Démontrer F+.
c) At-on : E=F @ FL? At-on: F # (FH)L?

constitué des multiples de XP+!, et réciproquement.

Exercice

On considére E = R? muni du produit scalaire canonique.

Soit (a,b,c) € R*\ (0,0,0). On note F le plan d’équation az + by + cz = 0.
Déterminer F-.

Exercice

Soit n € N*.

On note E = R,[X] et (-,-) le produit scalaire canonique sur E.
1. Déterminer 'orthogonal de F' = Vect (Fp).
2. Déterminer 'orthogonal de F' = Vect (FPo, P2).

3. Si E est un espace vectoriel de dimension 3 et (e, e2,e3) est une base
orthonormale de E, détrerminer 'orthogonal de F' = Vect (e, e3).

23



PSI

2022-2023

I1.6. Projections orthogonales

I1.6.a) Définition

Définition
Soit (E, (-, ) ) un espace préhilbertien REEL (de dimension finie ou non).
Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie.

« On appelle projection orthogonale sur F' la projection sur F' paralléle-
ment & Ft.

« On appelle symétrie orthogonale par rapport & F' la symétrie par rap-
port & F parallélement & F*.

Remarque

1. Comme F est de dimension finie :

E=FaFt e F=(FHt

Ainsi, la projection orthogonale sur F* (resp. la symétrie orthogonale
par rapport a F' L) est la projection sur F* parallélement a F (resp. la
symétrie par rapport & F- parallélement a F).

2. On en déduit que si p est la projection orthogonale sur F', alors :

x la projection orthogonale sur F- est ¢ = idg — p, la symétrie orthogo-
nale par rapport & F est s=p—q=2p —idg = idg — 2¢,

« la symétrie orthogonale par rapport & F- est —s.

Exercice
Soit (E () ) un espace préhilbertien REEL (de dimension finie ou non).
Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie.
Soit p la projection orthogonale sur F'.

1. Démontrer : Vz € E, ||p(x)| < ||z]|.
2. Démontrer : Vo € E, (Hp(az)” = ||J;H) & r el

Démonstration.
1. Soit x € E. Alors :
z = p(x) + (z - p(r))
avec p(z) € F et x — p(z) € F+. On en déduit, par théoréme de Pytha-
gore :

2]> = lp(2)[I* + ||« — p(=)|®
Donc [|p(z)|* < [|=]*.
2. |p@)|* = 2”& |z —p@)|*=0
& 2 =p(r)
& xEeF
]

I1.6.b) Expression d’une projection orthogonale en base orthonor-
male
Théoréme 16.
Soit (E, (-, >) un espace préhilbertien REEL (de dimension finie ou non).
Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie.
Soit (eq, ..

Soit p la projection orthogonale sur F.

.y €m) est une base orthonormale de F.

Ve e B, pla)= Y. (z,e)- e
k=1

Démonstration.
Rappelons qu’on a démontré dans le théoréme 15 : E = F & F*.
De plus, tout vecteur x € E s’écrit comme suit dans cette décomposition :

z= (fj (x,ei)-ei> + (m—zil <x7€i>'€i)

=1

NE

(x,e;)-e; € F. O
1

.
Il

24



PSI 2022-2023

Exercice Démonstration.
2
Pour tout (P, Q) € (R[X]) , on note : 1.
2. Deux maniéres de procéder.
+oo
(PQ) = / P(t)Q(t) e~ dt x Méthode 1 :
0 On exploite Porthogonalité de X2 — p(X?2) a Ry [X]

Onap(X?) =aX+be X2 —aX -becR[X]F & (X2 —aX —b|1) =
(X2—aX -bX)=0a+b=2ct2a+b=6=a=4etb=—2.
Donc p(X?) = 4X — 2, et ||p(X?)||? = (4X — 24X —2) = 16(X|X) —
16(X|1) + 4(1]1) = 20.

1. Montrer que 'on définit ainsi un produit scalaire sur R[X].

2. On note F' = Ry[X]. Déterminer une expression de pr(P), ou pr est la
projection orthogonale sur F'.

+oo
3. En déduire : min / (t2 —at — b)2 et dt. x Méthode 2 :
(e Jo On_utilise T'expression de p dans une base orthonormale (e1,ez) de
R, [X])
L’algorithme de Gram-Schmidt donne e; = ﬁ =1let e = ”Z—i” ol

upy = X — (X|1)1 = X —let [ug]®? = (X —1|X — 1) = (X|X) —
2(X|1)+(1]1)=2—-2+1=1,donc ey = X — 1.
Dot (X?|e1) = (X?[1) = 2 et (X?|e2) = (X?|X —1) = 3!—2 = 4, donc
p(X?) = 2e; + 4eg et puisque (eq,es) est orthonormale, ||p(X?)||? =
2% 4 42 = 20.

O
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I1.7. Notion de distance d’un vecteur a un ensemble

I1.7.a) Définition

Définition
Soit (E,(-,-) ) un espace préhilbertien REEL (de dimension finie ou non).
Soit F' un sous-espace vectoriel de £ de dimension finie.
Soit x € F.

e On appelle distance de z au sous-espace vectoriel F'| la quantité
positive :

(e, F) = inf e~y

I1.7.b) Lien entre distance a un espace vectoriel et projection orho-
gonale

Théoréme 17.
Soit (E, (-, )) un espace préhilbertien REEL (de dimension finie ou non).
Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie.

Soit p la projection orthogonale sur F.

1. | Ve e ENVyeF, ||z —p)| < ||z -1y

2. | da, F) = |z —p()|

(le projeté orthogonal de x sur F' est l'unique élément de F' qui réalise la
distance de x o F')

3. En particulier, si (e1,...,en) est une base orthonormale de F alors :

(E )]

=1

Ve € E, dx,F) = |z —p(x)| =

m
Et par théoréme de Pythagore :| d(z,F)* = ||lz||* = 3 | (z,e;) ‘2
i=1

Démonstration.

1. Soit x € E et soit y € F.

z—y=(z—p)+(px)—y)

avec x — p(r) € Ft et p(z) —y € F.
On en déduit, par théoréme de Pythagore :

lz = ylI* = [l = p(2)|* + |p(z) -yl

Donc [|lz — p(@)[|* < [|lz — yI.
2. D’apres le point 1., pour tout z € E, |z — p(z)|| est un minorant de

I'ensemble U, = {||lz — y|| | y € F'}. C’est donc une quantité plus petite
que le plus grand des minorants de cet ensemble. Autrement dit :

— < inf —
|z = p(@)ll < inf o —y]

Comme in? ||z — y|| est un minorant de Uy, cette quantité est plus petite
ye

que ||z — p(x)|| € Uy (puisque p(z) € F). Ainsi :
inf Iz — ol < ||z —
inf e —yll < |z = p@)]

Dou : inf ||z —yl| = ||z — p(2)]|.
inf [z || =}« - p(a)]|
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I1.8. Projection orthogonale sur une droite / sur un hyper- 3. On en déduit aussi :

plan ; : . _ )
a) lexpression de la projection orthogonale sur H = ( Vect (a) :

I1.8.a) Hyperplan orthogonal a une droite vectorielle donnée

Théoréme 18. N Ve e B, g(z) = o (x,a2> o | = z—p) = (dg —p)(=z)
Soit (E, (-,-)) un espace euclidien. lall
Soit a € E non nul.
o . i
On note p la projection orthogonale sur la droite D = Vect (a). b) lexpression de la distance d’un point a H = (Vect (a)) :
i

On note q la projection orthogonale sur Uhyperplan H = D+ = (Vect (a) )

o) = o p)| = [lo— (2= 0| = Lol

]2

i
1. Comme Vect (a) est de dimension finie :| E = Vect (a) ® (Vect (a))

Plus précisément, pour tout x € E :

- e (R

— _
€ Vect (a) € (Vect (a) )J_

2. On en déduit immédiatement :
a) lexpression de la projection orthogonale sur D = Vect (a) :

(z,a)

- a

b) lexpression de la distance d’un point & D = Vect (a) :

d@.D) = [z —pa)]| = [z 20
lal]
De plus, par théoréme de Pythagore :| d(z, D)* = ||z|?* — | (za) |
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I1.8.b) Droite orthogonale a un hyperplan donné Exemple

Théoréme 19. 1. Toute forme linéaire sur R" est de la forme (z1,...,2,) — a1z + -+ +
an Ty, c’est-a-dire de la forme (a | -) ot a = (a1,...,a,) et ou (- | -) est

Soit E un R-espace vectoriel (pas forcément de dimension finie). le produit scalaire canonique

it H - ; E. o .
Soit H un sous-espace vectoriel de 2. La trace sur .#,(R) est la forme linéaire (I,|-), ou (- | -) est le produit

H est un hyperplan < VYa € E\ H, E = Vect(a) ® H scalaire canonique.
1
& Jpe Z(ER)\{0grr)}, F=XKer(p) 3. L’application P — P(1) (resp. P — / P(t) dt) sur R,[X] est la forme
(H est le noyau d’une forme linéaire non nulle) o L 0 " ok
linéaire (A|-), ot A= 3 X" (resp. A= > 5 X")etot (-]-)estle
k=0 k=0

Démonstration. produit scalaire canonique.
1. La bilinéarité du produit scalaire montre que l'application ® : F —

L(E,R), a — (a]-), est bien définie et linéaire. Sa définie-positivité

montre que ® est injective, et on conclut que c’est un isomorphisme

puisque les deux espaces E et L(E,R) ont méme dimension.
2. On a a € Ker(p)+ par définition de l'orthogonal, et a # Op puisque

a # 0L(ER)-

O
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