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Exemple
CH XIV - Espaces vectoriels normés La valeur absolue (resp. le module) | - | est une norme sur R (resp. sur C).
Remarque
. ) . o Les propriétés 1), 2) et 3) permettent de démontrer :
Le but de ce chapitre est de généraliser, pour un espace vectoriel quelconque,
la notion de valeur absolue sur R et de module sur C, et les notions de conver- Vre EF, 0 = NOg) = N(z—2) < N(z)+ N(—z) = 2 N(x)

gence des suites et des fonctions qui en découlent. Dans tout ce chapitre, on
pose une fois pour toutes K =R, ou K = C.

I. Norme sur un espace vectoriel

I.1. Norme et espace vectoriel normé
Définition
Soit E¥ un K-espace vectoriel.

e On appelle norme sur E toute application N : F — R, vérifiant les
propriétés suivantes.

(homogénéité

1) VAeR, Ve e E, NA-z) = |\ N(x) d’une norme)

(propriété de

2) VreE, Nz)=0 = z=0g séparation)

(inégalité

3) V(z,y) € E*, N(z+y) < N(z)+N(y) triangulaire)

. V (x,y) € E?,

N(z)=N(y) | < N(z+y)

triangulaire)
o Les propriétés d’inégalité triangulaire peuvent étre résumées comme
suit :
V(z,y) € B*, | N(z) = N(y) | < N(z+y) < N(z)+ N(y)

o Le K-espace vectoriel £ muni d’une norme N, c’est-a-dire formellement le
couple (E, N), est appelé un K-espace vectoriel normé.

(28™e inégalité

« La propriété de séparation est en fait une équivalence. En effet, on peut
démontrer la réciproque grace a la propriété d’homogénéité.
Soit x € E.
N(O-z) = 0] x N(x)

N(0g) 0

e On a déja rencontré la notion de norme dans le chapitre sur les espaces
préhilbertiens réels. Rappelons qu’une norme est euclidienne si elle est issue
d’un produit scalaire. L’identité du parallélogramme n’est vérifiée que par
les normes euclidiennes. C’est méme une maniére de démontrer qu’une
norme est (ou n'est pas!) euclidienne.

V(@,y) € B2, Jlo+yl* + o -yl = 2)=]* + 2]ly]”

« On rappelle qu’on sait caractériser le cas d’égalité de I'inégalité triangulaire
dans le cas d’une norme euclidienne :

o r = OE
o) € B | lo+ul=lzl+1vl & o0 5 cr, yaa
« Sila norme || - || n’est pas euclidienne (c’est-a-dire n’est pas associée a un

produit scalaire), alors on ne peut rien dire a priori de ce cas d’égalité.
Prenons par exemple :

« D'espace vectoriel normé (R?, || - [|1),
x les vecteurs z = (1,0) et y = (0, 1).
Alors ||z + y|l1 = ||z]}1 + |Jy|1 mais z et y ne sont pas colinéaires.
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I.2. Normes usuelles I.2.b) Exemples de normes sur KP
I.2.a) Norme sur un espace préhilbertien réel Définition
o : »
Théoréme 1. Les applications suivantes sont des normes sur KP?.
. P
Soit (E, (-,-) ) un espace préhilbertien réel. L1k KP = Ry »
o L’application || - || définie de la fagon suivante est une norme sur E : z= (21, 1p) =l = ’;1 e
Il E — Ry 2. |- KP — R,
x = (x,x) P
- r= (1, mp) = flzlle = ) 30 ef?
o Cette norme est appelée norme euclidienne issue du produit scalaire. k=1
o Soitx € E. Si||z| =1, on dit que le vecteur x est normé ou unitaire. 3. ||| KPP — R4
Démonstration. = (1, 7p) = 7 = krerﬁ,);ﬂ e
o Homogénéité : immédiat par bilinéarité de (-, -). ) .
o Séparation : immédiate car (-,-) est un produit scalaire, et est donc dé- Démonstration.
fini (positif). 1. L’applications || - |1 est bien & valeurs dans R, elle vérifie clairement la

o Inégalité triangulaire : déja démontrée dans le cours sur les espaces préhil-
bertiens réels. ]

Exemple

« L’application suivante est une norme euclidienne sur R? :

- [l RP = Ry

[ p
(x1,...,2p) Z:le
1=

« L’application suivante est une norme euclidienne sur £ = L?(I,R)N ¢°(I, R)

[-llz 0 B = Ry

f - /If2(t) dt

« L’application suivante est une norme euclidienne sur .#,(R) :
- Ap[R) = Ry

A = Jua(ATA) = Y d;

1<i,5<p

séparation et I'homogénéité, et elle vérifie 'inégalité triangulaire car | - |
la vérifie.

C’est la norme euclidienne associé au produit scalaire canonique sur KP?.

3. Idem || - ||;. 0

I.2.c) Généralisation des exemples précédents a des normes sur
des espaces vectoriels de dimensions finies

Les trois normes usuelles précédentes se généralisent & tout K-espace vectoriel
E de dimension finie p € N*, une fois choisie une base % = (e1,...,ep) de
E : il suffit de prendre, pour tout z € E, les coordonnées (z1,...,z,) de

dans la base 4.
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Normes sur K,[X]

On munit K,[X] de sa base canonique, alors les application suivantes sont

des normes sur K,[X] :

Lo K(X] - R,
P P
P=73 axX" = |[Pli= " |al
k=0 k=0
2 Il K[X] - Ry
P P
P=3 ap X" = [[Pla= /> |a”
k=0 k=0
5 0l KlX] > R
p
P=>Y apX¥ = ||P|leo = max |al
k=0 ke1,n]

Normes sur .#,(K)

On munit .#,(K) de sa base canonique, alors les application suivantes sont

des normes sur K,[X] :

. - Mp(K) — Ry

A= (aij)ipenpz = 1A= >0 laijl

1<i<p
2 |-l : K — Ry
A = JAllz= > laiyl?
1<i,j<p

3 |l : Mp(K) — Ry

A= (aij)ipenp2 = l[Alle = max

(i,4)€[1,p]?

|ai ;|

I.3. Norme sur B(/,K) ensemble des fonctions bornées de I a

valeurs dans K

I.3.a) Rappels sur la borne supérieure

Rappelons que toute partie F' C R non vide et majorée de R posséde une
borne supérieure.

Par définition, la borne supérieure M d’une partie majorée F' de R :

1) est un majorant de F':| Ve € I, . < M

2) est le plus petit des majorants de F' :| Ve >0, Jx € F, x > M —¢

Il est & noter que la borne supérieure d’une partie F© C R n’est pas forcé-
ment un élément de F'. Par exemple :

1
sup{l—ﬁ|n€N*} =1

(remarquons que la borne supérieure n’est pas ici un élément de [’ensemble)

Si la borne supérieure M d’un ensemble F' est atteinte (c’est-a-dire si M €
F), on dit que M est le maximum de cet ensemble.

On définit de la méme maniére la notion de borne inférieure d’un ensemble
F' C R minoré. C’est, par définition, le plus grand des minorants de F'.
La borne supérieure (resp. inférieure) d’une partie majorée (resp. minorée)
de R est unique.

Théoréme 2.

Soit I C R une partie majorée de R.

Soit m et N deux réels.

1) <3x€F, m<m> = m < sup(F)

2) (V:EEF, :L‘<N) = sup(F) < N

(un magorant de F' est plus grand que le plus petit des majorants)
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Théoréme 3.
Soit A une partie non vide de R.
Soit k € Ry.
On note kA= {kz |z € A}.

sup(k A) = k sup(A)

Démonstration.
On procéde par double inégalité.

(<) Comme sup(A) est, par définition, le plus petit des majorants de A :

Vee A, x < sup(4)
Comme k > 0, on obtient :
Ve e A, kxz < ksup(A)

On en déduit :
sup(k A) < k sup(A)

(>) Comme sup(k A) est le plus petit des majorants de k A :
Vee A, kxz < sup(kA)

Deux cas se présentent alors :

e si k =0, alors I'inégalité est trivialement vraie.

Vee A, = < — sup(kA)

=

1
On en déduit : sup(A) < Z sup(k A). D’ou :

k sup(A) < sup(kA)

I.3.b) Norme sur B(/,K)

Théoréme 4.
Soit I un intervalle de R.
On note B(I,K) l’ensemble des fonctions bornées de I dans K.

Alors Uapplication || - || suivante est une norme sur B(I,K).

I lloo = B(LK) — Ry
fo= sup [f(t)]

tel

Démonstration.

o FEzistence : Soit f € B(I, K).
Comme f est une fonction bornée, alors I’ensemble {‘f(t)} |t €I} est:
x un sous-ensemble de R,
x non vide,
x majoreé.
Il admet donc une borne supérieure. Ainsi sup |f(t)| est bien défini.

tel
o Homogénéité : Soit A € R. Soit f € B(I,K).

A fllo = sup [Xf()] = sup (INIf@®)]) = [Asup [f()] = [Al]Ifll
tel tel tel

« Séparation : Soit f € B(I,K).
Supposons : || f]lec = 0.

Comme sup |f(t)| est le plus petit majorant de I'ensemble {| f(¢)| | t € I},
tel
on sait :

veel, 0 < |f®)] < Iflls

On en déduit :
vtel, |f(t)] =0

- La fonction f est donc la fonction nulle sur 1.
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o Inégalité triangulaire : Soit (f,g) € (B(I, K))z. 1.4. Autres normes

Soit ¢ € I. Par inégalité triangulaire sur |- | : I.4.a) Sur ’ensemble des familles sommables

If(@) +9@)] < [f(B)]+19(0)] Exemple

. Les applications suivantes sont des normes.
Done : |£(t) + g()] — [£()] < lg()]- Do :

1F@) + 9@ = 1] < llglloo

1. On note ¢! (N, R) I'ensemble des suites sommables.
Ny : M(NR) — R,
, oL +oo
On en déduit : u = (un) — Nl (U) _ Z |un‘
n=0

IF@) +9®)] < [FOI+ llglle < [ lloo + llglloo

2. On note /2(N,R) I’ensemble des suites de carrés sommables.
Comme 'inégalité précédente est valide pour tout t € I, on obtient finale-

ment : Ny : 2(N,R) — Ry

1f+ 9l < [l flloc + llgllos oo
- u=(un) = No(u)=4/> [unl
n=0

I.4.b) Sur I’ensemble des fonctions continues et intégrables sur

Exemple
Soit I un intervalle de R. Les applications suivantes sont des normes.

1. On note Fj I'ensemble des fonctions continues et intégrables sur I.
-l s BEr = Ry
iy RTUE
2. On note Es I'ensemble des fonctions continues et de carré intégrables sur

1.
[-lle = By — Ry

foe k= /l @) dt
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II. Boules sur un espace vectoriel normé

I1.1. Distance associée & une norme

II.1.a) Définition

Définition
Soit (E, || - ||) un K-espace vectoriel normé.
On appelle distance associée a la norme || - || sur E l'application d définie
par :
d : E? — Ry
(z,y) = dl,y) = [z -yl
Exemple
Dans l'espace vectoriel normé (R?, |- ||2), la distance associée & la norme || -||2

est la distance euclidienne manipulée dans la vie de tous les jours.

I1.2. Propriétés des distances

Théoréme 5.
Soient (E, || - ||) un K-espace vectoriel normé.

1. Symétrie :

V(z,y) € B%, d(z,y) = d(y,z)

2. Homogénéité :

VAER, Y(z,y) € B2, d(\- (z,y)) = |\ d(z,y)

3. Séparation :

V(z,y) € E*, dz,y) =0 & z=y

4. Inégalité triangulaire :

V(z,y,2) € B3, d(z,2) < dlx,y)+d(y,2)

Démonstration.
Ce sont des reformulations des propriétés d’une norme. O

11.3. Boules ouvertes, boules fermées, sphére
Définition

Soit (£, | - ||) un K-espace vectoriel normé.

Soient a € E et soit r > 0.

e On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r, I’ensemble noté
B(a,r) et défini par :

B(a,r) ={z € E|d(a,z) <r}

e On appelle boule fermée de centre a et de rayon r, ’ensemble noté
By¢(a,r) et défini par :

By(a,r) = {a € E|d(a,z) <1}

« On appelle sphére de centre a et de rayon r, 'ensemble noté S(a,r) et
défini par :

S(a,r)={z € E|d(a,z) =71}

Exemple
On peut représenter dans R? les boules centrées en Og2 et de rayon 1 associées
aux normes | - [[1, || - [l2 et || - flo-

-1l

1 1 1

- [l2 (RIS
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Remarque Remarque
« On note une inclusion entre les boules précédentes. « Une boule d’un espace vectoriel normé (F, || - ||) est toujours une partie
On peut en fait démontrer le résultat suivant : convexe.
Soient N7 et Ny deux normes sur E. « Démontrons-le.
Soient a € E et r € ]0, +o00]. Soit 7 > 0 et soit a € F.

On note Bj(a,r) (resp. Ba(a,r) la boule de centre a et de rayon r pour
la norme Nj (resp. Na).

Supposons : N1 < Ny (c’est-a-dire : Vo € E, Ni(x) < Na(x)).
Alors : By(a,r) C Bi(a,r).

Soit (z,y) € B(a,r) x B(a,r).

Démontrons : [z,y] C B(a,r).
Il s’agit donc de démontrer :

« On peut aussi remarquer : Vz € [x,y], z € B(a,r) (c’est-a-dire : ||z —a| <)
B(a,r) ¢ By(a,r) Soit z € [x,y]. Autrement dit, il existe t € [0, 1] tel que : z = t-x+(1—t)-y.
r<s = B(a,r) C B(a,s) lz—al| = |[t-z+( ).y —al

1t
[t-z+(1—t)-y—(t-a+(1—1t)-a)
[t (x—a)+ (1 —1)-(y—a)
[t (z—a)l+ (1 =1)- (y—a)ll
[t [z —all + 1 =] ly — af

I1.4. Les boules sont des parties convexes

II.4.a) Notion de segment dans un espace vectoriel (normé)
Définition

Soit F un K-espace vectoriel.

Soit (z,y) € B x E.

o On appelle segment d’extrémités x et y, noté [z, y| le sous-ensemble de F
défini par :

N ININ

tr+(1—t)r =r

[zy] = {t-x+ (1 —-t)-y|tc01]}

I1.4.b) Notion de parties convexes
Définition

Soit E un K-espace vectoriel.

Soit A C EF une partie non vide de FE.

« La partie A est dite convexe si :

V(z,y) € A% [z,y] C A
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I1.5. Parties bornées d’un espace vectoriel normé
Définition
Soit (E, || - ||) un K-espace vectoriel normé.
Soit A C F une partie de F.
o La partie A est dite bornée sl existe a € E'et 7 > 0 tel que : A C By(a,r).
o On démontre de maniére directe :
A est une partie bornée < Ja € E, Ir >0, AC Bf(a,r)
< da€eFE, Ir >0, AC B(a,r)
& Ir>0, AC Bf(0g,r)
< Jr>0, AcC B(0g,r)

Remarque

e Si A C E est une partie non vide d’ un K-espace vectoriel normé (E, || -||),
on dit qu'une fonction f : A — FE est bornée si son image f(A) est une
partie bornée de F.

Autrement dit, f est bornée s’il existe M > 0 tel que :

vee A, |f)] < M

o Une suite (z,) € EY est dite bornée s’il existe M > 0 tel que : Vn € N,
lznl < M.
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III. Convergence des suites a valeurs dans un espace Or:

vectoriel normé x [0 =y L0
III.1. Convergence et limite d’une suite < Nln = £l n>tos 0
Définition donc ngl—il-loo lx = &Il = [1er = £21] = 0. =
Soit (E, || - ||) un K-espace vectoriel normé. Exemple

. . 1. 1. Toute suite constante converge vers sa valeur constante.
Soit (2n)nen € EN une suite d’éléments de E. &

] . Si une suite (x,) converge vers une limite £ € E alors : ||z, — ||£]|.
Soit £ € E. n—+00

« On dit que la suite (z,,)nen converge, ou tend, vers ¢, si ||z, —¢|| — 0.

2
3. Lorsque E =K, on retrouve la notion de suite (scalaire) convergente.
n—+o00 4

. La définition précédente permet de donner du sens & la notion de suite
d’éléments de R? convergente ou encore de suite de matrices convergentes.
Le résultat suivant permet de caractériser plus facilement ces cas.

Autrement dit, la suite (z,,)nen converge vers £ si :

Ve >0, dng € N, VnGN,(n>n0 = ||a:n—€||<5)

I11.2. Caractérisation de la convergence des suites en dimen-

ou encore, avec I’abus de notation habituel : . .
sion finie

Ve>0, Ing €N, Vn=nog, [lzn — €] <e I11.2.a) Equivalence des normes en dimension finie

Si c’est le cas, I'élément £ est unique et appelé la limite de la suite (2,,),ey. Théoréme 6.

o On adopte les notations usuelles z,, — fetf = lim x, pour signifier Soit p € N*.
: e e Soit (E,| - ||) un K-espace vectoriel normé.
que la suite (z,) converge vers .
o On obtient de maniére directe : 1) [lloe < [[-llz2 < [+ < px|l[loo
(= lim z, & lim |lzn—¢] =0 Autrement dit, pour tout (x1,...,z,) € KP :
n——+0o0o n—-+o0o
P P
. _ . . max |zg| < Slzkl? < 0 ok € px max  |xg
« Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente. ke[Lp] k=1 k=1 €llp
3 . 2) Notons N1 et No deuzx normes sur E.
Démonstration.
Démontrons 'unicité de la limite. J(a,B) €ER: xR, Yoz € E, a Ni(z) < Nao(z) < B Ni(x)

Soient /1 et 3 deux limites potentielles d’une suite (zy,).

On dit alors que les normes N1 et No sont équivalentes.

0 < e =Lof] = [[(tx = an) + (20 — )| < [[6x — 2pll + [Jan — Lo
En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.
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Démonstration.

1) On démontre, de maniére équivalente :
2% < 103 < 0-1F < pxl %

,xp) € KP

2
!xk!) < p?x(

Autrement dit, pour tout (z1,...

P

2
<
( relip] )" < P>

14
ol < ( >

k=1 ke[1,p]

2) La démonstration est hors programme.

III.2.b) Résultat général

Théoréme 7.
Soit (E,| - ||) un K-espace vectoriel normé.
On suppose que E est de de dimension finie p € N*,
Soit (xp)nen € EN et soit £ € E.

Notons N1 et Ny deux normes sur E.

N (-
1. | z, l—(>) ! &

n—-+o0o

REC
n—-+0o00

max |z )2

O

La convergence d’une suite d’éléments de E, et le cas échéant sa
limite, ne dépendent pas du choizx de la norme sur E.

2. Soit A une base de E. Notons :
x (l1,...,¢p) les coordonnées de £ dans la base 5.
(n) (n)

x pour tout n € N, (xy7,...,xp ) les coordonnées de x,, dans A.

On a alors ’équivalence suivante :

T, — (< VEkel]l,p], x,gn) — U

n——+o00 n——+o00

La convergence d’une suite se raméne a la convergence de
ses coordonnées dans une base.

Démonstration.
1. Comme F est de dimension finie, N1 et Ny sont équivalentes.
Il existe donc (o, ) € R% x R% tel que :
Ve € E, a Ni(x) < Na(z) < B Ni(x)

Na(:)
—
n—-+0o00

a Ni(zp —¥0) < No(x, —¥0) < B Ni(zp, —0)

(<) Supposons z, ¢. Alors -

Or :

x o Ny(x, =€) — 0
n—-+0o

x B Ny(zp — ) n_>—+>000

On en déduit, par théoréme d’encadrement : No(xz, —¥¢) — 0.
n—+o00

1 1
D’apreés (%) : Vo € E, 3 No(z) < Ni(z) < — Na(z).
Q@
D’oil le résultat souhaité & I'aide du fonctionnement précédent.

Dans le cas de la norme || - ||; et lorsque E = KP

Soit (zy,) € (KP)N. On note :

x pour tout n € N, (acgn), ozt

,xp ) les coordonnées de z,, dans la base
canonique.
x (l1,...,¢p) les coordonnées de ¢ dans la base canonique.
tn B e e -k — 0
n—-+00 n—-+00
e 1@, L)y = (.. ) — 0
1 » g 9 »“p n—s+o00
s @ -6, 2" -)h — 0
1 ’ P p n—-+00

p
(n)
o 1§1 |z}, Ok | n_)—JgC><> 0

& Vke[lp], 2" -6 — 0

n—-+o00

10
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o Dans le cas de la norme || - [[; sur £ IT1.2.c) Traduction du résultat général pour les suites dans les es-
Notons # = (ey, ..., ep) une base de E. Soit (zy,) € (E)N. On note : paces de dimension finie usuels
. N L. . .
. pour tout n € N, (xﬁ”), o ,mén)) les coordonnées de z,, dans la base ° Soient (zp)neny € CV et £ € C. On retrouve la caractérisation connue :
B. zn, —> £ < Re(z,) — Re(l)etIm(z,) — Im(4).
4 n—+00 n—-+o0o n—-+oo
x (£1,...,¢p) les coordonnées de ¢ dans la base 2.  Solent pour n € N, 2n = (1, .. 2np) € KP, et £ = (£1,...,0,) € KP.
Tn & /! < Hxn_EHI —% 0 Alors :
n—-+o0o n—-+0o00
T, — (& Vke[l,p], zney — L.
e @, ey = () — 0 _ nee noee
n—+o0 o Soient pour n € N, A, = (anij)i<icp € Mpq(K), et L = (;)1<i<r €
(n) (n) 1<i<q 1<5<q
& (@ = b,z =) n_>—+>000 Mp.q(K). Alors :
p An — L & V(l,]) S [[1,])]] X [[1,(]]], angj — gi,j'
& Yl —ol — 0 notoo S
k=1 norteo P P
(n) e Soient pour n € N, P, = Y a,, XF € K [X], et L = Y 4, X% € K,[X].
& Vkel[lp], |z,7 =l — O k=0 k=0
n—+0o Alors :
« Dans le cas d’une norme N sur £ P, — L & VYkel0,p], any —
. L, n—-+oo n—-+oo
Avec les notations précédentes.
Exemple
Tn & ! & z, m 14 (ca?“]YehtH-Hl ) . ) ) 1 1
n—+4o00 n—+o00 sont équivalentes) 1. Soit a € K. Etudier la convergence de la suite (A"),eny ot A = 0 al
& Vke[l,p], |$l(<:n) — 0 — 0 2. Soit (E,||-||) un K-espace vectoriel normé de dimension finie, et soit F' un

n—=+00 [ sous-espace de F. Si une suite d’éléments de F' converge, alors sa limite

appartient a F'.

Remarque

Ce résultat est trés utile en pratique. Lorsqu’on travaille sur un K-espace
vectoriel de dimension finie p € N*, la nature d’une suite ne dépend pas
de la norme utilisée. Par exemple :

x la suite ((1 - X2+ X - %) est convergente, de limite X2 + X.

n

. 1-11 .o (11
x la suite o 1 est convergente, de limite 0 1)
n

n
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Remarque

La convergence d’une suite d’éléments de E, et la valeur de son éventuelle
limite, peuvent dépendre du choix de la norme lorsque E n’est pas de dimen-
sion finie.

Exercice
Etudier la convergence de la suite (X"),cn dans R[X] lorsque l'espace R[X]
est muni de la norme || - || définie par :

1
o |PI= [ 1P()] dt.

n
b. XF| = .
Hkgo apX"|| Jnax, |ak]

I11.3. Propriétés des suites convergentes
IT1.3.a) Propriétés algébriques
Théoréme 8.
Soit (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé.
Soient (2p)nen € EN et (Yn)neny € EN deux suites.
Soient /1 € E et {5 € E.
Soti (Ap)nen € KN et X € K.

1. Linéarité

e T, — El
n—-+o0o
= ATp+pyp — Al +upbs
o« Y, —> 62 n—-+o00
n—-+4o0o

2. Produit externe

e Ny — AER
n—-+o0o
= Ay Tpn — A/
e x, — feFk n—==+00
n—-+4oo
Démonstration.
Analogue au cas des suites numériques vu en premiére année, en remplagant
| - | par || - || pour les éléments de E. O
Exercice

Soient (An)nen € (pq(K))", A € Myy(K), (Bunen € (Myr(K))" et
B e #,,(K).
SiA, — AetB, — B,alors A,B, — AB (dans .#,,(K)).

n—-+4o00 n—-+4o00o n—-+400

Démonstration.
Considérer les suites des coefficients des matrices A, B,,. O

12
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IT1.3.b) Autres propriétés

Théoréme 9.

Soit (E,| - ||) un K-espace vectoriel normé.
Soit (xp)nen € EN.

1. La suite (xy,) converge = La suite (z,) est bornée

(c’est-a-dire : IM € R, Vn €N, ||z,|| < M)

2a)| = Op & fal — 0

N e Ul

3. a) Soit o : N — N une application strictement croissante.

La suite (xy,) converge vers £ = La suite (x,(,)) converge vers {

Si (Tn)nen converge, alors toute suite extraite de (xn)neny converge
vers la méme limite.

b) Propriété de recouvrement

. xznn—>—+>oo€€E

= x, — ¥
o IToptl — {e E n—+00
n—-+o0o

Démonstration.
Analogue au cas des suites numériques vu en premiére année, en remplagant
|- | par || - [|. [
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IV. Topologie dans un espace vectoriel normé

IV.1. Intérieur d’une partie
IV.1.a) Définition

Définition Soit (E, || - ||) un K-espace vectoriel normé.

Soit D C E une partie de E.

o Un élément a € E est dit intérieur a D s’il existe une boule ouverte non
vide de centre a et incluse dans D.

o On appelle intérieur de D et on note lo?, I’ensemble des éléments de F
qui sont des points intérieurs & D.

Remarque
o Lorsque E = R, I’ensemble des points intérieurs a;
« D=10,1] est D =1]0,1],
« D=10,1] est D =]0,1],
« D =1]0,400[ est D =10, +o0],
« D= [0,+00] est D =10, +o0].

«SiaeD,etsi (un) € E est une suite de E qui converge vers a alors a
partir d’un certain rang, z,, € A.

IV.1.b) Partie ouverte d’un espace vectoriel normé
Définition

Soit (E, || - ||) un K-espace vectoriel normé.

Soit D C F une partie de E.

o On dit que D est une partie ouverte si tout élément de D est intérieur a

D.

Remarque
o Les parties F et @ sont des ouverts de F.

o La partie D C E est un ouvert de E si et seulement si D = D.

Théoréme 10.

Soit (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé.

1) Une boule ouverte est un ouvert de E.

La partie D1 U Do
est un ouvert de B

2) a)

o Dy est un ouvert de E

e Dq est un ouvert de E }

b) Une réunion finie de parties ouvertes est une partie ouverte.

¢) Une réunion infinie de parties ouvertes est une partie ouverte.

La partie D1 N Dy
est un ouvert de B

e D est un ouvert de E
3) a)

e Dy est un ouvert de E

b) Une intersection finie de parties ouvertes est une partie ouverte.

c¢) Une intersection infinie de parties ouvertes N’ est PAS forcément une
partie ouverte.

IV.2. Adhérence d’une partie
IV.2.a) Définition
Définition
Soit (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé.
Soit D C E une partie de FE.

e Un élément a € E est dit adhérent & D si toute boule ouverte non vide
de centre a rencontre D.

« On appelle adhérence de D et on note D, I’ensemble des éléments de F
qui sont des points adhérents & D.

14
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Remarque Ainsi, par théoréme d’encadrement : ||z, — afl Kol 0 c’est-a-dire
o Lorsque E = R, ’ensemble des points adhérents & : In @

x D=1[0,1] est D = [0,1], (<) Supposons qu'il existe une suite (x,) € DN telle que z,, n_?oo a.

x D =10,1[ est D =[0,1], Démontrons a € D. Il s’agit de démontrer :

x D =10,+o0] est D = [0, +00],
x D= [0,4+o00[ est D = [0, +o0].
o Tout point de D est un point adhérent & D.

Vr >0, B(a,r) N D # @&

Soit » > 0. Comme z,, — a alors:
n—-400

Ve >0, dng €N, Vn = ny, ||z, —al < €
Théoréme 11. (caractérisation séquentielle)

On applique alors cette propriété en € = r.

t (B, || - K- toriel . . o
SO% (B[ -1) un etspace vectorel norme On obtient alors qu'il existe ng tel que : z,, € B(a,r).
Soit D C E une partie de E. Comme de plus : z,,, € D, on en conclut : x,, € B(a,r) N D et ainsi :
Soita € E. B(a,r)ﬁD#Q -
a€D < Iw,)eDY z, — a
n—-+00
— IV.2.b) Partie fermée d’un espace vectoriel normé
(tout élément de D est limite d’une suite d’éléments de D) .
Définition
Démonstration. Soit (E, | - ||) un K-espace vectoriel normé.
(=) Soit a € D. Par définition, on a alors, pour tout 7 > 0 : Soit D C E une partie de E.
Bla,r) N D+ 2 ) Og dit que D est une partie fermée si tout élément adhérent & D est un
point de D.
Pour tout n € N, on note 7, = n%rl Remarque

Soit n € N. En appliquant (x) en r = r,,, on obtient : B(a,r,) N D # &.

e L i .
Notons alors x,, un élément de B(a,r,) N D. es parties I et @ sont des ouverts de B

« La partie D C E est un ouvert de E si et seulement si D = D.
Pour tout n € N, on a alors :

Théoréme 12. (caractérisation séquentielle)

1
0 < [[zn—al < ol Soit (E, | - ||) un K-espace vectoriel normé.
o Soit D C E une partie de E.
T
L0 — 0 D est une partie TJo/uzfe suite convergente constituée
n—+00 Jermée de E & d’éléments de D converge vers un
1 élément de D
X —
n+1 n—+oo

15
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Démonstration. IV.3. Partie dense
(=) Supposons que D est une partie fermée. Alors D = D. Définition
. N . 3212
S'01F (xn) € D" une suite convergente d’éléments de D. On note a sa Soit (E, || - ||) un K-espace vectoriel normeé.
fimite. Soit D C E une partie de E
Alors a € D (d’apreés la caractérisation séquentielle de 'adhérence). © 1A partie g &.
Ainsi:aeD = D. « On dit que D est une partie dense de E (ou que D est dense dans F) si
) o D=F.
(<) Supposons que toute suite convergente constituée d’éléments de D converge
vers un élément de D. Théoréme 14. (caractérisation séquentielle)
De maniére évidente : D C D. Il reste donc a démontrer : D C D. Soit (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé.
Soit a € D. Alors il existe (x,,) € DY qui converge vers a. Soit D C E une partie de E.
Par hypothése, a € D. 0

Théoréme 13.

Soit (E,| - ||) un K-espace vectoriel normé.

1)

2)

3)

D est dense dans E < Ya € E, I(z,) € DY, ||z, —a| — 0

n—-4o00

(tout élément de E est limite d’une suite d’éléments de D)

Une boule f e est un fi de E Remarque
* Ve doule jermee est un Jerme ac £ o L’ensemble E est dense dans E.

» Une sphére est un fermé de E o L’ensemble Q est dense dans R.

) e Dj est un fermé de E La partie Dy N Dy « L’ensemble des matrices diagonalisables de .#,,(C) est dense dans .#,(C).
a ) . . . .
« Dy est un fermé de E est un fermé de E o L’ensemble des matrices diagonalisables de ., (R) N’est PAS dense dans
Mp(R).

b) Une intersection finie de parties fermées est une partie fermée. « L’ensemble des matrices inversibles de .#,,(R) est dense dans .4, (R).
¢) Une intersection infinie de parties fermées est une partie fermée. Démonstration.

, « Soit M € #,(R). Il s’agit d’exhiber une suite d’éléments de GL,(R) qui

D1 est un fermé de E ; n n

a) it J } La partie D ;J 12? converge vers M.

5 est un fermé de 1

o Dy estun fermé de B J Pour tout k € N*, notons : My = M — Z I,. Alors M;, k—) M.
—+00

b) Une réunion finie de parties fermées est une partie fermée. o Il reste & montrer que pour tout k € N, M}, est inversible. On démontre en
c) Une réunion infinie de parties fermées N’ est PAS forcément une partie réalité que cette propriété est vérifiée a partir d’un certain rang. En effet,

fermée. la fonction :
x> det(M — zx I,)
est polynomiale de degré n et admet donc au plus n racines. On obtient
alors le résultat souhaité.
O
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IV.4. Topologie et normes équivalentes V. Continuité des fonctions entre deux espaces vec-
Théoréme 15. toriels normés

Soit B un K-espace vectoriel. V.1. Limite d’une fonction et continuité

On note N1 et No deux normes équivalentes de F.

1) Tout ouvert de (E, Ny) est un ouvert de (E, N3).
2) Tout fermé de (E,N1) est un fermé de (E, Na).

V.l.a) Définition
Définition
Soient (E,| - ||g) et (F,| - ||r) deux K-espaces vectoriels normés.

des normes équivalents définissent la méme topologie : mémes ouverts, mémes
( 1 f potog ’ Soit D C E une partie de E.

fermés, mémes suites convergentes)
Soit f : D — F une fonction définie sur D et a valeurs dans F'.

Soit a € D et soit £ € F.

1. Limite d’une fonction f en un point adhérent

e On dit que f admet la limite ¢ au point a si :
Ve>0,35>0,VoeD, (|o—alp<d=|lf(x)— fr <)

Si c’est le cas, I'élément £ est unique et appelé la limite de la fonction
fena.

« On adopte les notations usuelles f(x) — et £ = ligﬂ f(x) pour
r—a r—a

signifier que f admet la limite ¢ en a.

2. Continuité d’une fonction f en un point et sur une partie

« On dit que f est continue en a € D si f(x) - f(a).

« On dit que f est continue (sur D) si f est continue en tout point de
la partie D.
On note alors €' (D, F') I'ensemble des fonctions continues sur D et a
valeurs dans F'.
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Remarque

« Toute fonction constante est continue sur la partie D sur laquelle elle est
définie.

o Si E = F, la fonction identité est continue sur F.

e Lorsque £ = R et F' = K, on retrouve les notions connues de fonction
(scalaire) convergente en un point, continue en un point, ou continue sur ®
son domaine de définition.

C J@) =0 & @)~ tlr —0

V.1.b) Caractérisation séquentielle de la limite d’une fonction

Théoréme 16.
Soient (E, || - ||g) et (F,||-||r) deur K-espaces vectoriels normés.
Soit D C E une partie de D.
Soit f 1 D — F une fonction définie sur D et & valeurs dans F.
Soit a € D et soit £ € F.

Remarque

On a vu précédemment que dans les espaces vectoriels normés de dim-
mensions finies, toutes les normes sont équivalentes. Lorsque E et F' sont
de dimensions finies, les notions de limite de fonction et de continuité ne
dépendent pas des normes choisies sur E et F.

Si F' est de dimension finie, alors la notion de limite d'une fonction f en
un point a se raméne a la limite en a des fonctions coordonnées de f dans
une base # de F.

Plus précisément, si on note,

x (l1,...,¢p) les coordonnées de ¢ dans la base 4.
x pour tout z € D, (fi(z),..., fp(x)) € KP les coordonnées de f(x) dans
la base %,

alors on peut démontrer :

flx) — ¢ & VEke[l,p], fu(x)

— 51@
Tr—a Tr—a

Exemple

1) Tout d’abord :

flz) — 10 <

T—a

(V (xn)nGN € DN? ( In n—>—+>oo a = f(l'n) n—>_+>oo ¢ )

)

Ainsi, si f admet une limite en a et si (x,) est une suite convergeant vers

a alors :

lim f(x)

T—a

lim  f(z,)

n—-+o0o

2) On en déduit :

Comme C est un R-espace vectoriel de dimension 2, on obtient qu’une
fonction f : R — C est continue si et seulement si ses fonctions partie
réelle et partie imaginaire le sont.

Les fonctions

f continue en a

lim  f(z,)

n—-+o00

f( lim xn))

n—-+o0o

= (V (xn)nGN S .DN7 ( In n—>_+>oo a =

)

Démonstration.
Analogue au cas des fonctions scalaires vu en premiére année.
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V.1.c) Opérations algébriques sur les limites V.1.d) Composition de limites
Théoréme 17. Théoréme 18.
Soient (E, || - ||g) et (F,||-||r) deur K-espaces vectoriels normés. Soient (E, || - ||g), (F\] - lr), (G, - |lq) trois K-espaces vectoriels normés.
Soit D C E une partie de E. Soit D C E une partie de E.
Soient f,g: D — F deux fonctions définies sur D et & valeurs dans F'. Soient f1 : B — F une fonction définie sur une partie D C E et a valeurs
dans F.

Soit p : D — K une fonction définie sur D et a valeurs dans K.
Soient (£,01,65) € E x E x E. Soient fo : F — G une fonction définie sur une partie f1(D) C F et a
valeurs dans G.

1. Linéarité ,
Soit (fl,fg) e ExFE.

¢ @) =6 A
= MA@ +p fly) A h+pl = (f20 fi)(®) — lo
o g(x) — b . foly) — b z—a
y—1
En particulier : En particulier, toute fonction f = fo o fi telle que :
x une CL de fonctions continues en a est continue en a. x f1 est continue sur une partie D C E.
x une CL de fonctions continues sur D est continue sur D. x fo est continue sur fi(D).
2. Produit externe est continue sur D.
. o) —AeK lA?émlonstmtz'on. o ' " . -
Tr—a 0 ¢
= (@) flz) — AL nalogue au cas des fonctions scalaires vu en premiére année.
. f(.ZE) —/ T
e V.1l.e) Continuité des focntions polynomiales

En particulier, le produit de deuz fonctions continues en a (resp. D), dont Thaoréme 19.

lune est scalaire, est une fonction continue en a (resp. D). ) ) )
Soit E un K-espace vectoriel normé.

On suppose E de dimension finie p € N*,
Soit B une base de E.

Alors toute fonction f: E — K qui est polynomiale en les coordonnées dans
P est continue.
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V.1.f) Continuité et topologie

Théoréme 20.
Soient (E, || - ||g) et (F,||-||r) deur K-espaces vectoriels normés.

Soient f : E — F une fonction définie sur E et a valeurs dans F.

La fonction f est continue sur E
< L’image réciproque par f d’un ouvert de F' est un ouvert de E

< Lmage réciproque par f d’un fermé de F' est un fermé de E

Théoréme 21.
Soit (E,| - ||g) un K-espace vectoriel normé.
Soit f : E — R une fonction définie sur E et a valeurs dans R.

On suppose que f est continue sur E.

1) Les parties de E définies par les conditions f(x) =0, f(z) < 0 ou f(z) >
0, sont fermées.

2) Les parties de E définies par les conditions f(x) # 0, f(x) <0 ou f(x) >
0, sont ouvertes.

Démonstration.

1) Notons D = {z € E | f(x) = 0}. Soit (x,)nen est une suite d’éléments
de D qui converge vers un élément a € E. On a Vn € N, z, € D, donc
f(zn) = 0, et par continuité de f sur E, donc en a, on a f(x,) — f(a).
Donc f(a) =0,ie. a € D.

Démonstration analogue pour f(z) > 0 ou f(x) < 0, les inégalités larges
passant & la limite.

2) Les complémentaires de ces parties, définis par les conditions f(z) = 0,
f(x) = 0ou f(z) < 0, sont fermés par le point précédent. Donc ces parties
sont ouvertes.

O

V.2. Théoréme de compacité - théoréme des bornes atteintes

Théoréme 22.
o Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie.
e Soit D C E une partie non vide de E.

e Soit f: D — R une fonction sur une partie D de E, et a valeurs dans R.

f est bornée et atteint

o f est continue sur D
ses bornes sur D

o D est une partie fermée, bornée de E

Autrement dit :
3(a,b) € Dx D, Yz e D, f(a) < f(x) < f(b)

Démonstration.

e On admet le théoréme de Bolzano-Weierstrass, qui stipule que toute suite
bornée d’un espace E de dimension finie admet une sous-suite convergente.

« Par définition de la borne supérieure sup f(D) (éventuellement +oo a ce
stade), il existe une suite (2, )neny € DY telle que f(zy,) — sup f(D).
Or la suite (2, )nen est bornée car D est, donc quitte a remplacer (z,)nen
par I'une de ses sous-suites, on peut supposer que (& )nen converge vers
un certain b € E (Bolzano-Weierstrass).
Or cette limite b est adhérente & D (car c’est une limite de points de D)
et D est fermée, donc b appartient & D. Et comme f est continue sur D,
donc en b, on a alors f(x,) — f(b).
Ainsi par unicité de la limite, f(b) = sup f(D) (qui est donc fini).

« On procéde de méme pour trouver a € D tel que f(a) = inf f(D). O

Remarque

Ce résultat généralise celui connu pour les fonctions scalaires : toute fonction
continue sur un segment [a,b] de R et a valeurs dans R est bornée et atteint
ses bornes sur [a, b].
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V.3. Applications lipschitziennes V.3.c) Caractére lipschitzien des fonctions linéaires
V.3.a) Définition Théoréme 24.
Définition Soient (E, || - ||g) et (F,||-||r) deur K-espaces vectoriels normés.
Soient (E, || - ||g) et (F,| - ||F) deux espaces vectoriels normeés. On suppose I¥ de dimension finie.

Soit f une fonction définie sur une partie D de E et a valeurs dans F'.

o On dit que f est lipschitzienne (sur D) si :
30 €RY (2, y) € D x D, |f(z) - f)llr < allz — ylls

« Une telle constante a est appelée une constante (ou un rapport) de Lip-
schitz pour f.

Exemple
1. Les fonctions constantes sont les fonctions lipschitziennes de rapport 0.

2. Toute homothétie cidp d’un espace vectoriel normé E est lipschitzienne
de rapport |a|.

3. La norme || - || : E — R d’un espace vectoriel normé E est lipschitzienne
de rapport 1.

V.3.b) Continuité des applications lipschitziennes

Théoréme 23.

Toutes application lipschitzienne est continue (réciproque fausse).

Démonstration.
Immeédiat vu les définitions. Pour la fausseté de la réciproque, considérer la
fonction carré sur R. O

1) feZEF) = JaceR VeekE, ||[f(z)|r <alz|e

2) Toute application linéaire f € L (E, F) est lipschitzienne, donc continue.

3) Toute application n-linéaire de E™ dans F' est continue.

Démonstration.

1. On démontre le résultat dans le cas o la norme || - ||z sur E est la norme

|| -[|oo associée & une base & = (e1,...,e,) de E. Le cas général est admis.

P

Pour z = ) wzper, € E, on a alors ||| = maxj<r<p [2x], donc par
k=1

linéarité de f puis inégalité triangulaire :

1F@lr =1 axfe)lr < 3 lellfen)lr < (3 1fer)l) 2]
k=1 k=1 k=1

P
d’ou le résultat avec v = Y || f(er)||F.
k=1

2. Vu 1), on a alors par linéarité :

V(z,y) € ExE, [[f(x) = fW)llr = If(z = y)llr < allz —ylle

donc f est lipschitzienne (de rapport « relativement au choix des normes).
O

Remarque
o La fonction déterminant est continue.
o Le produit matriciel définit une fonction continue.

e Si FE n’est pas de dimension finie, la continuité d’une application linéaire
sur E n’est pas garantie, et peut dépendre du choix de la norme sur E.

21



PSI 2022-2023

Exemple
Etudier la continuité de I'évaluation ¢ : R[X] — R, P~ P(0), lorsque :

1
a. L’espace R[X] est muni de la norme || - || définie par ||P|| = / |P(t)] dt.
0

n
b. L’espace R[X] est muni de la norme | - || définie par || apxX*|| =
k=0
Oréll?é(n’ak’
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