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CH IV : Intégration - rappels et compléments

I. Intégration sur un segment

I.1. Primitives sur un intervalle [
I.1.a) Définition
Définition
Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I.

o On appelle primitive de f sur I toute fonction F': I — R qui vérifie :
a) F est dérivable sur 1.
b) F' = f.

I.1.b) Théoréme fondamental de ’analyse

Théoréme 1.

Soit f: I — R une fonction définie sur un intervalle I.

La fonction f admet une
primitive sur I

La fonction f est continue
sur [’ intervalle I

Démonstration.
Voir le cours de premiére année. O

Bref rappel de la démonstration

o L’idée est de construire une primitive sur I de la fonction f. Un candidat
intéressant est la fonction :

F : 1 —- R
a:»—>/f(t)dt

ou a € I. Mais encore faudrait-il donner un sens a ce symbole d’intégrale!
Cette définition précise est donnée en premiére année.

« Rappelons briévement cette construction :

1) on définit les fonctions en escalier sur [a, b]. Une telle fonction est une
fonction constante sur chacun des intervalles Ja;, a;41[ (avec i € [0,n —
1]) d’une subdivision ap = a < a1 < ... < a; < ... < ap, = b du
segment [a,b]. On note alors &([a,b],R) ensemble des fonctions en
escalier sur [a, b], ainsi que :

& (f) ={p € &([a,0],R) | Vz € [a,0], ¢(z) < f(z)}
et ET(f) ={y € &([a,b],R) | Vx € [0,0], f(z) < ¥(2)}

out &~ (f) (resp. &T(f)) est ensemble des fonctions en escalier qui sont
des sous-approximations (resp. sur-approximations) de f sur [a, b]

2) on définit la notion d’intégrale pour des fonctions en escalier comme
somme des aires des rectangles formés par ’écart d’une telle fonction &
I’axe des abscisses sur une subdivision adaptée.

3) on démontre que I'ensemble des fonctions en escalier sur un segment
[a, b] est dense dans ’ensemble des fonctions continues sur le segment
[a, b] (ce qui signifie que I'on peut approcher d’aussi prés que 1'on veut
une fonction continue sur un segment par une fonction en escalier sur
ce segment),

4) lintégrale sur un segment d’une fonction continue sur ce segment est
alors définie comme la borne supérieure (resp. la borne inférieure) de
I'ensemble I~ (f) (resp. IT(f)) constitué des intégrales des fonctions en
escalier qui sont des sous-approximations (resp. sur-approximations) de
cette fonction.

() = {/b o) dt | e 6 ()}

et IT(f) = {/b Y(t) dt | v € é"*(f)}
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Représentation graphique.

N

N

a al as p a aq as p

Sous-approximation de l'aire sur
la subdivision . : (ag, a1, az, as)

Sur-approximation de l’aire sur
la subdivision . : (ag, a1, ag, as)

SR

a al az p

L’aire sous la courbe sur le segment [a, b] est comprise entre m(f,.%) et

M(f,.) pour la subdivision .

I.1.c) Une fonction continue sur un intervalle admet une infinité
de primitives
Théoréme 2.
Soit f : I — R une fonction continue sur I.

Soit F' une primitive de f sur I et soit ¢ € I.

G est une primitive de

1) 1l existe A € R tel que :
fosurl

Veel, Glx) = F(x)+ A

2) Il existe une unique primitive de f sur I s’annulant en c.
C’est la fonction x — F(x) — F(c).

Démonstration.

1) (=) Soit G est une primitive de f sur I et soit € I. Par définition :
¢ (@) = f(z) = F'()
On en déduit que F'(z) — G'(z) = 0 ou encore : (F — G)'(z) = 0.
La dérivée de F'—G étant nulle sur I, la fonction F'—G est constante
sur cet intervalle :
NeRVeel, (F-G)(x)=A
(<) Si G = F+ ), alors G est dérivable sur I car F' l'est. De plus :
Vz el, G'(z) = F'(z) = f(z)

et G donc une primitive de f sur [I.

2) Soit G une primitive de f sur [I.
D’aprés le point précédent, il existe A € R tel que :

G(z) = F(z)+ A

Si G s’annule en ¢, on obtient : G(¢) = F(¢) + A =0 et donc A = —F(¢).
O
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I.2. Intégrale fonction de ses bornes

Théoréme 3.
Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle I.
Soit F': I — R une prmitive de F sur 1.
Soit c € I.

H

La fonction est la primitive de f

N R
T
x / f(t) dt  sur I qui s’annule en c.
&

(Ainsi, pour tout x € I, H(z) = F(z) — F(c))

1) En particulier, la fonction H est de classe €' sur I et de dérivée f.

Ve el, H(x)=F'(z) = f(x)

2) Side plus u,v : J — I sont deux fonctions dérivables sur Uintervalle J,
alors les fonctions :

Hy:z— f(t) dt,

()
Hl:xr—>/ f(t) dt,
c u(x)

sont dérivables sur J. De plus, pour tout x € J :
Hi(z) =v'(z) f(v(z)), Hy(x)=—u'(z) flu(z))
Hj(x) =v'(z) f(v(z)) - (2) flu(z))

v(x)
Hs:z— / fit)d
u(z)

Démonstration.
Comme f est continue sur I, elle admet une primitive F' sur [.

1) Pourmelz/x f(t) dt = [F(t)] = F(z) - F(o).

Ainsi H : z +— F(x) — F(c) et H est la primitive de f sur I qui s’annule
en ¢ (¢f Théoréme 2).

En particulier, la fonction H est dérivable sur I.

Sa dérivée f étant continue sur I, la fonction H est € sur I.

2) « Remarquons tout d’abord que, pour tout x € J :

v(x) oln
Hi(z) = / ft)ydt=[Ft) " = Fu(x)) - F(e)

La fonction x +— F(v(z)) est dérivable sur J car c’est la composée de :
x v, dérivable sur J. De plus, v(J) C I.
x F', dérivable sur I.

Par la formule de dérivation d’une composée, on obtient :

Vo € J, (Fov)(z)=F(v(z)) xv'(z) = f(v(x)) x v'(z)

t et ainsi : Vo € J, Hi(z) =v'(z) f(v(x)).

. De méme : /u SO @=[POT = F@) - Fu)

La fonction Hs : x — F(c) — F(u(x)) est dérivable sur J et :
Vo € J, Hy(x) = —F'(u(z)) x v'(z) = —u/(z) f(u(z))

v(z) ()
« Enfin : / f@t)dt=[ F(t) ]u(m) = F(v(z)) — F(u(x)).

La fonction Hs : z — F(v(x)) — F(u(z)) est dérivable sur J et :
Ve e J, Hi(z) = F'(v(z)) xv'(z) — F'(u(z)) x u/(z)
= V() fv(z)) — v/ (z) f(u(z)) 0
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1 1
t 1
imiti 3 . ——dt = = 2 (2 +1)73 dt
I.3. Calcul de primitives « a vue » /0 1) 5 /0 (t"+1)
Principe. 1 [ (+1)2
Il s’agit ici de calculer une intégrale en devinant une de ses primitives. = = [ ]
.. . . . 2 -2
Autrement dit, il faut étre capable de voir la fonction f & intégrer comme la 0
dérivée d’une autre fonction. _ 1 1 _ 1/ 1N 3
o4 #+D2 ] 4\4 1) 16
Exemple
/15dt [5t] =5(1-0)=5 /1 LA 1/1 2t (12 +1)72 dt
. = = — = = = 2
0 0 ol VEEF1 2 Jo
2 17
1 1 1 1 o Z (t +1)2
. Ldt=|-t| ==(1-0)== - i\
/0 [ 3 } 5(1-0) 3
0 1 0
1 1 - [ 2 +1 }
. Vidt = / t2 dt 0
J o — VBT = VB
3 1
_ t2 1 1
- %] AP N S
2 1, o (2+1) 2 Jo (#+1)
2 1 1 1
= 3 [evi]) = g [W(#+1D],
2 = (n() - o))
= 3(1-0=3 2
-2 —2 2 e% 2 -1 1
. /_1 cdt=[In(t]) ], = =2]) = In(] = 1]) = In(2) - Inf1] . /1 7 = _/1 e
1 2
S - -[+]
./ et dt=[e"] = (' - =e'—1 !
0 0 B ( 1 l)
= —(e2 —el
g e — \/é
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Primitives classiques.

Tout intervalle I tel

(avec a > 0 et a # 1)

Fonction Une primitive
que :

TH=a ICR T ar+ A
x> a” "t
(avec n € N) [cR A 1+)\
x> x® gt
—+x

(avec € R\ {—1}) [k SR 1+)\

1

T — I C R x = In(z)+ A
x
1

T — ITCR* z— In(—z) + A
x

x — e’ ICR x e’ + A
T ax

rea ICR - +A

(ot X\ est un réel quelconque)

Remarque

Il ne faut pas confondre z® (avec a # —1) et a® (avec a > 0) :

x pour tout z > 0 : 2% = e (@),

x pour tout xt € R: a” =e

x ln(a).

Fonction

Tout intervalle I tel

Une primitive

que :
z = (z) (u(z))" x u dérivable sur I. (u(z))nH
(avec n € N) $»—>n7+1+)\
el (2) (u(z))® x u dérivable sur I. () X
(avec « € R\ {—1}) x u>0sur I. x»—)TH+

x 1 dérivable sur I.
x u # 0 sur I.

x — In(Ju(z)]) + A

x 1 dérivable sur I.

x> @) 4\

Remarque

o Il faut penser a la forme z — o/(x) (u(x))® dés que la fonction & intégrer
contient une puissance. Par exemple :

1
t
/ dt =
0 12+ 2

! t 1
/ L
0o (t2+42) 2

}

1

NI= o=

(t? +2)

i

1
/ 2 (12 +2)72 dt
0

1

:[ t2+2} =V3-12

0

« Cette primitive classique est parfois présentée sous la forme suivante :

u'(x)

(u(x))?
(avec p € R\ {1})

T —

x u dérivable sur I.

x u >0 sur I.
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II. Extension de la notion d’intégrale

I1.1. Extension a des fonctions a valeurs complexes

Théoréme 4.

Soit f : [a,b] — C une fonction d’une variable réelle et a valeurs complexes.

Re(f) et Im(f) sont

1) | f est continue sur |a,b] continues sur [a,b]

2) Si c’est le cas, on définit alors l'intégrale de f sur |a,b] par :

b b b
/ F(t) dt :/ Re(f(1)) dt+i/ Tm(f()) dt
Application

Primitive des fonctions x — e* cos(bx).

I1.2. Extension au cas des fonctions continues par morceaux
Définition
« Soit f :[a,b] — K une fonction définie sur un segment |a, b|
« On dit que f est continue par morceaux sur [a, b] s’il existe une subdivision
ag=a<a; <---<ay=">telle que, pour tout i € [0,n — 1] :
x f est continue sur ]a;, a; 1],
x f admet une limite a droite finie en a;,
x f admet une limite & gauche finie en a;41.
« On peut alors, pour tout intervalle ]a;, a;+1[, considérer la fonction f; ob-
tenue par prolongement par continuité de f las,aipq] SUT (@i, ait1].

b
« L’intégrale / f(t) dt apparait alors comme somme d’intégrales de fonc-
a

tions continues sur un segment, ce qui démontre la bonne définition d’'un
tel objet :

a;

b n
/ f(t) dt = ; fi(t) dt

ai—1

« Une fonction est dite continue par morceaux sur un intervalle I réel si elle
est continue par morceaux sur tout segment de I.
On note %,,(I,K) I'ensemble des fonctions continues par morceaux de [
dans K.

Représentation graphique.

ag = a ap az as=>b

Remarque

« La fonction inverse est continue par morceaux sur |0, 1] car elle est continue
par morceaux sur tout segment [a, 1] (ot a € |0, 1]).

« On note f la fonction définie par :
f o [0,400] — R
six >0

8|~

T
0 stx=0
La fonction f n’est pas continue par morceaux sur [0, 1].
« La fonction partie entiére est continue par morceaux sur R.
« Les fonctions continues sur un intervalle I sont continues par morceaux sur I.
« L’ensemble %, (I,KK) est un sous-espace vectoriel de K/, stable par multi-
plication.
« Une fonction continue par morceaux sur I est aussi continue par morceaux
sur tout sous-intervalle de I.
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I1.3. Extension a des fonctions continues sur [a, +00[ ou |—00, b]
Définition
Soit (a,b) € R%.
e Soit f : [a,+0o[— K une fonction continue par morceaux sur [a, +00].
+oo
x On dit que l'objet / f(t) dt est une intégrale impropre en +oc.
a oo
x On dit que lintégrale impropre / f(t) dt est convergente (en
a
+00) si la fonction :

[a,+oo] i R
x — / f(t) dt

admet une limite finie lorsque x tend vers +o0.

+o0
Si c’est le cas, la valeur de / f(t) dt est donnée par :
a

/:oo f()dt = lim_ /j F(t) dt

—+00
x Dans le cas contraire, on dit que / f(t) dt diverge.
a

e Soit f:]—00,b] — K une fonction continue par morceaux sur | — 0o, bl.

b
x On dit que 'objet / f(t) dt est une intégrale impropre en —oc.
—0o0

x On dit que 'intégrale impropre / f(t) dt est convergente (en —o0)
—0o0

si la fonction :
| —o00,b] =

x—>/f

admet une limite finie lorsque x tend vers —

b
Si c’est le cas, la valeur de / f(t) dt est donnée par :
—o0

b F(t)dt = lim ' F(t) dt
/. g

b
x Dans le cas contraire, on dit que / f(t) dt diverge.
—00

e Soit f:]— 00, +00[— K une fonction continue sur | — oo, +00].

+oo

x On dit que 'objet / f(t) dt est une intégrale impropre a la fois

—00
en —oo et 4o0.
+o00o
On dit l'intégrale impropre / f(t) dt est convergente (a la fois

—00
c +o0
en —oo et +00) s'il existe ¢ € R tel que / f(t) dt et / f(t) dt
—00 (&
sont toutes deux convergentes.
+o00
Si c’est le cas, la valeur de / f(t) dt est donnée par :

—00

/_:O f(t) dt = /_OO f(t) dt + /c+°° F(t) dt

Dans le cas contraire, i.e. si, pour tout ¢ € R, 'une des intégrales im-

c “+oo
propres / f(t) dt ou / f(t) dt diverge, on dit que l'intégrale

—00

—+00
impropre / f(t) dt est divergente.

—0o0

(en pratique, considérer ¢ = 0 suffit a conclure : cf remarque suivante)
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+oo
METHODO étude de I'objet /a f(t) dt ou f est continue par

morceaux sur [a, +o0o].

1) On rappelle que f est continue par morceaux sur [a, +00|.
+oo
Ainsi l'intégrale / f(t) dt est impropre seulement en +00.
a

B

2) On introduit B € [a,+oo[ et on étudie si f(t) dt, intégrale sur le

a
segment [a, B], admet une limite finie lorsque B — +oc.

(comme [ est continue par morceaux sur [a,+oo[, f est aussi continue
par morceauz sur |a, B])

+oo

3) Si c’est le cas, on conclut que f(t) dt est convergente.

a
Dans le cas contraire, cette intégrale impropre est divergente.

Exemple
- +w
« Etude de la nature de / t dt.
1

1) La fonction f : ¢+ t est continue sur [1,4o0].

+00
L’intégrale / f(t) est donc impropre seulement en +oo.
1

2) Soit B € [1,+o0].
B 2
/ Mt:[t} :1[152]3:l
1 2 | 2 1 2

+oo
8) On en déduit que l'intégrale impropre / t dt est divergente.
1

+oo
« Etude de la nature de / 1 dt.
0

1) La fonction f : ¢+ 1 est continue sur [0, +oo.

+oo
L’intégrale / f(t) dt est donc impropre seulement en +o0.
0

2) Soit B € [0, +o0l.

/OB Ldt=[t]

+o0
3) On en déduit que / 1 dt est divergente.
0

=B — +o0
B—+o0

) oo 1
« Etude de la nature de / n dt.
1

1
1) La fonction f : ¢ — n est continue sur [1, +0o0[.

+oo
L’intégrale / f(t) est donc impropre seulement en +oo.
1

2) Soit B € [1,+o0].

/IB %dt:[ln(|t|) I” =In(B) - 1] — +o

B—+oc0

+o0 1
3) On en déduit que / n dt est divergente.
1
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+o0 1
— dt.
1 tVt

1
1) La fonction f : ¢+~ ——= est continue sur [1, +o0].

tV/t

+00
L’intégrale / f(t) est donc impropre seulement en +o00.
1

« Etude de la nature de

2) Soit B € [1,+o0l.

tVt

“+oo
3) On en déduit que 'intégrale impropre / dt est convergente.
1

+oo 1
De plus : — dt = 2.
P /1 t/t

Penser a faire apparaitre les quantités comme des puissances :
1

3
— =t1t2

tVt

—+o0o
Etude de la nature de / %2 dt.
1

1
1) La fonction f : ¢+ 2 est continue sur [1, +o0].

+oo
L’intégrale / f(t) est donc impropre seulement en +o00.
1

2) Soit B € [1,+o0].
B q 11° 11° 1
Sdt=|—| =—| =] =—(5-1) — 1
Lt t] t] B Boteo

—+00
3) On en déduit que l'intégrale impropre / ) est convergente.
1

oo dt
De plus : / 2= 1.
1

- +m
Etude de la nature de / et dt.
1

1) La fonction f :t+— et est continue sur [1,+o0l.

+oo
L’intégrale / f(t) est donc impropre seulement en +o00.
1

2) Soit B € [1,+0o0].

1
— e =-

B B B
—t g [ _ o=t 1? 1ot _ _(a-B _ 1
/1 e tdt=[—e"] [e ]1 (e e )B—>+oo .

1

+oo
3) On en déduit que l'intégrale impropre / e~ ! dt est convergente.
1

400 1
De plus : / e tdt=~.
1 €
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I1.4. Extension a des fonctions continues sur [a,b] ou |a, ] Si cest 1o cas. 1a valeur de /b F(t) dt est donnée par :

Définition
Soit (a,b) € R? avec a < b. b ' b
/ 0 = tm [ f) dt
o Soit f : [a,b[— K une fonction continue par morceaux sur [a, b[. a T Jy

b
. 1 . . b
x On dit que I'objet /a f(t) dt est une intégrale impropre en b. « Dans le cas contraire, on dit que / F(t) dt diverge.
a

b Soit f : |a,b[— K foncti ti ‘ b
x On dit que I'intégrale impropre / f(t) dt est convergente (en b) si * ° f + ]a, b= K une fonction continue par morceaux sur |a, b[.
a

b
la fonction : x On dit que 'objet / f(t) dt est une intégrale impropre a la fois
[a,b] — R a
x en a et b.
r = t) dt b
/a f(®) x On dit que I'intégrale impropre / f(t) dt est convergente (a la fois
a

admet une limite finie lorsque x tend vers b. c b
en a et en b) s'il existe ¢ € R tel que / f(t) dt et / f(t) dt sont
a C

b
Si c’est le cas, la valeur de / f(t) dt est donnée par :
a toutes deux convergentes.

b . (dans la pratique, on prend n’importe quel ¢ € |a,b|)
. b
/a ft) dt = }}E}, /a F(¢) dt Si c’est le cas, la valeur de / f(t) dt est donnée par :

b b c b
x Dans le cas contraire, on dit que / f(t) dt diverge. / f@t) dt = / ft) dt + / ft) dt

« Soit f : ]a,b] — K une fonction continue par morceaux sur |a, b)].

x Dans le cas contraire, i.e. si, pour tout ¢ € ]a,b[, 'une des intégrales

b

. s - A . c b

x On dit que 'objet /a f(t) dt est une intégrale impropre en a. impropres / £(£) dt ou / £(t) dt diverge, on dit que Dintégrale
b b ¢
x On dit que I'intégrale impropre / f(t) dt est convergente (en a) si impropre / f(t) dt diverge.
. a a
la fonction : (en pratique, considérer un seul élément c € la,b[ suffit)
la,b] — R
b Remarque
T /x (1) dt Cette définition est analogue a celle d’intégrale impropre en +oc0.

.. . L’étude de ces intégrales généralisées est donc similaire a 1’étude précédente.
admet une limite finie lorsque x tend vers a.

10
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b
METHODO étude de I'objet / f(t) dt ou f est continue par

a
morceaux sur [a, b[.

1) On rappelle que f est continue par morceaux sur [a, b.

Ainsi, I'intégrale / f(t) est donc impropre seulement en b.
a

B
2) On introduit B € [a, b[ et on étudie si / f(t) dt, intégrale sur le segment

a
[a, B], admet une limite finie lorsque B — b.
(comme f est continue par morceaux sur |a,b], f est aussi continue par
morceaux sur [a, B])

3) Si c’est le cas, on conclut que / f(t) dt est convergente.

Dans le cas contraire, cette intégrale impropre est divergente.

Exemple

2
« Etude de la nature de / L dt.
o t—2

1) La fonction t — est continue sur [0, 2].

L’intégrale / f(t) est donc impropre seulement en 2.
0

B B B
2) soitBe[o,z[./O malt:[ln(yt—zy) ) =[lm@2-1)] =hE2-

B) —1n(2) 5, T

2
1
3) L’intégrale impropre / o dt est donc divergente.
0

1
« Etude de la nature de / In(t) dt.
0

1) La fonction ¢t — In(¢) est continue sur |0, 1].

L’intégrale / f(t) est donc impropre seulement en 0.
0

2) Soit A € 0, 1].
On procéde alors par intégration par parties (IPP).
(on y reviendra plus tard dans le chapitre)

Cette IPP est valide car u et v sont ¢ sur [A4,1]. On obtient :

/1 () dt = [th()] - /lldt

A A

= —An(4) — (1-A4)

= A-—Aln(d)—1— -1

A—0

1
3) L’intégrale impropre / In(t) dt est donc convergente.
0

1
De plus : / In(t) dt = —1.
0

11
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1
« Etude de la nature de / t In(t) dt.
0
1) La fonction f : ¢+ ¢ In(t) est continue sur |0, 1].
1
L’intégrale / f(t) est donc impropre seulement en 0.
0

2) Soit A € ]0,1].
On procéde alors par intégration par parties (IPP).

N"H&:w\)—l

Cette IPP est valide car u et v sont " sur [4,1]. On obtient :

/Altln(t)dt - [tjln(t)] - ;/Altdt

A

2 2 7t
SR 4
2 2 2

A

A2 1 1

- _?ln(A) — Z[tQ]A

-t lenw-i o2
A—0

En effet : lim A% In(A) = lim A x A In(A) = 0.
A—0 A—0

1
3) L’intégrale impropre / t In(t) dt est donc convergente.
0

1
1
De plus : / tIn(t) dt = —-.
) 4

e Ce constat permet de démontrer que l'objet

Remarque

« Comme tlIn(t) P 0, on peut prolonger la fonction f : t +— ¢ In(t) par
continuité en posant f(0) = 0. En notant toujours f la fonction ainsi pro-
longée, I’'objet 1 f(t) dt n’est plus une intégrale impropre mais l'intégrale
sur un segment (zie la fonction f continue sur [0, 1].
De telles intégrales sont appelées intégrales faussement impropres.

1
f(t) dt est bien défini.

Toutefois, cela ne permet pas de connaitre laovaleur de cette intégrale.
Si I’énoncé exige cette valeur, il est nécessaire d’effectuer I’étape 2) (on
introduit = € ]0,1], on travaille sur une intégrale sur un segment et on
détermine la limite lorsque = — 0).
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I1.5. Extension a des fonctions continues sur un intervalle
quelconque

I1.5.a) Intervalle ouvert quelconque

On a vu précédemment la notion d’intégrale impropre en oo et la notion
d’intégrale impropre en un point. On peut aussi considérer des intégrales
impropres a la fois en un point et en 'infini.

Définition
Soient —oo < a < b < +oo.
« Soit f: ]a,b]— K une fonction continue par morceaux sur |a, b|.
b
x On dit que l'objet / f(t) dt est une intégrale impropre a la fois
a

en a et b.

b
x On dit que l'intégrale impropre / f(t) dt est convergente (a la fois
a

c b
en a et en b) s'il existe ¢ € R tel que / f(t) dt et / f(t) dt sont
a Cc

toutes deux convergentes.
(dans la pratique, on prend n’importe quel ¢ € ]a, b|)

b
Si c’est le cas, la valeur de / f(t) dt est donnée par :
a

/ab ft) dt = / Ft) dt + /cb F(t) dt

x Dans le cas contraire, i.e. si, pour tout ¢ € ]a,b[, 'une des intégrales

c b
impropres / f(t) dt ou / f(t) dt diverge, on dit que l'intégrale
a (&

b
impropre / f(t) dt diverge.
a

(en pratique, considérer un seul élément ¢ € Ja,b| suffit)

Remarque
Cette définition recouvre tous les cas précédents d’intégrale doublement im-
propre. L’étude de telles intégrales s’effectue donc de maniére similaire.

Exemple
4

2Vt

est continue sur |0, 4-o00].

+oo
Etude de la nature de / dt.
0

oV
24/t

+oo
L’intégrale / f(t) est donc impropre a la fois en 0 et en +o0.
0

1) La fonction f : ¢t —

2

- 1 e_‘/z

2) « Etudions la nature de 'intégrale / dt.
0 Vi

r |0, 1].

(i) La fonction f est continue su
(i1) Soit A €]0,1].

1 e—\/f
/ it =
A 24t

- ~[]
A
= (el -V
— A A_1 1_1
e A-=0 e

e Vi
dt est convergente.
2/t 8
Vi 1
dt =1-——.
e

1
(iii) On en déduit que /
0

1
De plus : / ¢
0

2Vt

13
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G
2Vt

+oo
o Etudions maintenant la nature de I'intégrale /
1

(i) La fonction f est continue sur [1, 4+o0[.
(i) Soit B € [1,400].

B _—t B
/1 E;—\/%alt = —{e_ﬁ}l

e B—+oco €
e Vi
2/t
too Vi 1
De plus : dt = —.
P /1 2vi e

+oo
3) On en déduit que / f(t) dt est convergente. De plus :
0

oo o—Vi IRRNG oo o—V1i
/ it — / dt + /
0 2/t 0 24/t 1 2/t

+o00
(i%i) On en déduit que / dt est convergente.
1

dt.

III. Calcul des intégrales impropres convergentes

Afin de calculer la valeur d’intégrales impropres convergentes, il est souvent
avantageux de se ramener & un calcul d’intégrales sur un segment, suivi d’un
passage & la limite.

II1.1. Primitive & vue d’une intégrale impropre : un exemple

Exemple
. o0 el
o Etude de la nature de I'intégrale impropre /0 m dt.

et
(1+el)2

+oo
L’intégrale / f(t) dt est donc impropre seulement en +o0.
0

1) La fonction f: ¢ +— est continue sur [0, +-o00].

2) Soit B € [0, +o0].

/OB(lftet)?dt = /OB el (1+¢") 7% dt

-1

B
_ t\—1
= —[a+e) )
1 1 1
2 1+eB Bstoo 2

t

+o0
3) On en déduit que / ( 5 dt est convergente.
0

1+et)

+oo et 1

De plus : — dt = —.
¢ plus /0 (1—|—et)2 9
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t
V2 — 2

est continue sur [0, v/2].

dt.

V2
« Etude de la nature de I'intégrale impropre /
0

t
1) La fonction f : t — ——
) f 5

V2
L’intégrale / f(t) est donc impropre seulement en /2.
0

2) Soit B € [0,v2].

/B LV 1/8( 2) (2 —t2)"2 dt
0 V2—t? B 2 Jo

B

4[]

dt est convergente.

V2o
3) On en déduit que /
) q ; 5

V2o
De plus : dt =2

II1.2. Intégration par parties
IT1.2.a) Notion de « crochet généralisé »
Définition
Soient —oo < a < b < +oo.
Soit f : I — K une fonction définie sur I = [a, b (resp. ]a, b] ou ]a, ]).

e Cas I = [a,b[ : sila fonction f admet une limite finie en b, on note :

b

[f(®)], = lim f(t) = f(a)

t—b

e Cas I = ]a,b] : si la fonction f admet une limite finie en a, on note :

()], = f(b) —lim f(?)

t—b

e Cas I =]a,b[ : si la fonction f admet une limite finie en a et une limite

finie en b, on note :

[f(t) ] = lim f(t) — lim f(¢)

t—b t—a

Si I'un ou lautre de ces cas est vérifié, on dit que le crochet généralisé est
convergent. Dans le cas contraire, on dit qu’il est divergent.
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I11.2.b) Intégration par parties d’une intégrale généralisée
Théoréme 5.

Sotent —oo < a < b < +o00.

Soient u,v : I — K deuz fonctions de classe € sur lintervalle réel I = [a, b

(resp. a,b] ou la,b]).

1) En cas de convergence des trois termes en présence :

2) De plus, si deux de des trois termes ci-dessous sont convergents, alors il
en est de méme du troisieme.
En particulier, si le crochet converge, alors les deux intégrales ont méme
nature (toutes les deux divergentes QU toutes les deuzx convergentes).

Remarque

« Afin de faciliter Pécriture de lintervalle [a,b] (resp. |a,b] ou ]a,b[), on a
supposé a < b. Cette hypothése n’est en réalité utile que pour les résultats
mettant en jeu des inégalités (croissance de 'intégrale et inégalité triangu-
laire). On peut donc écrire une intégration par parties pour une intégrale

0
généralisée /
+o0o
« Profitons-en pour rappeler que si f est continue sur [a, b] alors :

... dt (pour peu que les termes en présence convergent).

a

Aaﬂﬁdt:[Funb:

ot F' est une primitive de f sur [a, b].

—ww%F@>:—Aaﬂwﬁ

Ce résultat est aussi valable sur les intégrales généralisées convergentes (si
I'intégrale est impropre en b, on écrit 1'égalité précédente en remplacant =
par b et on considére alors la limite lorsque z tend vers b).

o Le programme officiel précise : « On évite tout exceés de rigueur dans la
rédaction. Ainsi, dans les calculs concrets mettant en jeu l'intégration par
parties ou le changement de variable, on n’impose pas de rappeler les hy-

potheéses de régularité des résultats utilisés. ».

Cela signifie qu’il n’y aura jamais de point de baréme accordé au fait que
les fonctions u et v sont de classe €’'. Pour autant, il faut quand méme
signaler, avant 1’écriture d’une intégration par parties d’une intégrale gé-
néralisée, que les termes en présence convergent.

Démonstration.
« La fonction uv est €' sur I comme produit de deux fonctions € sur 1.
De plus :
(uwv) =u v+ ud
o Ainsi, la fonction uv est une primitive sur I de v/ v + uv'.

Cette derniére fonction est continue sur [a,b] par somme/produit de fonc-
tions continues sur [a,b] (comme u est de classe €, v est de classe €°).

e On en déduit :

b
/ (u'v 4+ uwd')(t) dt =

« Enfin, par linéarité de I'intégrale :

[u()v(t) ],

/ab (u'v + w')(t) dt = /ab (u'v)(t) dt + /ab (w')(¢) dt

Remarque
Effectuer une IPP consiste donc a écrire la fonction dont on doit calculer
I'intégrale comme un produit de deux fonctions (u x v') :

x dont I'une sera dérivée (u ~ u’),

x et Pautre sera intégrée (v ~ v).
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IT11.2.c) Nature et calcul d’une intégrale généralisée via une inté- Remarque

gration par parties : illustration sur un exemple o Tout le calcul précédent est présenté a I’aide d’intégrales de fonctions conti-

Exemple nues sur un segment. I1 ne requiert donc pas de démonstration de convergence.
. too oy « Rappelons que I'écriture :
Etude de la nature de l'intégrale impropre / et—; dt. PP 4
1 ! Foo e% e% o T et
1) La fonction f : ¢t — i—; est continue sur [1, +oof. /1 +3 dt = ot 1 _/1 +2 di
+oo
L'intégrale /1 f(t) est donc impropre seulement en +oc. requiert quant a elle la justification préalable de convergence des trois
2) Soit B € [1,400]. termes en présence. Cela a tendance a conduire & une rédaction inutilement
On procéde alors par intégration par parties (IPP). lourde.
1 1 Exemple
u(t) = n u'(t) = ] 2 , 2
. / In(t) dt = [ ¢In(t) ] —/ 1 dt = 2n(2) — 1
, 1 1 1 ! 1
V(t) = 5 et w(t) = —et 2 2
r / t21n(t) dt = ! [ 2 In(t) ]2 — 1/ t2 dt =
On obtient : 1 e vo3 T
B ot 1 B ot /2 *In(t) dt = — [tk“l (t)]2 L
. n =— n -— =...
' ! ' ? 2 2 1? ?
N . . / (In(¢))* dt = [ (In(¢)) ]1 —2/ In(t) dt = ...
_ <e1 _ &5 > _ [ et } 1 1
- B ) 2 tln(t) Lo 1 1 /2 1
dt=—=|({t"+1)""In(¢ dt
1 /1 (£ +1)2 [(E+)7 @ ], +35 L I+ 2)
€eB 1 1 1 t
- _2 ) - _ oF Or ————=-—-——-+=4d e
(EZ B) (EZ eB) Trae) Tt e O
1 /1 3 42 d 1 2 ¢2 ! 1 2 d
1 eb . t°e” dt = = | e — te” dt=...
: R ]
er B B—+o00 0 2 0 0
+o00 <
3) On en déduit que / f(t) dt est convergente. A RETENIR
+o0 ! Il faut s’empresser de dériver la fonction In : en la dérivant, on tombe sur le
De plus : / f@) dt = 1. calcul de la primitive d’une fonction rationnelle.
1
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Application : calcul d’une primitive de In
Soit = > 0.
Le calcul précédent fournit la primitive de la fonction In qui s’annule en 1.

/1 In(t) dt:[tln(t)]l—/l L dt = 2ln(z) — (z - 1)

I11.3. Changement de variable dans le cas d’une intégrale gé-
néralisée
I11.3.a) Rappel de 1°*® année : changement de variable pour une

intégrale sur un segment

Théoréme 6.
Soit f : I — K continue sur un intervalle I.
Soit ¢ une fonction de classe €' sur J = [a, B] telle que (|a, B]) C I.

/LP(B)
w(a)

o La fonction f est continue sur l'intervalle I.
Elle admet donc une primitive F sur I de classe €' sur I. Ainsi :

/W) fd = [FOTY =

(a) (o)

B8
£(t) dt = / (fop)(t) &) dt

Démonstration.

F(p(B)) — Flp())

= (Fop)(B)—(Fop)(@) = [(Fop)t) ]

« Par composée, la fonction F o ¢ est €' sur J. De plus :
(Fop)=Fopxy =fopxy

e« On en déduit :

B8
[(Fop)t)] = / foplt) x (1) dt

Remarque

o Lorsque l'on cherche a calculer une intégrale par changement de variable,

w(B)

on part de 'intégrale de gauche < / f(t) dt) pour obtenir celle de
@

()
droite ( /a ’ (fop)(t) ¢'(t) dt).

1
Généralement l'intégrale de gauche arrive sous la forme / ... (par exemple).
0
(les bornes de l'intégrale sont des valeurs et n’apparaissent pas naturellemnt
sous la forme d’images de la fonction )

Il s’agit alors, connaissant ¢, de trouver une valeur « (resp. ) telle que
o(a) = 0 (resp. ¢(B) = 1). Il n’est pas nécessaire, pour démontrer le
résultat, que la fonction ¢ soit injective. En conséquence, il peut exister
plusieurs valeurs de « (resp. ) telles que p(a) = 0 (resp. ¢(8) = 1).

2
o Pour illustrer ce propos, considérons l'intégrale / Vt dt.
1

Appliquons maintenant le théoréme précédent avec ¢ : t — t2.

ot) =12 et (t) =2t
epa)=1 & a?=1 & (a=100a=-1)
cp(B)=2 & =2 & (B=V20U f=-V2)

En appliquant le théoréme, on aboutit aux intégrales suivantes :

vz vz vz vz
/ )% 2t dt / (]2t dt / 1t 2t dt / (]2 dt
1 —1 -1 1

Laquelle est « la bonne » 7 En réalité, elles sont toutes valides.
Il n’y a donc pas, a priori, de meilleur choix.

o Afin de fixer I'un des choix précédents, il est assez classique d’exiger que
la fonction ¢ : I — J choisie pour le changement de variable soit une
bijection strictement croissante I sur J. Dans ce cas, la question précédente
ne se pose plus puisque ¢(«) admet comme un unique antécédent par ¢
I’élément «.
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Aspect pratique

o Si on se référe au théoréme précédent, un changement de variable est la

donnée d’une fonction .

dt
ot

2
— calcul de /
1

1

pt) =In(t) et (1) =~
1 = a=e

=2 = pB=f

Ce changement de variable est valide car ¢ est € sur [e, e

2 e?
dt 1 1
On obtient : / == / .
1 e‘l—l e t+1t
1

. 1
On termine ce calcul en remarquant :

tt+1)

dt
t+1

2
< calcul de /
1 (S

u=-¢e' donc t = In(u)

1 1
S du=cetdt et dt:—tdu:fdu

e U
et=1= u=el

o1 =2 = U:e2

1
En remplacant dt par — du et e’ par u, on obtient :
u

/2 dt /62 11
- = —du
1 et+1 ad u+lu

ce qui correspond au calcul précédent.

t ot
o Il est fréquent que le cours de physique propose une présentation symbo-
lique du changement de variable. Exposons briévement cette présentation.

a 'aide du changement de variable ¢ : ¢ — In(?).

& I'aide du changement de variable

u==c

(on voit alors naturellement apparaitre
la fonction ¢ : u — In(u))

L’idée du changement de variable est de faire disparaitre une partie « gé-
nante » de la quantité f(¢). Ainsi, il est relativement fréquent de poser le
changement de variable : « u = la racine présente dans 'intégrale ».

2
_ dt
METHODO : calcul de _—
- 1 t+2VE
L’idée est de poser « u = v/t » et donc t = u?.
On pose donc le changement de variable ¢ : t — t2.
o(t) =% donc '(t) =2t

()=1 = a=1

@
e(B)=2 = B=12

On obtient :

2 gt vz vz
= ot dt = 2 dt
/1 t+2v1 /1 2+t /1 tt+1)

V2+1
2

— 2[(t+1)]" :2111(

1
1
METHODO : calcul de / — dt.
— o Vitd
L’idée est de poser « u = v/1+ el » et donc t = In(u? — 1).
On pose donc le changement de variable ¢ : t — In(t? — 1).
2 / 2t
o(t) =In(t* — 1) donc ¢'(t) = 21
e pla)=0 = a=+2
° gp(ﬁ):l = B:\/l—i—e
1 V1+e
1 1 22
On obtient : / dt = / - ——— du.
o Vitel s L2 —1
1 1
On termine ce calcul en remarquant que : 21 ; E 177 j_ 1
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I11.3.b) Changement de variable pour une intégrale impropre

Théoréme 7.
Soient —co<a<b<< 4+ et —co<a< f < +00

Soit f : I — K une fonction continue par morceauzr sur I = [a,b] (resp.

la,b] ou |a,b]).

Soit ¢ : Ja, B — |a,b] bijection strictement croissante de classe €' sur

Jev, B.

« Le programme officiel autorise le changement de variable directement sur

les intégrales généralisées. Cependant, cela a tendance & complexifier in-
utilement la recherche de bornes de l'intégrales résultat. Il est souvent
pertinent de faire les calculs sur un segment et de conclure par un passage
a la limite.

Il est enfin noté qu’on « applique ce résultat sans justification dans les cas
de changements de variable usuels ». On peut notamment considérer que

b
1) Alors les intégmles/ f(t) dt et/

B

o
nature.

2) De plus, en cas de convergence :

b B
/ f(t) dt = / (fo)(t) (1) dt

Remarque

Le fait que I'on travaille sur des intégrales généralisées a une conséquence

un peu pénible : on ne peut pas forcément écrire p(«) (si @« = —oo par

exemple) ni p(f) (si B = +oo par exemple). Généraliser le résultat des fonc-

tions continues sur un segment est donc un peu plus subtil qu’attendu. On

pourrait éventuellement remplacer a par lim ¢(x) (resp. b par lim ¢(z)).
T z—3

Le programme officiel fait quant & lui le choix d’ajouter la contrainte que
© soit une bijection strictement croissante. Cette hypothése permet de
conclure a = lim ¢(z) (resp. b = lim ¢(x)).

rT—a z—

Il est aussi possible de procéder & un changement de variable avec une
fonction ¢ : |a, B[ — Ja, b[ qui est une bijection strictement décroissante.
Dans ce cas, si I'une des intégrales en présence est convergente, on peut
conclure :

/ab f(t)dt = /: (fop)(t) ¢(t) dt = —/j (fop)t) ¢'(t) dt

(fo)(t) ¢'(t) dt sont de méme

les changements de variables affines sont usuels.

IT1.3.c) Changement de variable pour une intégrale impropre par
calcul sur un segment

Exemple
dt

+oo
Etude de la nature de l'intégrale impropre / -
0 et + 1

1
1) La fonction f:t— — 1 est continue sur [0, +00[.
e

“+o0o
L’intégrale / f(t) dt est donc impropre seulement en +o0.
0

2) Soit B € [0, +oo[. Posons le changement de variable ¢ : ¢t — In(t).

o(t) = In(t) donc ¢'(t) = %
° ()0(04) =0 = a=1
«o(B)=B = B=¢P
On obtient :
B at o
/0 et +1 - / /1 (t_t—i-l> dt
dt d B 5
N / t / t%l = [In(t)) ], —[In(jt+1]) ]
— In (eBe+ 1) +In(2) — ()
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oB B
zletdonc:1n<

' —————— ~
eB + 1 Botoo eB

eB

ca. eBH_> Bjoo 111(1) =0.

+oo
3) Ainsi, / f(t) dt est convergente.
0

+o00
De plus : / f@t) dt =1n(2).
0

Remarque

En vertu du théoréme de changement de variable sur les intégrales géné-
ralisées, la fonction ¢ : 1, +o00[ — ]0, +00] étant une bijection strictement
croissante de classe €', on peut aussi directement conclure que les inté-

+o00 1 +o00 1
grales / ——— dt et / ——— dt sont de méme nature.
0 et 4+ 1 1 t(t —+ 1)

Le probléme intervient alors pour le calcul de cette derniére intégrale. On
utilise une décomposition en éléments simples et le fait que U'intégrale est
linéaire. Ce qui est vrai ... pour peu que les intégrales en présence soient
convergentes! Ce n’est pas le cas. Il convient alors d’effectuer la fin de
calcul sur un segment (comme réalisé plus haut).

I11.3.d) Changement de variable pour une intégrale généralisée :

un exemple issu des concours

Exemple (CCINP 2021)

$t

— dt.
tOé

+o0
Pour tout x € ]0, 1, on considére l'intégrale : I(x) = /
0

1. Justifier que, pour tout x € |0, 1[, 'intégrale I(x) est convergente.

2. On rappelle que la fonction I' d’Euler est définie sur R* par :

+o0
Vs e RYL, I'(s) = / t5 et dt
0

Pour tout x € |0, 1], déterminer une expression de I(x) faisant intervenir
In(z), a et I'(1 — a).

III.3.e) Changement de variable et parité dans le cas d’une inté-

grale impropre

Théoréme 8.

Soit a € RY U {+00}.

Soit f: ] —a,a[ - K continue par morceauz sur | — a,al.

o Si f est paire :

a

a
1) Les intégrales f(t) dt et/ f(t) dt sont de méme nature.
—a 0

2) Sil’une des intégrales est convergente :

_a (1) dt:2/0a F(u) du

o Si f est impaire :

a

a
1) Les intégrales f(t) dt et / f(t) dt sont de méme nature.
—a 0

/.

F(t) dt =0

2) Sil’une des intégrales est convergente :

Représentation graphique. (Cas d’une intégrale sur un segment)

Cas d’une fonction impaire

L+ ]=0

Cas d’une fonction paire

m+=-2
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Exemple Remarque
. Ftude et nature de Iintégrale V2 t gt « Insistons sur le fait que le changement de variable requiert une hypothése
Sz V22 de convergence.
1) La fonction f : ¢+~ est continue sur | — v/2, V2] o Ainsi, dans le dernier exemple, la parité de la fonction f n’est en fait
V2—1t ’ d’aucune utilité : on ne peut effectuer le changement de variable puisque
De plus, elle est impaire car, pour tout t € | — v/2,v/2[ : e ) oo .
I'intégrale impropre t dt est divergente.
—t —t 0
() = Zm=m = g = IO
0 t V2o
2) On en déduit que les intégrales / ——— dt et — dt
) d & V2 V2 —1t2 0 V2 —t2

sont de méme nature.

3) En cas de convergence (c’est le cas), on a alors :

V2o 0 t V2o
/ dt:/ dt+/ S
3 V212 5 V212 0 V2—¢2

« Etude et nature de I'intégrale : /+OO t dt.
1) La fonction f :t — t est conti;:e sur | — 00, +00|.
L’intégrale /+oo f(t) est donc impropre a la fois en —co et en +oo.
De plus, la fo_nogtion f est impaire car, pour tout t € | — oo, +o0] :
f(~t) = ~t = ~f()
400

+oo
2) On en conclut que les intégrales / t dt et / t dt sont de méme
0

—0o0
nature (ce qui n’est pas une grande nouvelle!).

On NE peut PAS pour autant en conclure :
0 +o0
/ tdt = tdt = 0
= —00 0

(hypothése de convergence est primordiale!)
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IV. Intégrales classiques

Théoréme 9.
Soit o € R.

too 1
1) — dt est convergente << a>1
1 e

(critére de Riemann)

+o00
2) / e dt est convergente & a >0
0

Démonstration.

1
1) La fonction f : ¢t — o est continue sur [1, +o00[. Soit B € [1, +00].

B B
Sia=1: [ jdt=(In(le) )} =n(E)

1 oo |
Comme In(B) — +o0, l'intégrale / — dt est divergente.

B—+oc0 1 ta
B B —at+1 17 —a+1
1 t— B 1
Sla#lz/ dt:/ tmdt = = —
****** . te 1 —a+1 ) —a+1 —a+1
Enfin si —a+ 1 < 0 alors Bt — 0,
B—+00

et si —a+1>0alors B~*t1 — 4o0.

B—+oc0
2) La fonction f : ¢~ e~ est continue sur [0, +oo[. Soit B € [0, +o0].

B
/ Ldt=[t] =B
0

+oo
Comme B — +o0, l'intégrale / e~ dt est divergente.
0

B—+400

. /B efat g — e—at B - e—aB B l _ l B e—aB
Lo —a | a a a a

Enfin si @« > 0 alors e *8 — 0,
—aB

— +o00.
B—+00

et si a < 0 alors e

B—+4o00
O

Remarque
o La démonstration nous permet de connaitre la valeur de ces intégrales

(lorsqu’elles sont convergentes) :

oo g 1
Sia>1alors/ — dt =
1 te a—l
+o0 1
Sia>0alors/ e dt = —
0 «

« Par application de la relation de Chasles (dans le cas des intégrales géné-

ralisées), on démontre :

Ya > 0,

“+o0o
/ o dt est convergente & a>1
a

Vb € R,

+o0o
/ e ™ dt est convergente < a >0
b

a 1 b
(il faut bien comprendre que les intégrales / o dt et / e o dt sont
1 0

des intégrales sur un segment d’une fonction continue sur ce segment)

Théoréme 10.

Soit o € R.

'
o dt est convergente & a <1
0

(critére de Riemann)
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Démonstration.
La fonction f: ¢ — o est continue sur |0, 1]. Soit A €]0, 1].

1
Sta=1: [ dt=[n(], =In(4)

—

1 1 —a+1 7" —a+1
dt t« 1 A
Sia;élz/ :/ 1= dt = = —
******* 4 1@ A —a—+1 N —a+1 —a+1

Enfin si —a+ 1 > 0 alors A=t — 0,
A—0

et si —a+1 <0 alors A= — 400.
A—0
Remarque

1
dt
Comme In(A) A—(>) —00, l'intégrale / o est divergente.
0

« D’aprés la relation de Chasles (dans le cas des intégrales généralisées) :

a
1
Vb > 0, / o dt est convergente & a<l
0

a
1
(il faut bien comprendre que les intégrales / o dt est une intégrale sur
1

un segment d’une fonction continue sur ce segment)

Remarque
v 1
o Quelle est la nature de / t—ap dt (ouy>a)?
a
1
1) La fonction f : t — —ae est continue sur Ja,7].
—a

gl
L’intégrale / f(t) est donc impropre seulement en a.
a

2) Par changement de variable affine, les intégrales :

v 1 7me 1
/ — dt et / — dt sont de méme nature.
a (t - a)oz 0 e

v 1
3) Ainsi : / —— dt est convergente & a <1
a (t - a)a

b
e Quelle est la nature de /
s (b

1) La fonction f : ¢t +—

1

[ U ?
— e dt (ou 6 < b)7

1
(=0T est continue sur [0, b].

b
L’intégrale / f(t) est donc impropre seulement en b.
é

2) Par changement de variable affine, les intégrales :

b
1
3) Ainsi : / ———— dt est convergente & a <1
1

b b—4
1 1
/ Ly e / Lo
s G-t)° T

sont de méme nature.

(b—t)

e De la méme maniére :

oo 1 too g
/ —— dt converge & / — dt converge & a > 1
¥ (t - a)a y—a e

et

b 1 “+o0 1
/ dt converge & / — dt converge < a>1
—oo (b—1)" o 1

Théoréme 11.
Soit o € R.
Soit (a,b) € R xR et soit (7,d) € R x R tels que : a <y et § <b.

Soit f :]a,y] = K et g:[d,b] — K deuzx fonctions continues par morceauz.

1)

Y Y—a
/ f(t) dt est convergente en a < / f(t+a) dt est convergente en 0
a 0

2)

b b—6
/ g(t) dt est convergente en b < / g(b—1t) dt est convergente en 0
1 0
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V. Propriétés des intégrales généralisées

b

On écrit les propriétés pour les intégrales f(t) dt impropres

a
en b. Les autres cas donnent lieu a des résultats similaires.

V.1. Relation de Chasles pour les intégrales généralisées

Théoréme 12.
Soit a < b < +00.

Soit f : [a,b] = K continue par morceauz sur [a,b[ (resp. |a,b]).

b
Supposons de plus que ’intégrale impropre / f(t) dt est convergente.
a

Soit ¢ € [a,b].

b
1) L’intégrale / f(t) dt est convergente en b.
C

b c b
/ £(t) dt :/ (1) dt +/ F(t) dt
Démonstration.

On fait ici la démonstration pour une fonction f continue sur [a, b|.

On pourra alors appliquer ce résultat a toutes les fonctions f; (¢f défini-
tion de continuité par morceaux) car elles sont continues sur un segment ce
qui permet de conclure que le résultat est vérifié pour toutes les fonctions
continues par morceaux sur [a, b|.

2) De plus, on a :

1) La fonction f est continue sur [a, b].
2) Soient B € [a,b] et ¢ € [a, ] :

/aB Ft) dt =

et donc /c f@t)dt =

/: fydt + /CB £(t) dt
/aB ft)ydt — /CB £(t) dt

B
Par hypothése, / f(t) dt admet une limite finie lorsque B — b.
a

c

3) On en déduit que / f(t) dt admet aussi une limite finie lorsque B — b

a
et, par passage a la limite :

/:f(t)dt:/abf(t)dt—/cB () di 0

(&
« L’hypotheése ¢ € [a, b] permet d’assurer que l'intégrale / f(t) dt est bien
a

Remarque

définie. En effet, comme f est continue par morceaux sur [a, b[ et ¢ € [a, b],
alors f est continue par morceaux sur le segment [a, c|.

« Cependant, il est parfaitement légitime d’écrire (par exemple) :

/;OO £(t) dt = /50 £(1) dt+/0+oo (1) dt

pour peu que lest intégrales en présence sont convergentes et que la fonction
f est continue par morceaux sur [0, +00].

V.2. Linéarité de l’intégrale généralisée
Théoréme 13.

Soient a < b < +o0.

Soient f,g: [a,b] = K continues par morceauz sur [a,b].

b b
Supposons que les intégrales impropres / f@t) dt et / g(t) dt sont
a a

convergentes.

b
1) V(A pn) e K x K, / (A f4+p-g)(t) dt est convergente.

b
2) V(\, p) € KxK,

b b
/(A-f+u-g)(t)dt=A/ f(t)dt+u/ o(t) dt
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Démonstration.

1) La fonction f est continue sur [a, b].

L’intégrale / f(t) est donc impropre seulement en b.
a

2) Soit B € [a,b[. Par linéarité de l'intégrale sur un segment :

/aB(A f+p-g)(t /f dt+u/ g(t) dt

b b B
Les intégrales / f(t) dtet / g(t) dt sont convergentes donc / f(t) dt
a a a

B
et / g(t) dt admettent chacune une limite finie lorsque B — b. On en
a

B
déduit que / (A f4+p-g)(t) dt admet une limite finie lorsque B — b.

3) Par passage a la limite dans ’égalité précédente, on obtient :

/f dt—i—u/ g(t) dt

/ab(A f+p-g)

Remarque

Pour le Théoréme 12 et le Théoréme 13, 'hypothése a < b n’est pas primor-
diale. Elle sert essentiellement & simplifier les écritures d’intervalle. Si on ne
la supposait pas, on devrait alors distinguer le cas a < b (qui permet d’écrire
I'intervalle [a, b[) du cas b < a (qui permet d’écrire l'intervalle

V.3. Techniques de majoration, minoration

On considére dans ce paragraphe des fonctions a valeurs dans R (hypothése
primordiale pour pouvoir utiliser 'opérateur d’inégalité <).

V.3.a) Positivité

Théoréme 14.
Soit a < b < +o0.

Soit f : [a,b] — R continue par morceauz sur [a,b].

Supposons de plus que l'intégrale impropre / f(t) dt est convergente.
a

b
a) | f>0 sura,b] :>/ ft)dt > 0

o f continue sur [a,b] b

b o [ > 0 sura,b] } /a f(@) dt >0
. f continue sur [a, b]

c) » J20surfa b = f=0 sura,b

./f

Tous ces résultats exploitent le fait que les bornes d’intégration sont dans
lordre croissant (a < b), hypothése primordiale pour conclure.

Démonstration.

a) 1) La fonction f est continue sur [a, b[.
L’intégrale / f(t) est donc impropre seulement en b.
a

2) Soit B € [a,b]. Par positivité de l'intégrale sur un segment :

B
/ f(t) dt =0

b B
f(t) dt est convergente, I'intégrale impropre

f(t) dt
a a

admet une limite finie lorsque B — b. On obtient le résultat souhaité

en passant a la limite dans cette inégalité.

Comme
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B
b) Si f # 0, alors / f(t) dt > 0. Cependant, le passage a la limite dans
a
cette inégalité ne permet pas de conclure (I'inégalité stricte devient large).

Soit ¢ € Ja,b[ (I’hypothése ¢ > a est importante).
La relation de Chasles fournit :

/:f(t)dt: /:f(t)dt + /be(t)dt > 0

>0 =0

Le deuxiéme résultat est une application du point a).

La premiére intégrale est une intégrale sur le segment [a, c] de la fonction
f continue sur [a, ¢]. On applique le résultat issu du chapitre d’intégration
sur un segment a la fonction f > 0 sur [a, c].

(rappel : si F est une primitive de f alors F' = f > 0 sur [a,b[. Ainsi, F

C
est strictement croissante et si ¢ < b alors / ft)ydt=F(b)—F(c)>0)
a

On procede par I’absurde. On suppose :

x f continue, positive, d’intégrale nulle sur [a, b],

x f # 0sur [a,b] : il existe donc xo € [a, b[ tel que f(xo) > 0.

La continuité de f assure alors que f est strictement positive dans un
voisinage de xg. Autrement dit, il existe d > 0 tel que :

Vr € [xg—d,z0+ 0] N [a,b], f(x) >0

Ainsi :
b 5607(5 CEO+5 b
/ £t dt = / £t dt + / £t dt + / () dt
a a r0—9 zo+9
—_——— —_—— | —
>0 >0 =20
> 0
ce qui contredit 'hypothése initiale. O

V.3.b) Croissance de 'intégrale

Théoréme 15.
Soit a < b < +o0.

Soient f,g: [a,b] = R continues par morceaux sur |a,b].

b b
Supposons de plus que les intégrales / f(t)dt et/ g(t) dt sont convergentes.
a a

Et supposons enfin : Vt € [a,b], f(t) < g(t).

Les bornes d’intégration étant dans l’ordre croissant :

/ab f(t) dt < /ab g(t) dt

Démonstration.
La fonction g — f est :

x continue sur [a, b,
x verifie : Vt € [a,b], (g — f)(t) > 0.

b b
De plus, 'intégrale impropre / (g— f)(t) dt est convergente car / f(t) dt
a a

b
et / g(t) dt sont convergentes.

a
Les bornes d’intégration étant dans 'ordre croissant (b > a) :

b
/ (- (1) dt >0

b b b
Enfin, par linéarité : / (g— )t) dt = / g(t) dt —/ f(t) dt.

Remarque

Pour les propriétés de positivité et de majoration, 'hypothése a < b est
primordiale. Il convient de la citer lors de 'utilisation de ces théorémes.

On pourra adopter la rédaction suivante :

« les bornes d’intégration étant dans ’ordre croissant »
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VI. Le cas des fonctions continues positives VI.1.b) Théoréme fondamental dans le cas d’une intégrale im-

propre en a
Dans cette section, on s’intéresse exclusivement & des fonctions & valeurs

dans R (et méme, plus précisément, a valeurs dans R). Théoréme 17.

Soient —oo < a < b et f: ]a,b] = R une fonction continue par morceauz

VIL.1. Critére de convergence d’une intégrale généralisée d’une . Ja,b]. Notons G : z v / £(t) dt. Supposons : Va € la,b], f(z) > 0.
fonction continue positive x

b
VI.1.a) Théoréme fondamental dans le cas d’une intégrale im- 1) / F(t) dt est convergente < G est majorée
propre en b a

Théoréme 16. 2) Si G est non majorée, ;1_1% G(z) = +oo.
Soit a < b < +00. Démonstration.
Soit f : [a,b[ — R une fonction continue par morceauz sur [a, b]. « La fonction f étant continue sur |a, b], elle admet une primitive F sur ]a, b].

x Alors, pour tout = € Ja,b] :
Notons F : x — / f(t) dt.
a b

b
Supposons de plus : Vx € [a,b], f(z) > 0. /x f@)dt=[F(@)] =FQ®) - F(z)

La fonction F est de classe €' sur ]a,b] et :

Vz € [a,b], G'(z) = —F'(z) = —f(z) <0

b
1) / f(t) dt est convergente <  F est majorée
a

2) St F est non majorée, glﬁlg}, F(z) = +oo. Ainsi, G est décroissante sur |a, b|.

e En vertu du théoréme de la limite monotone, G admet donc une limite
éventuellement infinie (a droite) en a. De plus :

Démonstration.

o Par définition, F' est la primitive de f sur [a,b] qui s’annule en c.

tte limite est finie si G est
On en déduit que F est de classe ¢! sur [a, b]. De plus : S i

(oui, la condition est bien G majorée et pas minorée!)

Vz € [a,b], F'(x) = f(x) =0 x cette limite est 400 si G non majorée. O
Ainsi, F' est croissante sur [a, b[. VI.1.c) Cas d’une intégrale doublement impropre
e En vertu du théoréme de la limite monotone, F' admet donc une limite

. . sidérons —oo < b < t f:]a, bl >R ti S
éventuellement infinie (a gauche) en b. De plus - Considérons —oco < a < b < oo et f:]a,b| continue par morceaux sur

Ja,b[. On se raméne au cas précédent en passant a la définition :
x cette limite est finie si F' est majorée.

b c b
x cette limite est 400 si F' non majorée. O / f(t) dt est convergente < Jc € |a, b], / f(t) dt et / f(t) dt sont convergentes
a a Cc
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VI.2. Régles de comparaison

VI.2.a) Comparaison par inégalité

Théoréme 18.
Soient a < b < 400 (resp. —oco < a < b).
Soient f,qg: [a,b] — R deuz fonctions continues sur [a,b[ (resp. ]a,b]).
Supposons de plus : Vx € [a,b], 0 < f(z) < g(z).

1. Alors on a :

b b
a) / g(t) dt est convergente = / f(t) dt est convergente
a a

b b
b) / f(t) dt est divergente = / g(t) dt est divergente

2. De plus, dans le cas de la convergence, on a :

0 < /ab f(t) dt < /ab g(t) dt

Démonstration.
1. Soit x € [a,b]. Comme :
x f et g sont continues sur [a, z],
x 0< f<gsur[a,z],
x les bornes d’intégration sont dans ’ordre croissant,

on conclut (technique de majoration du chapitre intégration sur un seg-
ment) :

0 < /x F(t) dt
[

0 < F(x) <

b
a) Comme / g(t) dt est convergente, la propriété précédente énonce
a

que G est majorée : il existe M € R tel que pour tout = € [a,b] :
G(z) < M. Et donc, pour tout = € [a,b], on a :

0 < F(z) < G(z) < M

b
Ainsi, F est elle aussi majorée par M, ce qui démontre que / g(t) dt
est convergente. ¢

b) Dans ce cas, F'(x) — 400 et ainsi G(z) — +00.
T—b T—b

2. Inégalité obtenue par passage & la limite dans l'inégalité précédente. [

Exemple
. too ot
Etude de la nature de / ol dt.
1
ot
1) La fonction f : ¢ +— ) est continue sur [1, +ool.

+oo

L’intégrale / f(t) est donc impropre seulement en +o0.
1

ot

—t
t2 '

2) x Pour tout t € [1,+00[: 0 < <e

+o0
x Or / et dt est convergente.
1
Ainsi, par le théoréme de comparaison des intégrales généralisées de fonc-
—t

—— dt est convergente.

+oo
tions continues positives, l'intégrale / 2
1

Exercice
Donner la nature des intégrales impropres suivantes.

oo t oo dt
dt b S —
%) /1 t+/t / /1 ef +et
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VI.2.b) Comparaison par domination Remarque
Théoréme 19, « Rappelons : | f(t) = o (g(t)) = f(t)= O (g(1))
t—b t—b
Soient a < b < +oo (resp. —oo < a < b).
. ; . b
Sotent f.g: [a,b = R deux fonctzons ’ o Supposons que U'intégrale g(t) dt est convergente en b.

x continues sur [a,b] (resp. ]a,b]).

a .
« positives sur [a,b] (resp. |a,b]). Grace a la remarque ci-dessus, on obtient :

Supposons de plus : f(t) = Qb(g(t)) (resp. f(t) = O (g(t))).

b
tma f@)= o (9(t) = f(t)= 0 (9(t) = / f(t) dt est convergente en b
t—b t—b a
b
a. / g(t) dt est convergente = / f(t) dt est convergente Autrement dit, on peut écrire un théoréme de comparaison par négligea-
“ bilité (en remplagant O par o).
t—b
b b
b. / f(t) dt est divergente = / g(t) dt est divergente Exemple
a a i +OO t2
Démonstration. . o Etude de la nature de /0 e " dt.
On suppose que l'intégrale / g(t) dit est convergente. 1) La fonction f : ¢ — e~ est continue sur [0, +ool.
a +oo
o Comme f(t) = Ob(g(t)), il existe A € [a,b] et M > 0 tel que : L’intégrale / f(t) est donc impropre seulement en +o0.
t— 0
t 2) x Vte[0,+oof, e >0etet >0
Vte]a,b[, 'f()| <M )>< 2[ +OO[€ et e
g(t) xe = o (e
t—+oo
Ainsi : +o00
Vt € la,bl, 0 < f(t) < M g(t) x Or/ e~ ! dt est convergente.
0

b — PO R <1op 2 A . s
« Comme lintégrale / g(t) dt est convergente, il en est de méme de I'inté- Ainsi, par le théoréme de négligeabilité des intégrales généralisées de
a

+o00o
fonctions continues positives, l'intégrale / e dt est convergente.
grale / M ¢(t) dt (on ne change pas la nature d’une intégrale généralisée 0

en multipliant son intégrande par un réel M > 0.
On en conclut, par le critére de comparaison des intégrales généralisées de
b

fonctions continues positives que I'intégrale / f(t) dt est convergente.
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- e Démonstration
« Etude de la nature de / m dt. : £(1)
21 " o Comme f(t) ~ (g(t)), on a: ll&inz o) = 1.
t—b
1) La fonction f :t— —— est continue sur [2, +o0]. o9
In(t) Autrement dit, pour tout € > 0 il existe 6 > 0 tel que :
1
2) x Vte€[2,+o0[, —= =0 ¢
In(t) Vie [b—6,b40] N [a,b], f()—1‘<a
1 < 1 9(t)
x —= 0 |——
t ot \In(?) ) Choisissons ¢ = 3. Il existe donc § > 0 tel que pour tout ¢t € [b—4,b] :
(comprendre que (D) est grand devant ;)

n <§ et donc 0 <

Ainsi, par le théoréme de négligeabilité des intégrales généralisées de * En utilisant le théoréme de comparaison des intégrales généralisées de fonc-

too q ‘
x Or / n dt est divergente.
2

i ) . ) +o0 ) tions continues positives, on en conclut :
fonctions continues positives, l'intégrale / —— dt est divergente.
> In(?) b b
/ g(t) dt est convergente < f(t) dt est convergente
VI.2.c) Comparaison par équivalence b= b=d
Théoréme 20. b o[
coreme 11 suffit alors de remarquer que / ... dt est convergente ssi / ... dt
Soient a < b < 400 (resp. —oo < a <b). a b—5 u
est convergente pour conclure.

Sotent f,g: [a,b] = R deux fonctions :
x continues sur [a,b] (resp. ]a,b]).
x positives sur [a, b (resp. |a,b]).

Supposons de plus : f(t) ~ g(t) (resp. f(t) -~ g(t)).

b b
Alors / f(t) dt et/ g(t) dt sont de méme nature.
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Exemple
ot

1
« Etude de la nature de / o dt.
0

—t
e
1) La fonction f : ¢+ —5- est continue sur |0, 1].

1
L’intégrale / f(t) dt est donc impropre seulement en 0.
0

1
2) x Ve ]0,1], 5 >0
et 1
tTt—mtiQ

1
1
x Or/ ) dt est divergente.
0

Ainsi, par le théoréme d’équivalence des intégrales généralisées de fonc-
_$2

1
tions continues positives, l'intégrale / w7 dt est divergente.
0

. +oo 1
« Etude de la nature de / — dt.
1 42 + 2t — 1

1) La fonction f: ¢+ est continue sur [1, +0oo[.

1
482 + 2t — 1
+oo
L’intégrale / f(t) dt est donc impropre seulement en +oc.
1
1
1 1
A2 — 1 i 42

too 1

x Or / 2 dt est convergente en tant qu’intégrale de Riemann
1

impropre en +o00, d’exposant 2 (> 1).

Ainsi, par le théoréme d’équivalence des intégrales généralisées de fonc-
1

m dt est conver-

+o0
tions continues positives, l'intégrale /
0

gente.

1 —t2
« Etude de la nature de / ¢ dt.
0o Vit

—2
e
1) La fonction f : ¢ +— —= est continue sur |0, 1].

Vit

1
L’intégrale / f(t) dt est donc impropre seulement en 0.
0

2) x Vte]0,1], — >0

-

2
et 1

Vi S0 Vi

1
1
x Or / % dt est convergente en tant qu’intégrale de Riemann im-
0

X

propre en 0, d’exposant % (<1).
Ainsi, par le théoréme d’équivalence des intégrales généralisées de fonc-

42
let

—— dt est convergente.

tions continues positives, I'intégrale

0o Vi

VI.3. Critére de convergence d’une intégrale généralisée d’une
fonction continue négative

o Dans le cas ou la fonction f considérée est continue par morceaux et né-
gative sur [a, b[ (resp. ]a,b], resp. |a, b[), on se raméne aux cas précédents
en considérant la fonction —f qui est positive sur cet intervalle.

« En réalité, les théorémes précédents auraient pu étre énoncés dans le cas
de fonctions continues par morceaux négatives. La bonne hypothése est

donc celle de fonction continue par morceaux et de signe constant sur
I'intervalle considéré.
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VII. Le cas des fonctions a valeurs dans K

On traite ici le cas des fonctions & valeurs complexes ou le cas des fonctions
a valeurs réelles et de signe quelconque. On se raméne au cas précédent a
I’aide de la notion de convergence absolue.

VII.1. Notion de convergence absolue
Définition

Soient a < b < <a<b< +0).

Soit f : [a,b] — K continue par morceaux sur [a, b (resp. ]a, b], resp. |a, b]).

+00 (resp. —oo < a < b, resp. —

« On dit que 'intégrale impropre / f(t) dt est absolument convergente
a

b
si I'intégrale impropre / | f(t) | dt est convergente.
a

VII.2. Inégalité triangulaire pour les intégrales généralisées

Théoréme 21.
Sotent a < b <
Soit f :

<a<b).

[a,b] — K continue par morceaux sur [a,b| (resp. ]a,b]).

+oo (resp. —

b
1) /a f(t) dt est absolument

b
= / f(t) dt est convergente
convergente a

b
2) Dans le cas ot / f(t) dt est absolument convergente (en b) :
a

\/ab o | < [ 1w

Démonstration.
b
1) On suppose que l'intégrale / |f(t)| dt est convergente (en b).
a

Démonstration dans le cas ou f est a valeurs réelles
RS Py

2

x ffixw max(f(m), 0) est la partie positive de f.

x f~
e x Ona:Vte [ [

Notons f+ =
: x — —min(f(z),0) = max(—f(x),0) est la partie négative de f.
< ) < )
x Or/ |f(t)] dt est convergente.
a
Ainsi, par le théoréme de comparaison des intégrales généralisées de
b

fonctions continues positives, 'intégrale impropre / fT(t) dt est aussi

convergente.
e x Ona:Vtela,b, 0 < f7(t) < |f()]-
b
X Or/ |f(t)] dt est convergente.
a
Ainsi, par le théoréme de comparaison des intégrales généralisées de

fonctions continues positives, I'intégrale impropre / f(t) dt est aussi

convergente.

Enfin, on remarque :
f=r =
On en conclut, par linéarité, que l'intégrale impropre / f(t) dt est
a

convergente.
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2)

Démonstration dans le cas ot f est & valeurs complexes

b
Il s’agit de démontrer que l'intégrale / f(t) dt est convergente (en b).
a

b b
C’est le cas si et seulement si / Re (f(t)) dt et / Im (f(t)) dt le sont.

Il suffit alors de remarquer :
vt €la,b], 0 < [Re(f(t)] < |f()] (et 0 < [Im(f()| < [F(8)])

On en déduit, par théoréme de comparaison des intégrales généralisées

b
de fonctions continues positives que les intégrales / Re ( f (t)) dt et « L’exemple le plus classique est celui de I'intégrale /
a

b
/ Im (f(t)) dt sont (absolument) convergentes, ce qui permet de conclure.
a

La fonction f est continue sur [a, b[.
Soit = € [a,b[. Alors, d’aprés 'inégalité triangulaire des intégrales de
fonctions continues sur un segment ([a, 2| ici) :

F()| = j/ f(t)dt] <[

La quantité de droite converge, par hypothése, vers

f@) | dt
b
[£(B)] dt.
a
D’autre part (théoréme de composition des limites), on a :

i |F(0)| = [ty Pl = | [ " ) a

z—b z—b
(on rappelle que F' admet une limite finie en +oo d’aprés 1))

L’inégalité souhaitée est donc vérifiée par passage a la limite dans 'in-
égalité précédente. O

Remarque

Ce résultat n’est pas une équivalence :

il existe des intégrales impropres

convergentes mais non absolument convergentes. Dans ce cas, on parle parfois
de semi-convergence.

Représentation graphique d’une intégrale semi-convergente.

o Pour construire un exemple d’intégrale semi-convergente, I’idée est de choi-

sir une fonction successivement positive puis négative de sorte qu’un phé-
nomeéne de compensation s’opére :

x sur un intervalle ou f est positive, I’aire est comptée positivement.

x sur l'intervalle « suivant », f est négative, 'aire est comptée négative-
ment et réduit 'aire précédente.
Lorsque I’on calcule I'intégrale sur 1'union de ces deux intervalles,

o sin(t) gt

1

||
01

+oo
L’intégrale / |f(t)| dt n’est pas convergente.
1
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VII.3. Notion de fonction intégrable sur un intervalle Remarque

VII.3.a) Définition « On peut démontrer que I’ensemble L?(I,K) (ensemble des fonctions de
carré intégrable) est aussi un espace vectoriel.

Définition De plus, comme :
Soient a < b < 400 (resp. —oo < a < b, resp. —00 < a < b < +00). Ifgl < } (mz + |g!2)
Soit f : I — K une fonction définie sur un intervalle I = [a, b] (resp. ]a, b], 2

resp. |a, b[). alors si f et g sont dans L? alors fg est dans L.
b

o La fonction f est dite intégrabl Isi:
& Tonction = est dite fntegrable sur £ si « On peut démontrer que lapplication (f,g) — / f(t) g(t) dt est un

x [ est continue par morceaux sur /. a
produit scalaire sur le R espace vectoriel des fonctions réelles continues et

de carré intégrable sur I = [a, b] (resp. ]a, b], resp. ]a, b]).
En particulier, I'inégalité de Cauchy-Schwarz fournit :

x son intégrale sur I est absolument convergente.
Plus précisément, ce dernier point signifie que l'intégrale
— convergente en b si I = [a, b].

. 2
— convergente en a si I = ]a, b]. b b b

X . S / f@)gt)) < / f(t)? / g(t)?
— convergente a la fois en a et en bsi I = |a,b. a a a

o Si f est intégrable sur I, on peut noter / f ou / f(t) dt sont intégrale. +oo it +90 gin(t) +0 cos(t)
I 1 o Pour tout o > 1, les intégrales / o dt, / o dt, / dt
1 1 1

« On note L'(I,KK) I'ensemble des fonctions d'une variable réelle, a valeurs
dans K et intégrables sur 'intervalle I. convergent (absolument).

Les intégral /+Oo i /+Oo sin) /+OO cos(t) 4 ¢

o Les intégrales — dt, ) ———= dt convergen

VIIL.3.b) Structure de ’ensemble des fonctions intégrables sur un & 1 t 1 t 1 t &
intervalle mais pas absolument.

Pour démontrer la convergence, on peut par exemple écrire :
Théoréme 22.

Soient f,g: 1 — K des fonctions définies sur un intervalle I. /B sin(t) g — [ cos(t) }B /B cos(t) it
1) L’ensemble L*(I,KK) est un espace vectoriel (¢’est un sous-espace vectoriel 1 13 13 ) 1 t2
de l’ensemble des fonctions définies sur I et a valeurs dans K). P | beol .
2) Ainsi, si f et g sont intégrables sur I alors toute combinaison linéaire des our fa non convergence absolue, on peut écrire :
fonctions f et g est intégrable sur I. sin(t) (sin(t))? 1 — cos(2t)
t ' = t | 2t

o f est intégrable sur I N V(A 1) € KxK, la fonction
e g est intégrable sur I A f+4 - g est intégrable sur I
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« On peut aussi remarquer (une propriété de plus) :

+oo +oo : 2
/ sin(2t) gt :/ <sm(t)> gt
0 t 0 t
En effet :

/0+°° (siI;(t)>2 " [_sin(t)Q :‘”

] N /O+°° 2 sin(t) cos(t)
_ /O+°° sin§2t) "

~~

t

o Les théorémes de comparaison des intégrales généralisées de fonctions conti-
nues positives se réécrivent avec cette définition d’intégrabilité.

Soient f, g deux fonctions continues par morceaux sur [a, b[ (resp. ]a, b])
Supposons : (1) = o (g()) (resp. f(2) = o (a(t)).

g intégrable sur [a,b] = f intégrable sur [a, b]

Bilan rapide du chapitre

o Ce chapitre est trés similaire & celui des séries dans sa construction :

b
1) lintégrale impropre en b / f(t) dt est convergente si la quantité
a

B
/ f(t) dt (intégrale partielle) admet une limite finie en B.
a

2) on connait certaines formules de calcul des intégrales partielles (pri-
mitives & vue mais aussi changement de variable et intégration par
parties).

3) on sait conclure quant a la convergence des intégrales de Riemann (at-
tention, I'impropreté peut étre en 0, ce qui est une nouveauté par rap-
port au chapitre des séries).

4) on peut démontrer la convergence & l'aide des intégrales généralisées
de fonctions continues positives en comparant le comportement de la
fonction f (au voisinage de a, resp. de b) a celui d’une fonction g dont
I'intégrale est convergente en a (resp. b).

5) si on étudie une fonction qui n’est pas de signe constant, on étudie la
convergence absolue (c’est-a-dire le caractére intégrable).

o Il y a deux grosses différences avec le chapitre des séries numériques :

x ’étude ne se fait pas uniquement au voisinage de 400 mais au voisinage
des impropretés.

x il n’y a pas de condition nécessaire de convergence d’une intégrale géné-
ralisée. Ou plutot : celle-ci est plus subtile.

« Détaillons ce dernier point. Si on considére une fonction f : [0, 400 — R
continue par morceaux sur [0, +oo[ alors :

+oo
flx) — ¢ # 0 = L’intégrale/ f(t) dt est divergente
0

T—+00

+oo
Si l'intégrale f(t) dt est convergente, on peut alors simplement en
0
déduire que la fonction f n’admet pas de limite non nulle en 4+o00. Au-
trement dit, soit f admet comme limite 0, soit f n’admet pas de limite

(finie).

— 0
T—+00

+oo
L’intégrale / f(t) dt est convergente X f(x)
0
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VIII. Comparaison séries / intégrales

Théoréme 23.
On considére une fonction f : [0,4+o00] — K continue sur [0, 400l

On suppose de plus que f est décroissante sur [0, +oo[. Alors :

k

1) Vke N, | f(k) < ft)dt < f(k—1)

k-1

2) On en déduit, par sommation :

Vn € N*,

5, 10) = 3= ) < /0 " dr < 3 (k=1)= S0y

2

(prudence lors de la sommation : pour quels entiers k peut-on sommer ?)

3) Si, de plus, f est positive, on a :

De plus, par croissance de l'intégration, les bornes étant dans 'ordre
croissant (kK — 1 < k) :
k k k
flk—1)dt > fit)ydt > fk) dt
k—1 k—1 k—1
I I

(k—(k—=1)) f(k—1) (k—(k—1)) f(k)

k
ke N, f(k) < f&) dt < fk—1)

k—1

Soit n € N*. On obtient, par sommation des inégalités précédentes :

n

n k
S fk) < / ot < S fk—1)
k=1 k—1 k=1

L’intégrale impropre
La série Y, f(n) est convergente < /+°° £(1)
0

dt est convergente

+o0
(la série 3 f(n) et lintégrale impropre / f(t) dt sont de méme 3) La fonction f est continue et positive sur [0, 4+00].
0

nature)

Démonstration.
1) Soit k € N*.
e Soit t € [k —1,k].
Comme k—1 < t < k

(par décroissance de la
alors

flk=1) > f (k)

« La fonction f est continue sur le segment [k — 1, k].

k
On en déduit que lintégrale / f(t) dt est bien définie.
k—1

fonction f sur [0, +o0[)

I
" (d’apres la
/0 f(t) dt relation de Chasles)
n n n—1
Bnfin: 32 (k) = S.— f(0) et 3 f(h—1)= % f(k) = Sus
k=1 k=1 k=0

—+00
Ainsi, la convergence de l'intégrale impropre / f(t) dt équivaut au
0

xT

£(t) dt.

caractére majoré de la fonction F': xz —
0
“+o0o
(<) Supposons que 'intégrale impropre / f(t) dt est convergente.
0

T

f(t) dt est majorée.

0
Il existe donc M € R tel que : Vz € [0, 400, F(x) < M.

« Soit n € N. On déduit de ce qui précede : S, — f(0) < F(n) < M
et donc :

e On en déduit que F' : z —

Vi €N, 8, < (f(0) + M)
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La suite (Sy,) est donc majorée. Elle est de plus croissante (car la
série Y f(n) est & termes positifs).
Ainsi, (S,,) est convergente.

(=) Supposons que la série > f(n) est convergente.

« Alors la suite (S),) est convergente. Elle est donc aussi majorée.
Il existe donc M € R tel que: Vn €N, S, < M.

« Soit n € N. On déduit de ce qui précéde : F(n) < Sp,—1 < M.
Enfin, comme la fonction F' est croissante :

v € [0, +ool, F(x) < F([2]) < Sty < M
(on rappelle que [x] est l'entier directement supérieur a x)

+00
Ainsi, la fonction F' est majorée, ce qui démontre que / ft)dt
0

est convergente. 0

Exercice (d’aprés EML 1992)
On note f la fonction définie sur |1, +oo[ par :

Vo e|l,+o00], f(z)= a:lila:

1) Etudier les variations de la fonction f et tracer sa courbe représentative.

k
2) Montrer que : Vk >3, on a : f(k:)é/ f@t) dt < f(k—1).
k—1

Pour tout entier naturel n > 2, on note : S, = > f(k).
k=2
1 " 1
3) a. Montrer que : Vn >3, S, — ———= < f(t) dt < S — ——.
2Iln2 9 nlnn

b. En déduire que pour tout entier naturel n > 3 :

1
21n2

In(Inn) —In(ln2) < S, < In(lnn) —In(In2) +

c. Etablir que : S, ~ In(Inn).

n—-+oo
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IX. Somme de Riemann, méthode des rectangles
(RAPPEL de 1°° année)

IX.1. Définition

Définition
Soit f : [a,b] — K une fonction continue sur [a, b] et soit n € N*.
Soit a = xg < x1 < 23 < -+ < T, = b une subdivision finie de [a, b].

e On appelle somme de Riemann toute somme s’écrivant :

n—1

> (k1 — k) f(Ek)

k=0

R, =

ou pour tout k € [0,n — 1], & est un élément choisi dans [z, k1]

Remarque

On considére en particulier des sommes de Riemann définies sur des subdi-
b—a

visions réguliéres i.e. telles que :  Vk € [0,n — 1], xp41 — xp =

« En prenant pour tout k € [0,n — 1], & = x.

b—a n=l

b—a
n I;::Of(aJrk n>

« En prenant pour tout k € [0,n — 1], { = T41.

Sp =

b—a 2 b—a
T, = k
" n kZ::1 f<a+ n )
Tkt Tht
« En prenant pourtoutke[[O,n—l]],fk—T.
b—a nl 2k+1 b—a
M =
! n k20f<a+ 2 n )

Remarque

Les sommes de Riemann dépendent des paramétres a, b et f. En toute ri-
gueur, il faudrait donc écrire S, (a,b, f). On se permettra d’alléger cette
notation pour ne conserver que S, en précisant par ailleurs ces parameétres.

1X.2. Méthode des rectangles

IX.2.a) Définition

Définition
La méthode des rectangles est une méthode d’analyse numérique consistant

b
a approcher le calcul de 'intégrale / f(t) dt.

e On considére une subdivision a = zg < 11 < 290 < -+ < xp, = b.

Tp+1
« On approche /

T
s’appuyant sur la courbe €.

f(t) dt par Paire d’un rectangle de coté [z, zxy1] et

b
o On approche alors / f(t) dt par la somme de toutes les aires de rectangles
ainsi définis. ¢

b
Autrement dit, / f(t) dt est approchée par une somme de Riemann.
a

AN TN

411N 775

a b a b

Somme de Riemann S, Somme de Riemann T,

Découpage avec n = 25
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IX.2.b) Convergence de la méthode

Théoréme 24. Cas des fonctions continues
Soit f : [a,b] = K continue sur [a,b].

o Convergence de la somme (Sy,).

lim
n—-+o0o n k—1

o Convergence de la somme (M,,).

. b—a n=! 2k+1 b—
. P < 2 ) / 1)
Démonstration.
Admis dans le cas des fonctions continues. O

Cas particulier

o Les exercices sur les sommes de Riemann se traitent en faisant apparaitre

le cas particulier : a =0, b =1. On a alors :

g 250 (n) - [ row

o Illustrons ce procédé par un énoncé classique.
n
Démontrer que la suite
a <k§1 n+

> est convergente et calculer sa limite.

L’énoncé du cas particulier nous invite a faire apparaitre la quantité —
n

dans la somme finie. Or on a :

k n 1 no1 1 12 1
n+k=n|14—) donc > =5 - === -
n =1 Ntk S nl4E npD 140
Ainsi 1% 1 Z f() Fite 1
insi : — — = — avec f : —
N =1 1+f n =1 L+t
On en déduit que la suite de I'énoncé est convergente et que :
.1 L | |
lim = == —— dt=[In(|1+¢])] =In2—laT
n—-+oo ’I’Zk:]_ 1—'—5 0 1+t 0

IX.2.c) Vitesse de convergence dans le cas de fonctions %! (CULTURE)

Théoréme 25. (Cas des fonctions €' - vitesse de convergence)

Soit f : [a,b] — K de classe € sur [a,b].

Notons My = sup |f'(x)].
z€[a,b]
b—
Alors on a : t) dt — < (b—a) M,
2n
Démonstration.

Remarquons tout d’abord que M est bien défini. En effet, comme f est €,
/" est continue. Sur le segment [a, b] elle est donc bornée et atteint ses bornes,

ce qui démontre l'existence de My = sup |f/'(x)| = max |f'(z)|.
z€[a,b] z€[a,b]

Th+1
Par la relation de Chasles, on a : / f(t) dt = Z /

D’autre part, par définition, on a : S,, = Z (1 — xk) f(zg).
k=0
Tp+1

On remarque de plus que : (zg41 — xg) f(ag) = / f(zy) dt.

k
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Ainsi, on a :
b
| rwa-s,
a
n—1 Th+1 n—1 Th+1
[ e S [T e al
Tk k=0 Ty
— Thk+41
-5 [T
k=0 T
‘ /rk+1
Tk
n—1 Thk+1
< X /
k=0 Th
Or, par le théoréme des accroissements finis, on a que :

| f(t) = flar) | < My |t—ap |

Th+41 Th+41
amsi: [0 - g0 e < o [
Tk Tk
Et comme t > z, pour tout t € [z, Tk 1], on a :

Th+1 Th+41 1
/ \t—:pkdt—/ (t— ) dt — [
1
5(

Au final, on obtient :

t) — f(xx)) dt

(inégalité triangulaire sur les
réels)

N
(]

(Ft) - Faw) db \

(inégalité triangulaire sur les
intégrales)

| f(8) = fla) | di

’t-— T ’dt

b ne
| fwa-s.) < k; M (g - an?
_onl My <b—a>2 My (b-a)?  (b—a)?
= 2 n 2 n? 2n
]

Remarque

« Ce théoréme est en fait valable pour toute somme de Riemann (notamment
(T,) et (M,)). La démonstration est similaire & remplacement de xj par
Th+1

& prés avec :
Th41
/ |t — &l dt < /
Tk Tk

o En fait si f est 2, on a méme un théoréme plus précis pour (M,,) montrant
que la convergence est plus rapide dans ce cas.

|t — x| dt

(b—a)*

< ~ 7
24n?

sup | f"(z)]
z€[a,b]

[ s,

Application.
Grace a ce théoréme, on peut calculer une approximation de l'intégrale

b
/ f(t) dt & e prés par un calcul de S,,.
a

: (b—a)
« Trouver un entier ng tel que : TMl < ¢
0
bh— 2
1l suffit de prendre ng = {(2Q)M1—‘
€

b
o Sy, est alors une approximation a € prés de / f(t) dt -
a

N2
guMlgg
2n0

/a ") di— S

— ¢f TP d’informatique!
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