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Remarque

« On ne change pas la nature d’une suite (u,) en modifiant un nombre fini

CH I : Séries numériques - révisions, compléments

Dans toute la suite, le symbole K désigne I’ensemble des réels R ou I’ensemble
des complexes C. Cette notation sera utilisée pour tous les résultats qui sont
vérifiés pour ces deux ensembles.

I. Notion de série numérique

I.1. Définitions générales
Définition
Soit (ty)nen € KN,

« On appelle série de terme général w,, et on note > w, la suite (Sy)nen
n

dont le terme général S,, est défini par : S, = > uy.
k=0

« La suite (S5,) est appelée suite des sommes partielles associée a la série
> un. Son terme général S, est appelé somme partielle d’ordre n
associée a la série Y uy.

« On dit que la série ) u, est convergente si la suite de ses sommes
partielles (S, )nen est convergente.

« On dit que la série ) u,, est divergente si la suite de ses sommes partielles
(Sn)nen est divergente.

o Lorsque ) u, est convergente, la limite de la suite (Sy)nen est appelée
somme de la série et est (souvent) notée S. On a alors :

+oo n
S => wu = lim S, = lim <Zuk>

k=0 n—+400 n—-4o0o k=0

o Déterminer la nature d’une série, c’est déterminer si elle est convergente
ou divergente.

de ses termes. Par exemple, la suite (v,) définie par :
00:\/5, v =42, vo =e et :Vn =3, v, = uy

est de méme nature que la suite (uy,).
(note : on aurait pu changer d’autres termes que les premiers)
Elle admet notamment la méme limite, si elle existe, que la suite (uy,).

On ne modifie pas non plus la nature d’une suite en supprimant un nombre
fini de ses termes. La suite (up41) n’est autre que la suite (u,) privée de son
premier terme. Ces deux suites sont de méme nature et ont méme limite,
si cette limite existe.

Cela s’applique évidemment & une suite de sommes partielles (S,).
Cette suite est de méme nature que (Sp+1), (Sp+2) ...

Pour les séries, on peut aussi se poser une autre question, & savoir :
qu’advient-il si on somme & partir de 3 et plus de 07
Il suffit de remarquer :

3wy — <§"j uk> ~ (up +ur + uz)

k=3 k=0
n n
Ainsi (> wug) et (> ug) sont de méme nature (on peut par exemple dé-
k=3 k=0

montrer que si I'une converge, I'autre aussi). Par contre, dans le cas ou il
y a convergence, ces deux suites n’ont évidemment pas la méme limite :

T = <+2°°uk> — (up+ w1 + u2)

k=3 k=0
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A RETENIR

On ne modifie pas la nature d’une série en commencant la sommation en ng
(au lieu de 0) mais, en cas de convergence, on modifie évidemment la somme

400 +oo
obtenue! De maniére générale : > wup # Y. ug.
k=0 k=ng

@ o Une série ) | u, est une suite particuliére.
n
C’est la suite (Z uk) constituée des sommes partielles.
k=0 neN
« Cela ne signifie en AUCUN CAS que la série > wuy, et la suite (uy,)
sont le méme objet! Ce sont des notions totalement différentes

qu’il ne faut pas confondre.

o On prendra particuliérement garde aux énoncés qui ne font pas
apparaitre le symbole X. Cela peut amener & confusion. Plus pré-
cisément, si I’on rencontre ’énoncé (par exemple) :

(ln(n))5

« Déterminer la nature de la série de terme général 5 »
n

il est conseillé de le réécrire sous la forme :

5
In(n
« Déterminer la nature de la série ) # »
n

o Il ne faut pas confondre les notations :

x Y Up qui désigne la série de terme général u,,
x Sp = i ug qui est la somme partielle d’ordre n de cette série,
o
« S =Y w, qui désigne, ST LA SERIE EST CONVERGENTE, la
sommke:ge cette série (la limite finie (€ K) de la suite (S,,)).

I.2. Cas particulier des séries a termes complexes

Théoréme 1.
Soit (un)nEN € (CN.

e > Re(up) converge

> uy, converge < {

e > Im(uy) converge

En cas de convergence, on a de plus :

“+00 —+o00 . +00
> up = >, Re(up)+i 37 Im(ug)
k=0 k=0 k=0

Démonstration.
Rappelons que toute suite (v,) complexe vérifie :

. (Re(vn))nGN converge
(vp) converge <«
. (Im(vn))neN converge
On applique ce résultat a le suite (S),) des sommes partielles de la série Y u,.
> uy, converge < (S,) converge

. ( Re(S"))neN converge

. (Im(Sn))neN converge

. (Z Re(uk)> converge
k=0 neN

n
At . (Z Im(uk)> converge
k=0 neN

(car la partie réelle d’une somme finie est la
somme des parties réelles)

{ e > Re(uy) converge

e > Im(u,) converge
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Remarque 1.3. Reste d’une série convergente

o Ce résultat sert généralement a obtenir I'expression de sommes de séries
réelles a 'aide de I'étude d’une série complexe.

Théoréme 2.
Soit (tun)nen € KN,

« Par exemple, on peut démontrer (on le verra en TD) que, pour tout a € On suppose que la série S uy est convergente
n )

1 no

10, 7], la série > - est convergente et de somme : On note (Sy) la suite des sommes partielles associées et S sa somme.
m
too gt ko a T — 1) Pour tout n € N, la suite > ug est convergente. La limite de
> = In (2 sin (—)) +1 5 k=n+1 e
k=1 cette suite est notée Ry, et appelée reste d’ordre n de la série Y uy,.
Cela permet de démontrer que : . . m oo
P 4 Par définition : | Yn € N, R, = lim > up = > ug
L. cos(n ) m=+0o0 p—p k=n
x la série Y, ———= est convergente et de somme :

+00M = —111(2 Sin(%»

= Lk 3) La suite (Ry,) est convergente et de limite nulle : lim R,=0
k=1 n—-4o00
. sin(n a Dé tration.
x la série Y g est convergente et de somme : cmonstration
1) (et 2)) Soit n € N et soit m >n. On a :
400 _ m m n
Sln(ko[) _ T (6 Z up = ZUk_ZUk:Sm_Sn
=1 k 2 k=n+1 k=0 k=0

La série > wu, étant convergente, la suite (Sy,)m l'est et par passage a la
limite, on obient :

m

m1—1>I-Ii-1c>o k:§+1 Uk = m1—1>I—Ii-1c>o (Sm B Sn)
= lim S,— lim S, = S-25,
m——+00 m——+00

Ce qui permet de conclure : R, = S — 5.

3) D’apreés ce qui précéde :
R, =58-85 — §-5=0

n—-+00
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II. Méthodes pour déterminer la nature d’une série Définition

p Soit (u,) € KN,
II.1. Une condition |[NECESSAIRE | de convergence

On dit que la série > u, est grossiérement divergente si son terme
Théoréme 3. général u, est tel que : uy, 7? 0.
n—-—+o0
Soit (u,) € KN,

Remarque
> uy, converge = up, — 0 ) . _ ) )
n—++00 o Le théoréme précédent stipule que si une série est grossiérement divergente

alors elle est divergente.

Pour qu’une série converge, il faut que son terme général tende vers 0.

Démonstration o Cet énoncé permet d’établir la divergence de séries. Par exemple, les séries :

Supposons que la série > w, converge. Ainsi, la suite (S,,) est convergente S LY e Y n2 > n3 et S ¢" avec |g] > 1
vers un élément S € K. Or, pour tout n > 1, on a : ’ ’ ’ ~

_ sont (grossiérement) divergentes.
Up = Sn - POn-—1 (g ) &
. o L’idée derriére ce théoréme est que pour assurer la convergence d’une série
Comme S, — SetS,.1 — S, on obtient : u,, — 0. O , ol . .
n—-00 n—-+00 n—-+o00 > up, c’est-a-dire pour pouvoir sommer tous les termes de la suite (uy,),

il faut que les termes de cette suite (u,) soient « suffisamment petits ».

« On notera au passage qu’une suite (u,) qui converge vers £ # 0 est « trop
grosse » pour qu’on puisse espérer effectuer la somme (infinie) de tous ses
termes (attention a bien lire [’énoncé du théoréme!).

@ Cette condition est nécessaire mais pas suffisante. Autrement dit,
on peut trouver une suite (u,) telle que :

up, — 0 3 Y w, converge

n—+oo
1 : At 1 .
= — 0 mais la série Y - n’est pas convergente.
" n—+4o0 n>1 n

Théoréme 4.
Soit (uy,) € KN,

up, > 0 = > wuy, diverge

n—-+00o

Pour qu’une série diverge, il suffit que son terme général ne tende pas vers 0.

Démonstration.
C’est la contraposée de I’énoncé précédent. O
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I1.2. Technique de télescopage

Théoréme 5.

Soit (un)nen € KN,

La suite (uy,) converge < La série Y (unpt1 — up) converge

Démonstration.

Notons (vy)nen la suite de terme général : v, = Upy1 — Up.

Par définition, la série Y v, est convergente si sa suite des sommes partielles
(T},) est convergente. Or, pour tout n € N :

n

Vg = Z (Uk+1 *Uk) = Un41 — UO
k=0

>

k=0

T, =

(<) Si (uy,) converge, il en est de méme de (up41).
Ainsi, par I'inégalité précédente, la suite (7),) est convergente.

(=) Si)> (upt1 — uy) converge, c’est-a-dire si (T;,) converge, I'égalité :

Un41 = T, + ug

permet d’affirmer que (uy4+1) converge et donc (uy) converge. 0
Exercice
. . . 0,1
On considére la suite (u,,) définie par : { g(;lee]N’, in+1 —w )

1. Montrer : Vn € N, u, € ]0,1].
2. Montrer que la suite (u,,) converge et donner sa limite.
8. Etudier la nature de la série > wu,? et donner sa somme, si elle existe.

Un+1
Unp,

4. Prouver que la série Y In ( ) est divergente.

5. En déduire la nature de > uy.

Exemple
N 1
1) A Taide d’un télescopage, on démontre la divergence de > In <1 + )
n

n=>1
En effet, le terme général de cette série vérifie :

ln<1—|—1> _ln(n+1> —
n n
Ainsi, la somme partielle d’ordre n de > v, est :

v = kg (In(k+1)—In(k)) = In(n+1)— ]

Uy = In(n + 1) — In(n)

n

Sn = Y

k=1

—
n—-+00

—+00

1
et donc la série ) In (1 + ) est divergente.
n

n=1

1
2) On peut aussi montrer que la série >

————— est convergente.
ns1 n(n—1)

1 1 1
Remarquons : Vk > 2, Rk —1) = i1 5 On a donc :
n 1 n 1 1 1
— = — =) =1-= 1
1;2 k(k—1) IEZ (k—l k) n ”—>—+>°0

Remarque

« Il faut savoir repérer la technique de télescopage méme lorsqu’elle est ca-
chée comme dans le point 1).

o Le point 2) illustre quant & lui la technique de décomposition en élément
simple (DES) qu’il est fréquent de voir associée a un télescopage.

Exercice )

On considére la série de terme général u,, = T D+t 3)
n n n

1. Quelle est la nature de cette série ?

2. Déterminer la somme de cette série.

” la f @« , b, c
on pourra metlire u,, sous ta jorme u, =
b " " n+l n+2 n+3
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1 1 1
Application de l’exercice précédent : nature de >, — et de Y. —  2) Montrons que la série Y, — est convergente.

n>1 n n=1 ’I’L2 n>=1 n2
1 , 1 1
1) Montrons, a aide du résultat précédent, que la série > — est divergente. « Remarquons tout d’abord : Vk > 2, 2 < k1) (%)
n=1 n B

« On remarque tout d’abord - « Ainsi, pour tout n > 2, on obtient par sommation :

—_

V>0, In(l+z) < =z Sp ="

1
k=2 —

2 gkzgk(k—l) =l-g s
L’inégalité de droite est une inégalité de convexité.
En effet, la fonction f: z +— In(1 + x) est concave.
Sa courbe est donc située en dessous de ses tangentes, notamment sa x croissante puisque pour tout n > 2, S, — S, =
tangente en 0, droite d’équation :

« La suite (Sp)n>2 est :

1
——5 20,
(n+1)2
x majorée par 1.

y=f'0) (z-0)+ f(0) =z La suite (Sy,) est donc convergente.

Autrement dit, la série ) — est convergente.

(évidemment, on peut aussi démontrer cette inégalité en étudiant le = n
nz

signe de la fonction +— x —In(1+ z))

. . . 1 . Remarque
« Cette inégalité étant vraie en £ = — > 0, on en déduit : . ) _ )
k « Dans le point 2), on compare la taille d’une suite (v,,) a la taille d’une

suite (uy) (inégalité (x)) pour démontrer la convergence de la série ) v,

1 1
Vk>1, In (1 + k:> < T sachant que la série ) w, converge.
o En utilisant cette idée, on peut facilement démontrer que pour tout o > 2,
« Ainsi, pour tout n € N*, on obtient par sommation : la série S ia est convergente.
n=2 n

i 1 > i In (1 + 1) — i (In(k +1) —In(k)) = In(n + 1) o Cette idée permet de préciser le résultat énongant la condition nécessaire
=1k~ i=1 k k=1 de convergence. On sait déja que pour assurer la convergence d’une série
> up, il faut que les termes de la suite (u,,) soient « suffisamment petits ».

« Or:ln(n+1) n_>_+>oo +o0. On peut maintenant ajouter que :
On en déduit par théoréme de comparaison : Zn: l — s 1o, % la suite (%) est « trop grosse » pour que l'on puisse sommer tous ses

k=1 k n—oo termes,

1
La série Y — est donc divergente.

1
Sin x la suite (ﬁ) et toutes les suites plus petites sont « suffisamment petites »

(on peut sommer tous leurs termes).
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I1.3. Reégle de d’Alembert

Théoréme 6.
Soit (un)nen € KN,

On suppose que les termes de (uy) sont non nuls (au moins a partir d’un
certain rang).

Un+1

) est convergente).
Un

— (€ R (la suite <
n—+o00

Un+1
Un

Supposons :

Alors 1) 0< € <1 = La série ) u, est (absolument) convergente

La série > u, est (grossiérement)

1
S divergente (c’est aussi le cas si « £ = +00 »)

Remarque

o Dans le cas ou £ = 1, la régle de d’Alembert n’est pas suffisante pour
conclure quant & la nature de la série. Cela signifie que, lorsque ¢ =1, la
série peut étre convergente ou divergente. Considérons par exemple :

1 1

VneN* w,=— et 5
n n

On a alors, pour tout n € N* :

1
Up+1|  Un+1l  ny1 M L n_ 1 1
Un Un, % n+1ns40 n n—+o0
v —L_ 2 2
ntl| _ Un+l _ (n+1)2 n N n® 1 1
v | vn L (n+1)2 nsre n? T notoo
n n nZ

. . 1
Dans ces deux cas, £ = 1. Mais, comme on I'a vu avant, la série > —
n

. . 1
diverge et la série > —5 converge.
n

o On peut évidemment appliquer ce résultat pour les séries a termes stricte-
ment positifs.

Démonstration.
« Profitons de cette démonstration pour rappeler la définition de convergence
d’une suite (vy,) vers une limite £.

Ve >0, Ing e N, VneN, (n>ng=|v, — | <e¢)

(ou avec I’abus de notation habituel : Ve > 0,3ng € N,Vn > ng, |v,—{| < €)
(« quelle que soit la précision € (> 0) choisie, on peut trouver un rang a
partir duquel les éléments de la suite ne s’écartent pas de £ de plus de € »)

Un+1
(3

« On suppose que la suite ( ) converge vers un réel £ < 1.
Un+1

Comme (

Un,
La convergence vers £ assure que tous les termes de la suite, & partir d’'un
certain rang, appartiennent tous a l'intervalle rouge ci-dessous :

) est a termes positifs, alors : £ > 0.

‘5 9
| —
0 6—5€€+5

Pou assurer la validité d’un tel schéma, il faut choisir € de sorte a ce que
I'intervalle rouge ne contienne pas 1. Pour ce faire, on peut considérer

_ 1 _ : L 14 ) 9:
e = 5 (ou encore € = min (5, T) pour s assurer que I'intervalle rouge

ne continenne pas 0 non plus).

, 1-7
1) . Smts—T.

) converge vers /, il existe un rang ng tel que :

Comme la suite ( uq’;—“
n

Un41

Vn = ny,

—€'<5

En particulier, pour tout n > ng :

0 < |unti| = |ungr — Lup + Cuy
< fupgr —Lup| + [Cuy)
0+1
< elupl Hllup| = (U+e)|uy| = 5 [t
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e« On a alors :

[t | 4+ 1\" )
x Vnzmng, 0 < |un| < - (par récurrence).
(%) 2
2
041 PSR 4+ 1\"
x Comme =5~ € [0,1], la série géométrique », ( ——— | converge

. : . u 04+ 1\"
(rappel & venir) et il en est de méme de la série ) | (M; ‘no < 5 )
2
(on ne change pas la nature d’une série en multipliant son terme
général par un nombre non nul).
Ainsi, par théoréme de comparaison des séries a termes positifs (résultat
a venir), que la série > |u,| est convergente.
Autrement dit, la série Y w, est absolument convergente.

2) « Si ¢ > 1, on raisonne de la méme facon.

) vers £ est alors représentée par le

. (73
La convergence de la suite ( L
n

U
schéma suivant.

| —F——
0 1 L

(-1
Soit € = ——.
oit € 5

) converge vers /£, il existe un rang ng tel que :

Comme la suite ( %
n

Un+1

vn = no,

—€‘<5

n

+1
2

(%)

En particulier, on en déduit : Vn > ng, |upy1| > [t |-

o Ainsi, par récurrence immeédiate :

’uno |

(49"

Vn = no, |up| >

[ty | 0+ 1\"
e Or: (ﬁ%l)no 5 n:;;Zo + o0.
Ainsi, par théoréme de comparaison (sur les limites), la suite numérique
(un) a pour limite +00. On en conclut que la série numeérique > wuy,
est (grossiérement) divergente.

3) Le cas ¢ = +00 se traite de maniére similaire.

o Comme la suite ( "Z“ ) diverge vers +00, il existe un rang ng tel que :
Un+1
Vn > ng, || > 2
Unp,

En particulier, on en déduit : Yn = ng, |unt1| = 2 |uyl.
« Ainsi, par récurrence immeédiate : Vn = ng, |un| = 27770 |up,|.

Or : 2770 |y, | = + o0.
n—-—+0oo

Ainsi, par théoréme de comparaison (sur les limites), la suite numérique
(un) a pour limite +00. On en conclut que la série numeérique > wuy,

est (grossiérement) divergente. O
Exercice
a™n!
Soit a > 0. Pour tout n € N*, on note up, = ——.
n

1. On suppose dans cette question : a # e.
Etudier la convergence de la série > .

1
n——+oo n ’

2. On suppose maintenant a = e.

1
Db —+ o

a) Démontrer :
Up, 2n

b) En déduire la nature de la série Y u,.

Exercice
n

_ x
1) Pour tout x € R, montrer que la série > — converge.
n!

B 2
2) Etudier la nature de la série ( n)
n
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III. Séries usuelles

III.1. Calcul direct des sommes partielles : sommes des puis-

sances d’entiers

1) Somme des n premiers entiers

n n 1
Sp=> k= Zk:n(n+ )
k=0 =1 2
n —m+1
Sy Spt=| Sk = (n m+2)(m+n)
k=m

Remarque

La formule donnant la valeur de S,, — S,,_1 peut se retenir comme étant

le résultat du demi-produit :

x du nombre de termes de la somme (n —m + 1),

x par la somme (n + m) formée du 1°* terme m et du dernier n.

2) Sommes des n premiers carrés d’entiers

Remarque

e Méme si les formules font apparaitre des divisions par 2, 6 et 4, il est
évident que la somme des n premiers entiers, carrés, ou encore cubes a un
résultat entier.

« Généralement, on démontre ces résultats par récurrence.
e On peut aussi démontrer ces formules de maniére directe. Par exemple,
pour la somme des n premiers entiers, on commence par remarquer :
(k+1)2—k* = 2k+1
n n n
On en déduit : S ((k+1)2—-k) = 23 k+>1

k=1 k=1 k=1
I Il

(n+1)2-12 2 (Z k)+n
et enfin :
2 (E k) = m+1)2-12—n =n?+2n+X¥—-¥—n
k=1
= n’+n = nn+1)

ce qui permet de conclure :

i b — n(n+1)
=1 2
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II1.2. Séries géométriques

Théoréme 7.

Soit z € K.

1) Tout d’abord :

> 2" converge & |z| < 1

2) De plus, si|z] <1 :

1—=z2

+o0o
> o=
k=0

Démonstration.
1) Soit z € K. Deux cas se présentent.

n
Siz=1,onaS,=> 1¥=n+1 — 4oo.
****** k=0 n—-+0o00

Si z # 1, on commence par remarquer, pour tout n € N :

n n n
(1-2) % & = 3 -3 ko
k=0 k=0 k=0
n n+1
= S P 3 S (par décalage d’indice)
k=0 k=1
n n
= <1 + zk) - (%4’ z”‘H)
Zy Z1
_ _ . n+l1
= 1-z N | _
On en conclut alors (comme z # 1) : 3 2F = 5 Et ainsi :
k=0 -z
La série Y z" est convergente < La suite (Z"H)neN est convergente

Trois sous-cas se présentent alors.

x Silz[ <1, ona|z"| = ‘z‘nﬂ — 0.

n—-+00

+o00
Ainsi, 2! — 0, donc (S,,) converge et : Y. zF =
k=0

n—y+oo 1—2

x Si |z| > 1, on procéde par I'absurde.

Supposons que la suite (2"*1),, est convergente. Or, comme |z| > 1 :
|27 = |z|"*! — +oco. Absurde!
n—+o0o

La suite (2"7!) est donc divergente. Il en est de méme de la suite (2"),
ce qui démontre que (S,,) est.

x SiJz| =1 (et z # 1), on procéde par l'absurde.
Supposons que la suite (2"*!) converge vers une limite ¢ (€ K).
Il en est alors de méme de la suite (2™). Or :

Par passage a la limite, on obtient : £ = z £. Ainsi : (1 —z) £ =0.
Comme 1 — 2z # 0 (car z # 1), on en déduit : £ =0. Or :

x comme 2" — {alors [z"] — |/
n—-+00 n—-+00

x comme |z| =1 alors [2"| =[z|"=1 — 1
n—-+0o

Finalement : [{| =1 et £ = 0. Absurde!
La suite (2") est donc divergente, ce qui démontre que (S,,) lest.
2) Soit z € C.
Side plus |z] < 1, alors la série ) | 2™ est convergente (c¢f point précédent)
et :
n
lim > 2%

“+00
> k=
k=0 n—+00 p—g

1— Zn-i—l
= lim —
n—-+o00

1
1—2z

1—2z

10
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Cas des séries géométriques (dérivées) a variable entiére

o Lorsque = est un réel, on démontre de maniére aisée :

1) Y. na®

n=1

! converge < |z| < 1

2)| 3 n(n—1)2"2 converge & |z| < 1
n=2

De plus, si || < 1, on obtient les sommes suivantes.

+o0 1 +o0 2
k—1 k—2
a. k x = — | b k(k—1) x = ——
= a2 | "] &Y (i
n
« Pour la démonstration 1), on peut considérer la fonction f, : z + > zF,
k=0
C’est une fonction polynomiale et elle est donc de classe € sur R.
n
De plus, pour tout x € R : f!(z) = > k 2*~1,
k=1
1— :EnJrl
Or, comme vu précédemment, pour tout x # 1 : f,(x) = .
—x

On en déduit :

. (x) —(n+1)2"1—2)+ (1 —2"") —(m+1)2"+n2"+1
xTr) = g
" (1—x)? (1 —z)?
De plus, si [z] < 1,ona (n+1) 2" — 0etn 2™ — 0 et la série
n—+oo n——+o0o
> n 2™ ! est donc convergente (x fixé). Finalement, si |z| < 1 :
/ N k-1 1
fulz) = 2 kat =2 kZ R = a e

o Pour la démonstration 2), on raisonne de méme. Si z # 1 :

—m+Dnz" 1 +2n+Dn—-1) 2" +n(l —n) 2"t +2

" n — 2
fi@) = S =10t o S rE-D A =

Application
Dans les exercices, il faudra savoir reconnaitre les séries géométriques et
géométriques dérivées et savoir calculer leur somme.

1) Montrer que est convergente et calculer sa somme.

I 1\2EHL 1\ 2 k
s - klg) T3klg) |-
K k-1
1 »n 1
k = — k| = .
3 kZO ( > 27 1 =0 (9>

C’est la somme partielle d’une série géométrique dérivée qui est conver-

32 +1

Pour k € N, on note : uj =

On a donc, pour tout n € N: §,, =

. 1
gente car de raison 9 €l—-1,1

I TR B
n—+oo 27 (1_3)2  3x9 8 64

Sn

Ainsi :

2
2) Montrer que Z—n est convergente et calculer sa somme.
1\
5)
En écrivant : k% = k(k — 1) + k, on obtient :

1\F 1\ * 1 N2 1\ k-1
(D) ek (2) = T (3) L)
1 n 1\ A2 1 n 1\ k-1
Onadonc, pourtoutn e N: S, = = > k(k—1) | = - Z )
1= 2) T3\

On reconnait la somme partielle d’une série géométrique dérivée et la
somme partielle d’'une série géométrique dérivée seconde toutes deux

Pour k € N, on note : uj = k>

U —

1
convergentes car de raison 5 el-1,1[.
o 12 1 1 24 22
A Ty Ta oyt TR

11
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II1.3. Série exponentielle

Théoréme 8.

Pour tout z € R, la série ) — converge et : ¢ = > 3
n: k=0 k
n .Z‘k
Ainsi : Yy er.

— —
k=0 k! n—+oco

Démonstration.
Commengons par rappeler I'inégalité de Taylor.

Soit f : R — R une fonction de classe €1 (n € N).
Alors, Vx € R, Vg € R :

n (k) (1
'ﬂw—z:(f;f”m—mﬁ)

L ——— max

‘.%' _xo‘n+1 (‘
(n+1)!

tel(xo,z)

7))

n
Ainsi, par théoréme d’encadrement, on en déduit : >

ol on a noté I(xzg, ) le segment d’extrémités xg et = (c’est [xg, x] si x > xg

et [x,x0] sl x < xp).

Appliquons ce résultat a la fonction f : t — e! (de classe € sur R) en

zo = 0. On a alors, pour tout k£ € N :
vieR, fO@1) =¢f, dou fF0)=e=1

Ainsi, pour tout x € R :

(fe'l)

Or : max (‘et‘) < 1+ €%,
tel(0,x)

x six >0 alors : Vt € [0,7],e! <

x six <0 alors : Vt € [x,0],e! <

Dans les deux cas : Vt € I(0,z), e* <1+ €”.

2023-2024
Finalement :
n xk |33]”+1
0 < | — — | < 1+¢€*) ——
&, M‘ ) vy
Or :
x 0 — 0
n—-+o0o
n+1
X (1—1—690)

(n+1)! n—>—+>oo 0
k
— . O

X
=0 k! n—o+oo

Remarque

« L’inégalité de Taylor se démontre a ’aide de la formule de Taylor avec reste

intégral. Cette formule est au programme en MPSI-MPII (et PSI) mais n’est
pas exigible en PCSI. Examinons cet énoncé.

Soit f : R — R une fonction de classe €1 (n € N) sur R.
Alors, Vz € R, Vag € R :

f) = 3 (f}§“<x—mw>+—/

0

(z —t)"

= [T () dt
n:

Ce résultat se démontre par récurrence (c¢f TD).

Il est & noter que la formule de Taylor et I'inégalité qui s’en déduit, sont
aussi valables pour les fonctions de la variable réelle et & valeurs complexes.
En particulier, on peut appliquer 'inégalité de Taylor a la fonction (de la
variable réelle) f : ¢ — el ce qui donne le résultat suivant.

. +oo (1 k
voeR, r— 53 09
k=0 k!

12
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Un mot sur ce type d’objets

+oo
o L’écriture ) anz™ peut étre vue comme une généralisation de la notion

de polynoémes : c’est un polynoéme de degré +oo.

« On appelle cet objet une série entiére et on dit alors que la fonction ex-
ponentielle est développable en série entiére (DSE). Toutes les fonctions ne
sont pas développables en séries entiéres. L’intérét de ce type de dévelop-
+oo

pement est la relative simplicité de 'objet > a,z™ et notamment son bon
n=0

comportement vis-a-vis de certaines opérations telles que la dérivation.

o En PSI, un chapitre est dédié a I’étude des séries entiéres.

+o00 Zk

:EE

k=0

Vz € C, &

On verra d’ailleurs qu’on peut généraliser :

Application
Dans les exercices, il faudra savoir reconnaitre la série exponentielle et cal-
culer la somme associée.

n+7
Montrer que ) 9n ol est convergente est calculer sa somme.
n!

k+7_k(§)
2k k1 k!

L (l)kz n
Onadonc: S, = Y, Z
k=0 k! =

Etudions séparément ces deux sommes.
« Tout d’abord :

Pour k£ € N, on note : up =

(%)’“

f (2" _ > kr 1 3 (!
=0 k! =1 K 2 =5 (B=1)!
1 n=l (3)F 1 1
T2 K noim2l

~—
o

—~
N[

1
7 ez

n
« D’autre part,ona: 7 kgo N n_>_+>oo
0 ot S, — 2 eb = \f
. — e2
n en conclu A

I11.4. Les séries de Riemann

Théoréme 9.
Soit a € R. Alors :

Y. — converge
n

S a > 1

Démonstration.

0: alorsi —+ 0.

e Sia< -
N~ n—+4oo

1
Ainsi, la série )} — est (grossiérement) divergente.
n

e Si a > 0 : deux cas se présentent.

x cas 0 < o < 1 : alors pour tout k >
1
k= ko

Ainsi, pour tout n € N*, on obtient

>

k=1

=

n

1
Or, on a déja démontré : > — —

1,on a:

(car k'™ > 1)

par sommation :

no1
2 G

k=1

+00.

k=1 k n—+4o0
On en déduit, par le théoréme de comparaison des suites qui divergent

no]
vers l'infini : > — — +o0.

=1 k& n—+4oo

o : 1
Ainsi, la série ) — est divergente.
n>1 N

13
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x Sla>1:

() On considere la fonction f:z — —.
x

Cette fonction est dérivable sur ]0,4o00|. De plus, pour tout > 0 :
fl(z)=—az™® 1 < 0 (car —a <0 puisque a >1>0)

On en déduit que la fonction f est (strictement) décroissante sur
10, +o0l.

(71) La deuxiéme étape de la démonstration consiste & démontrer :

k

Vi >2, f(k) < / FOydt < flk—1)
k

-1

Cette inégalité se comprend (mais cela ne constitue pas une démons-
tration!) a l'aide de la représentation graphique suivante.

Démontrons cette inégalité.

Soit k > 2. Pour tout t € [k — 1,k] :

k—1 < t < k
donc fh=1) = f) > f)
(car f est décroissante sur ]0,+o0[)
k k k
donc flk=1)dt > f@t)dt > f(k) dt
k—1 k—1 k-1

(par croissance de l'intégrale, les bornes étant
dans l'ordre croissant (k —1 < k))

k

donc fk—1) > ft)dt > (k)

k—1
(#44) Ainsi, par sommation des inégalités de droite, pour tout n > 2 :

k

S k) < > F(t) dt

k=2 k=2 k—1

/j £(t) dt

I
2 n
/ f(t)dt+...+/ Ft)dt =
1 n—1
(par relation de Chasles)

Or, comme a # 1 :

no tmat1 1" 1 1
/ Lo = _ =
; to —a+1 | a—1 no—1

1 1
>0 >1)et —
] (cara>1)e a

Enfin

— > 0 ce qui permet de conclure :

| 1 1
/ —dt < et S, <1+
1 a—1

14
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(iv) La suite (S,,) est :

x croissante puisque pour tout n : Sp4+1 — Sy =

x majorée par 1 +

Elle est donc convergente.

CESVThe

Ce qui signifie que la série ) — est convergente.
n

Remarque

« Il faut savoir reconnaitre ce type de séries dans les exercices. Par exemple :

x les séries )

1
n+/n

n>1 Tl3 ’

sont convergentes.

1 1
x les séries Y —, >  —— sont divergentes.

n=1 n
o Cette démonstration est une illustration de la technique dite de comparai-
son séries / intégrales.

Comparaison séries / intégrales

« On considére une fonction f : [0, +0o] — R continue sur [0, +o0].

« On suppose de plus que f est décroissante sur [0, +oo[. Alors :

Vk € N,

On en déduit, par sommation :

Vn € N¥,

ft)dt < f(k—1)

) < /0 fO)dt < 3 fk—1)

mn

k=1

Bufin: 35 f() = 80— f(0) et 35 f(i—1)= '3 f(k) = Sps
k=1 k=1 k=0

(prudence lors de la sommation : sur quels entiers k peut-on sommer ?)

Remarque

o Le programme précise que « Les étudiants doivent savoir utiliser la com-
paraison série-intégrale pour établir des convergences et des divergences
de séries, estimer des sommes partielles de séries divergentes ou des restes
de séries convergentes dans le cas d’une fonction monotone ». Il est donc
primordial de connaitre la technique de comparaison série-intégrale méme
s’'il n’y a pas de théoréme spécifique au programme.

« Dans 'exercice, on a considéré une fonction continue sur [2, +oo[. En consé-
quence, la sommation a été effectuée pour des entiers plus grands que 2.
De maniére générale, si f est une fonction continue et décroissante sur
[ng, +oo[ (ot ng € N), on peut démontrer :

k
k> no, | f(k) < Ft) dt < flk—1)
k—1
Et par sommation :
n n n—1
Wnsne | Y f(k) < / fd < S (k)
k=np+1 no k=ngo

Ce qui peut encore s’écrire :

Vi > no, / ") dit f(n) < ) < S + / " f) dt

=no

« Enfin, si on suppose de plus que la fonction f est positive, on a :

n
L’intégral t) dt admet limit
Z f(n) converge < mtegrale - f(t) admet une limite

fine lorsque n — +00

15
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IV. Le cas particulier des séries a termes positifs

IV.1. Les résultats fondamentaux
Théoréme 10.
Soit (u,) € RY.

On note (Sp)nen la suite des sommes partielles associée & la série Y uy.

(VneN, u, >0) = (Sy) est croissante

Démonstration.

Supposons : Vn € N, u, > 0.

Soit n € N. On a Sy,4+1 — Sp = upy1 = 0. Ainsi, (S,) est croissante. O
Remarque

On peut s’interroger sur la réciproque de ce théoréme. Si (.S,,) est croissante,
alors pour tout n € N: S, 11 — S, = up+1 = 0. Ainsi : Vn € N*, u,, > 0.
Théoréme 11.

Soit Y u, une série réelle a termes positifs : ¥Yn € N, u, > 0.

1) | (Sn) est majorée = > wu, converge

2) | (Sn) non majorée = S, — 400
n—-+oo

Démonstration.
C’est une conséquence directe du théoréme de convergence monotone.
La suite (S,,) est croissante. Ainsi :

x si elle est majorée, elle est convergente.

x si elle est non majorée, elle tend vers +oo. 0

Remarque
Si > w, est une série a termes positifs divergente, alors la suite de ses

sommes partielles a pour limite +o00. On s’autorise alors, dans ce cas, a

+o00
noter : » up = +00.
k=0

IV.2. Critére de comparaison des séries a termes positifs

Théoréme 12.

Soient Y uy et Y vy, deux séries réelles & termes positifs.

Supposons : Yn € N, 0 < u, < vy,
Alors 1) Y v, converge = . u, converge

2) > uy diverge = Y vy, diverge

Démonstration.
Comme : Vk € N, 0 < up < vg, on en déduit, pour tout n € N :
n n
XSn:zuk< ka:Tny
k=0 k=0

x (Sp) et (T,) sont croissantes puisque Y u, et > v, sont & termes positifs.

1) Si)_ v, converge, alors (T},) est majorée. Ainsi, il existe M € R tel que :
YneN, T, < M.Dou: VneN, S, < T, < M.
Cela signifie que (S,,) est majorée par M. De plus, (S,) est croissante.
Elle est donc convergente. On en conclut que » | wu, converge.

2) Si ) u, diverge, la suite croissante (S,,) est non majorée.
On en déduit : S, — +oo. Or:

n—-+00

vneN, T, < S,

On en déduit : T,, — —oo0.
n—-+oo
(on peut aussi remarquer que cet énoncé est la contraposée du 1)) ]

Remarque

« La conclusion reste valable avec 'hypothése moins stricte suivante :
Vn = ng, 0 < u, <oy

pour un certain ng € N.

(la convergence d’une série ne dépend pas des 1" termes ug, .. ., Un,)

16
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o Ce théoréme est important. Il signifie que pour déterminer la nature d'une IV.3.b) Rappel sur les relations de comparaison sur les suites
série réelle a termes positifs, il suffit de comparer son terme général & celui
d’une série de référence (dont on connait la nature).

Définition
Soit (uy) € RY.

IV.3. Application : les autres critéres de comparaison des sé- Soit (vy,) une suite qui ne s’annule pas (au moins a partir d’un certain rang).

ries & termes positifs « On dit que (uy) est dominée par (v,), et on note u, = O (v,) si la
n——+oo
IV.3.a) Reésultat intermédiaire suite <n) est bornée, c’est-a-dire si :
v
Théoréme 13. "
Soient Y uy et Y vy, deux séries réelles a termes (strictement) positifs. M € R,Vn € N, v—n < M
n
Supposons qu’il existe (m, M) € R? : ¥n €N, 0 <m < Tn <M A Toral, on dit que « u, est un grand o de v, ».
Alors los séri o e " (o = 15°™¢ [ettre de ’alphabet)
ors les séries 3| tn et ). vn sont de méme nature. « On dit que (u,) est négligeable devant (v,), et on note u,, = o (vn),
Plus précisément, on a : U e
si la suite [ — | est convergente de limite 0, c’est-a-dire si :
1) > u, converge << > v, converge Up,
: : U
2) > uy, diverge & Y vy, diverge Ve > 0,3ng € N, Vn > no, n‘ < e
Un
Démonstration. u
Soit n € N. Par hypothése, on a : 0 < muv, < u, < M v,. up= o (vp) & lim — =0
Par le théoréme 12, on en déduit : noee nTee Un
1) >, M v, converge = Y wu, converge = » . muv, converge, A Toral, on dit que « u, est un petit o de vy, ».
2) > muy, diverge = > u, diverge = > M v, diverge. (o = 15°"¢ lettre de alphabet)
Il suffit alors de remarquer que les serles S mun, S Mo, et S v, sont de * On dit que (un) est équivalente & (vy), et on note uy oo Uno S la suite
u
méme nature puisque kZO Muvy =M kZO Vk- = <n> est convergente de limite 1, c’est-a-dire si :
Remarque n
. . . Ve > 0,3dng € N,Vn = ng, —1| < ¢
« La remarque précédente s’applique (ainsi qu’au théoréme suivant). n

o On peut aussi relacher 'hypothése de stricte positivité. Le théoréme reste '
vrai si (uy,) est & termes positifs et (v,) est une suite de termes positifs qui Un ™~ Un < ngrfoo o 1
ne s’annule pas a partir d’un certain rang.
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Remarque

o Les relations de comparaison asymptotiques vérifient les propriétés sui-
vantes.

La relation ~

n—-+oco

La relation O

n——+oco

La relation o

n——+oo

N’est PAS réflexive est réflexive est réflexive

N’est PAS symétrique N’est PAS symétrique est symétrique

est transitive est transitive est transitive

Du fait de ces 3 propriétés, on dit que la relation ~  est une relation

n—-+oo

d’équivalence.

« Par ailleurs, comme toute suite convergente est bornée, on démontre :

U= 0 (vp) = up= 0 (vy)
n—-+oo n—-+oo

et Unp, ~ Uy = Up = O (vn)
n—-+oo n—-+oo

En particulier :

u
La suite <n> admet une limite finie = uy, = O (vy)

vn n—+oo

o Lorsque u, = o (vy,), on utilise parfois la notation u, << v,.

n—-+oo
Cette notation, trompeuse, est a réservée a ’écriture d’échelles asympto-
tiques.

e Pour tout a >0,b>0,¢g>1,0ona:

(In(n))’® << n% << ¢ << nl << "
c’est—é—dire(ln(n))b: ) (na), n® = o (q"), "= o (n!),
n——+oo n—+oo n— 400
| — n
e o (o
Exercice
e eV
Déterminer la limite des suites | — | et [ — .
n n

IV.3.c) Quelques développements limités a connaitre

Théoréme 14.
Rappelons que si f est de classe €' au voisinage de 0 alors elle admet un
DL,,(0) qui s’écrit :

n £k (0 ., v f®(0 n
fa) =5 0wk i o @) Jou| @)= 3 0wk 0 (@)
=k =0 i—o k! ®=0
I I A A
° e = xr 9 6 n' 2550 Z
2?2zt 2P
. =1 (=1)P 2t
cos(x) TR e (2p)!+£°(w )
. 3 ab z? 2p+3
o| sin(@) =z -+ ot (CDP (2p+1)!+£o($p )
) 3 _1\n+1
. ln(1+$)—x_?+%+ +( : xn+00(xn+1)

18
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1
1—=x

=l—z+22+...+2"+ O (:L‘”'H)

z—0

ala—1)...(a —n+1) 4 0 (@)

’I’Z‘ z—0

el I4+2)*=14az+...+

IV.3.d) Les critéres de négligeabilité, domination et équivalence

Théoréme 15.

Soient Y uy et Y vy, deux séries réelles a termes (strictement) positifs.

e VneN, v, 20
1) cu, ~ o, } = > uy, ety v, sont de méme nature
n—-+oo

e VneN, u, >20etv, >0

Uy, = o (v
2)| o Un 7H+oo( n) = > wu, est convergente

e > vy, est convergente

e VneEN, u, =20etv, >0

ety = o (v
" n~>+oo( n) = > vy, est divergente

e Y uy, est divergente

eVneN, u, >20etv, >0
O (vn)

3 s Up =
) n—s+oo = Y. uy, converge

. > Uy converge

e VneN, u, 20 etv, >0
O (vp)

o Up = .
T e = > v, est divergente

> uy, est divergente

2023-2024
Démonstration.
1) On suppose : up, ~ .
n—-+oo
U
Rappelons : u, ~ v, & — — 1.

2)

3)

n——+oo UTL n—-+o0o

Ainsi : Ve > 0,dng € N,Vn > ny,

1
Par exemple, si ¢ = o il existe ng € N tel que :
1 wu 3
Vn>mng, 0<-<— <=
2 Up, 2

On conclut alors & 'aide du théoréme 13 que les séries > u, et Y. vy
sont de méme nature.

(Un).

On suppose que la série > v, converge et : u, = o

n—-+oo

u
Rappelons : u, = o (v,) & —

n——+oo

Ainsi : Ve > 0,dng € N,Vn > ny,

Par exemple, si € = 1, il existe ng € N tel que : Vn > ng, <1

n

U
Autrement dit : Vn > ng, 2 <1 et done 0 < up < vp.

n
On conclut, a l'aide du théoréme 12, que la série > u, converge.

O (vp).

n——+oo

On suppose que la série Y v, converge et : u, =

u
Autrement dit, la suite < —
Un

) est bornée. Il existe donc M > 0 et un

Un

rang ng € N tel que : Vn > ny, < M. Ainsi :

Un
Vn = ng, 0 <up, < Moy,
La série > M v, est a termes positifs et est convergente (on ne change

pas la nature d’une série en multipliant son terme général par M # 0).
On en conclut, par le théoréme 12, que la série > u, converge. O
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Un point sur les relations de comparaison dans ces théorémes

o Pour les séries a termes positifs, I'idée de ces théorémes est de déterminer la
nature d’une série » . u, en comparant son terme général au terme général
vy, d’une série de référence (dont on connait la nature) Y wv,. Pour ce
faire, on utilise les relations de comparaison o , O , ~ .Ilsagit

n—+oco0 n—-+oco n—+oo
de déterminer si les suites (uy,) et (v,) ont un comportement asymptotique
proche. Plus précisément :

x la relation u, ~ v, siginifie que les suites (u,) et (v,) ont méme

n—-4oo
comportement asymptotique. La nature d’une série > wu, ne dépend
pas des premiers termes de la suite (uy). Il parait donc logique que les
séries Y wu, et Y. v, alent méme nature si les suites (uy,) et (vy,) ont
méme comportement asymptotique.

x la relation u,, = o (v,) siginifie que la suite (u,) est négligeable

— 400
devant (vy,). Ainsi, si la suite (v,) est suffisamment petite (convergence
suffisamment rapide vers 0) pour que l'on puisse sommer ses termes, il
est logique qu’il en soit de méme pour la suite (uy,).

x la relation u, = O (v,) siginifie que la suite (u,) a un comporte-

n—+4oo
ment asymptotique au pire & hauteur de celle de (v,) a un coefficient
multiplicatif prés. Il est donc la encore logique que si la suite (vy,) est suf-
fisamment petite pour que ’on puisse sommer ses termes, il est logique
qu’il en soit de méme pour la suite (uy,).

b Y
C‘Zln<1+rlz> f.21n<1+7112> ey

Un point sur le caractére positif

e On aurait donc pu énoncer les Théorémes 12, 13,

Exercice
Déterminer la nature des séries suivantes, sans chercher a calculer leur somme.

n+1 . n . In(n
a.zm d. > n'e gZ\ng i > 2(n)
1 1 In(n)

e. Y ne ™

Wz SRR

« Il est & noter que pour étudier une série y , wu, a termes négatifs, il suffit

d’étudier la série > —u, qui est & termes positifs.

15 sur des séries a
termes négatifs. En fait, I’hypothése adéquate pour ces théorémes est celle
des séries & termes de signe constant.

« Notons que certaines séries ne sont pas & termes de signe constant.

Pour déterminer la nature d’une telle série, on se sert souvent de la notion
de convergence absolue.
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V. Convergence absolue d’une série numérique e Pourtout n€ N: 0 < v, < |uy|

V.1. La convergence absolue implique la convergence
Définition
Soit (uy,) € KN.

o La série > wu, est dite absolument convergente si la série > |uy| est
convergente.

Remarque
Evidemment, dans le cas d’une série a termes positifs, convergence et conver-
gence absolue sont deux propriétés synonymes.

x Par hypothése, |u,| est le terme général d’une suite convergente.
x Ainsi, par le théoréme 12, la série > v, est convergente.
e De méme, pour tout n € Nyona: 0 < w, < |uy|
x Par hypotheése, |u,| est le terme général d’une suite convergente.
x Ainsi, par le théoréme 12, la série > w,, est convergente.
Enfin, on remarque que, pour tout n € N, u, = v, — w,. Le terme

général de > w, apparait comme somme de deux termes généraux de
séries convergentes. La série ) wu, est donc convergente.

Démonstration dans le cas ou (u,) est une suite complexe

Théoréme 16. (Inégalité triangulaire) On suppose que la série > |u,| est convergente.
Soit (un) € KN Il s’agit alors de démontrer que la série Y u, est convergente.

C’est le cas si et seulement si > Re(up) et > Im(uy,) le sont.
> uy, est absolument 11 suffit alors de remarquer :

1 t t
) convergente > uy, est convergente
0 < [Re(un)| < fun| (et 0<[Im(un)| < fun| )
2) Dans le cas de la convergence absolue, on a de plus :
On en déduit, par théoréme de comparaison des séries & termes positifs
oo oo que les séries Y Re(uy) et >, Im(u,) sont (absolument) convergentes,
Sug | < DD |ugl ce qui permet de conclure.
k=0 k=0 n n
2) Par inégalité triangulaire, on a, pour tout n € N : | >~ wug| < > |ugl.
: : k=0 k=0
Démonstration. Les séries Y. wuy et > |uy,| étant supposées convergentes, on obtient le
1) On suppose que la série > |uy| est convergente. résultat souhaité par passage a la limite dans cette inégalité. n
Démonstration dans le cas o (u,) est une suite réelle .
) ) . o Exercice
On introduit (vy,) et (wy,) les suites définies par : _ . (=1)™
Déterminer la nature de la série ) 5
n
Un + (U Up| — U .
Uy = 712’71’(_ max (0, |uy|)) et w, = ’"|2n(— —min (0, |uyl))

vy, est la partie positive de u,, et w, est la partie négative de uy.
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V.2. Critére de domination pour démontrer 1’absolue conver-
gence d’une série

Théoréme 17.
Soit (u,) € CN.
Soit (vy,) € (]R_,_)N ((vy) est une suite d’éléments réels positifs).

e VneN, u, €Cetv, >0
e up= O (vy)

n——+oo

La série Y u, est

> (absolument) convergente
. Uy, converge

Démonstration.

« Remarquons tout d’abord que pour toute suite (w,) d’éléments de K :

(wn) bornée = (Jwy|) bornée

En appliquant ce résultat a la suite <n>, on démontre : |u,| = O (vp).
Un n—-+oo
o Il suffit de remarquer :
x Vn €N, Juy| = 0etv, >0

O (vn)

n——+oo

x La série ) vy, est (absolument) convergente.

x |un| =

Ainsi, par le théoréeme de domination des séries & termes positifs, la série
> |un]| est convergente. O

Remarque

o Cette présentation du théoréme de domination est celle du programme
officiel. Elle est intéressante car permet de s’abstraire de 'utilisation du
module qui n’apparait pas directement dans les hypothéses. Cependant,
d’un point de vue pédagogique, il est bienvenu de se poser la question de
la convergence absolue et il est donc pertinent de penser a travailler avec
le module (ou la valeur absolue selon le contexte) du terme général de la
série. La présentation mise en avant dans le programme ne doit donc étre
utilisée qu’en cas de recul suffisant.

o Dans la démonstration, on démontre :

O (vn) = |un|=

n——+oo

O (vn)

n——+oo

Up —

De maniére similaire, on peut démontrer (revenir a la définition de négli-
geabilite) :

(vn) = |un|= o

n——+oo

(Un)

Uy = O

n——+oo

On peut alors présenter le critére de négligeabilité sous la forme :

eVneN u,eCetuv, >0
(vn)

e > v, converge

o Up = o
n—-+4oo

La série Y u, est
(absolument) convergente

« Lanotion d’absolue convergence n’est pas équivalente a la notion de conver-
gence. Plus précisément : il existe des séries convergentes qui ne sont pas
absolument convergentes. On parle alors de série semi-convergente pour
désigner une série convergente mais non absolument convergente.

—1)"
« Un exemple classique est celui de la série ) (7)
n>1 n

% convergente. On va le démontrer dans le paragraphe suivant.

. Cette série est :

x non absolument convergente. En effet, pour tout n > 1 :

S

n n

1
Or, la série Y — est divergente.
n

C’est un cas trés particulier de série semi-convergente. En effet, on a ici
affaire & une série alternée, c’est-a-dire une série dont le terme général
change de signe & chaque rang. Pour démontrer la convergence de ces séries,
on utilise le critére spécial des séries alternées.
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VI. Le cas particulier des séries alternées
Définition
Soit (uy,) € RY.

o On dit que la série > u, est alternée si pour tout n € N, wu, et up41
sont de signes opposés. Autrement dit, la série est alternée si la suite

((71)" Uy, | est de signe constant.

Remarque
Du fait méme de cette définition, une série alternée > u,, est souvent notée
sous la forme Y (—1)"a, ou (ay) est une suite réelle de signe constant.
Remarquons dans ce cas que pour tout n € N :
[un | = [(=D)" an| = [(=1)"|[an]| =
(D" an = ()" ((=D" un) =
Théoréme 18. (Critére spécial des séries alternées)
Soit (un)nen € RN,

1. Enoncé du critére spécial des séries alternées

e Y. uy, est une série alternée
(s’écrit sous la forme > (—=1)"ay,
ot (an) de signe constant) La série > uy,

o (lunl) est décroissante, est convergente

2. De plus, si Y uyp est une série alternée convergente, alors :

+00
a) Vn e N, R, = > wuy est du signe de Up41.
k=n+1
(R, est le reste d’ordre n de la série Y, uy)
b) VneN, |R,| = [S—S5n| < |unt1]-

Démonstration.
Pour plus de lisibilité, on suppose dans cette démonstration que la suite (ay,)
est positive (le cas des suites & termes négatifs se traite de maniére similaire).

1. Montrons que les suites (S2,) et (S2,41) sont convergentes

Pour cela, on démontre qu’elles sont adjacentes.

« La suite (S2,) est décroissante. En effet :
2n+2 & 2n &
Sont2 = S2n = 3 (=1)%ap— 3 (1) ay
k=0 k=0
— (_1)2n+1 ant1 + (_1)2n+2 A2n+2

= Q42 —a2pt1 < O

So(nt1) — Son =

« La suite (S2;,41) est croissante. En effet :

2n+3 i 2n+1 i
Sotnry41 — S2nt1 = Sonyz — S = Y (1)%ar— Yo (=1)%a
k=0 E=0
— (_1)2n+2 Aont2 + (_1)2n+3 a2n+3
= aopq2 —a2p43 = 0
o Enfin on a:
2n+1 & 2n % _—
Soni1 —Son = > (=Dfar— > (=1)far = (=1)*"ag, 4
k=0 E=0
= —axmt1 — 0
n—-+o0o

On en conclut que les suites (S2,) et (S2,41) sont adjacentes.
Elles sont donc convergentes et convergent vers la méme limite ¢ € R.

Démontrons alors que la série Y wu,, est convergente (de somme notée S)

Soit € > 0.

e On sait : S5, — /L.

n—-+o0o
Ainsi, il existe un rang n; € N tel que : Vn > nq, [S2, — | < e.

(ceci signifie qu’a partir du rang ni, tous les éléments de (Say) sont
dans intervalle rouge)

{—¢ ¢
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— L.
n—-+0o00

Ainsi, il existe un rang ng € N tel que : Vn > ng, [Sop+1 — ¢ < e.
( ceci signifie qu’a partir du rang na, tous les éléments de (Sap+1) sont
dans lintervalle rouge)

o On sait : Sopt1

Notons N = max(2n1, 2ns+1). Ces deux inégalités permettent d’affirmer :

Vn> N, |S, -/ < €

(ceci signifie qu’a partir du rang N, tous les éléments de (S,) sont dans
Uintervalle rouge)
Ainsi (Sy,) est convergente de limite ¢ (notée S).

2. a) 1l s’agit de déterminer le signe des termes de la suites (R,,).
Démontrons tout d’abord : Vn € N, So,p1 < § < Sop

La suite (S2,) (resp. (S2n+1)) est décroissante (resp. croissante) donc,
sa limite S est sa borne inférieure (resp. supérieure) et est donc un
minorant (resp. un majorant). Ainsi :

Vn € N, 52n+1 < sup SZnJrl =S = inf Sy, < Y9,
neN nEN
Soit n € N. Démontrons maintenant que R, est du signe de uy41.

Deux cas se présentent alors.
« Sim est pair alors il existe p € N tel que : n = 2p. Alors :

—+00

2

k=2p+1

Rn:R2p: uk:S—5’2p<0

Et R, est bien du signe de :

2p+1 _
P 2p+1 = —a2p+1 <0

Unt1 = Ugpr1 = (—1)
e Sim est pair alors il existe p € N tel que : n = 2p + 1. Alors :

“+o00

2

k=2p+2
Et R, est bien du signe de :

R, = Ropy1 = up =98 — S9p11 20

2p+2
Upt1 = Uzpro = (—1)P a9, 10 = aznia =0

Soit n € N. Deux cas se présentent.

e Sin pair : il existe p € N tel que n = 2p.
Onaalors: S—85, = S-S5y, < 0 (d’aprés la question précédente).
On en déduit :

|S—Sn| = Sgp—S < Szp—82p+1 (CCLTS}SQP+1)

I
(=Dt ag, 1 = agpr1 = anp
o Sin impair : il existe p € N tel que n = 2p + 1.

Onaalors: S—S5, = S— 5341 > 0 (question précédente).

On en déduit :

S =Sp| = S— Sopr1 < Sopt2 — Sopta (car S < S2p+2)
I
(_1)2p+2 A2p+2 = Q2p4+2 = Qn4l
Ainsi : Vn € N, |S, = S| < apy1. ]
Exercice

. (=n"
1) Démontrer que la série
5 Tn(n)

est convergente mais non absolument

(—7112)71).
(—i)n)

convergente.

2) Déterminer la nature de la série > In (1 +
n=2

3) Déterminer la nature de la série ) In (1 +
n=>2
(penser a un développement asymptotique)
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VII. Propriétés des séries convergentes

VII.1. Propriétés algébriques élémentaires

Théoréme 19.
Soient (u,) € KN et (v,) € KN.
On suppose que les série Y wuy, et Y v, sont convergentes.

1) Linéarité

a) Pour tout (\, 1) € K x K, la série Y. (Au, + pvy,) est convergente.

—+00

“+o00 o0
> (Augtpvr) = XY uk+p Yy vk
k=0 k=0 k=0

b) De plus :

2) Positivité

+o0o
dng € N,VE 2 no,up =20 = > up >0

k=ng
3) Croissance
+o0o “+o00o
dng € NyVE 2 no,up <vp = >, up < Y. Uk
k=ng k=ng

Remarque

e On peut démontrer, a 'aide de ce résultat :

La série Y (upn + vp)

« La série ) wu,, est convergente
} est divergente

« La série Y v, est divergente

(1"
Vi = (=1

« Application : déterminer la nature de la série

(penser a un développement asymptotique)

VII.2. Produit de Cauchy de deux séries convergentes
VII.2.a) Définition
Définition

Soient (u,) € KN et (v,) € KN,

« On appelle produit de Cauchy de deux séries numériques » . u, et > vy,
la série numérique Y ¢, dont le terme général est défini par :

n n
vneN, ¢, = Z U; Up—i = Z Up—j Vj
i=0 j=0

VII.2.b) Reésultat

Théoréme 20.
Soient (uy,) € KN et (v,) € KN,

n n
Pour tout n € N, on note : ¢, = Y Ui Up—i = Y, Up—j Vj.
i=0 j=0
1) Siles séries > uy, et Y, v, sont absolument convergentes alors la série
> ¢, produit de Cauchy des deux précédentes, est elle aussi absolument

convergente.
+o0o +oo +00
Yoo = | Loui) | 2
k=0 i=0 7=0

« La démonstration n’est pas exigible. On se contente ici de donner une une
représentation graphique expliquant la forme du terme général de la série
obtenu par produit de Cauchy.

2) Dans ce cas :

Démonstration.
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o Soient > uy et Y. v, deux séries absolument convergentes. Dans ce cas : o Afin de mieux comprendre ce dernier point, on peut faire les représentations

graphiques correspondantes.
(la somme de la série >, vy,

+oo +oo +oo +00
3wy vl o= > lw | DX v est un réel indépendant de la
=0 7=0 =0 j=0 variable de sommation i)
+oo [ +oo o UOU; UV . . U .. UV UV .. .. U
= > | > uiv; *1 (par linéarité)
i=0 \j=0
= Z Ug ’Uj *9 UV ULV ... el UV ... U] ULV ... Lo U
0<4,j<+00
too Too UQUY  UIVY - -e e UVY e UoV) ULV -e- ... UV
= z: Ui Vyj *3 . . . .
j=0 \4=0 Sommation suivant les colonnes (x1) Sommation suivant les colonnes (x3)
L’écriture %9 stipule qu'il s’agit de sommer toutes les quantités u; v; pour Jrz":o JFXO:O v *io (*ZO:O w v‘>
.o 2 . 2 . .. 1 Y] )
(i,j) parcourant tout N“. Si on présente les couples (7, j) sur le quart de =0 \ ;=0 =0 \izo
plan et qu’on positionne les quantités u; v; aux places correspondantes, on
comprend qu’il y a essentiellement 3 maniéres d’obtenir la somme de tous
ces termes :
UOVE
x faire une somme suivant les lignes (écriture x3).
x faire une somme suivant les colonnes (écriture *q). SRR
x faire une somme suivant les diagonales.
C’est I'idée derriére le produit de Cauchy. S . R
K (e
\\/
6\ Upv1 ULV
\0
upvo U1V U e e UEVY

Sommation suivant les diagonales (produit de Cauchy)

+o0 k +oo +too k

S (Tuwn) =2 ( T wn)=% (Luy

k=0 \i=0 k=0 " (i,5) € N2 k=0 \j=0 OJ
itj=k
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Remarque

e On peut se demander d’oll vient la nécessité de I'hypothése d’absolue
convergence. C’est celle qui permet de parler de convergence d’une sé-
rie réelle indépendamment de 1'ordre de sommation choisi. En particulier,
si une série est absolument convergente, on peut sommer ses termes par
paquets sans que cela ne change le résultat de la sommation.

« Dans le cas d’une série réelle convergente mais non absolument convergente,
I'ordre de sommation joue un role primordial. Plus précisément, quelle que
soit la série semi-convergente étudiée, on peut, en modifiant I'ordre de
sommation, créer une série qui converge vers n’importe quel @ € R choisi
a lavance (on peut méme prendre aw = +00 ou @ = —00).

o Ce résultat est contraire a l'intuition : on ne s’attend pas & ce que la
somme de tous les termes dépende de 'ordre de sommation. Il a été établi
par Riemann et est connu sous le nom de théoréme de réarrangement.

Théoréme 21. (CULTURE)
Soit (u,) € RY.
Soit Y u, une série semi-convergente.
) > uy, converge
c’est-a-dire )
> |un| diverge
Alors, pour tout o € R, il existe une permutation o de N telle que :

n
u —
kz::() U(k) n——+oo

Remarque

) . . (_1)n+1
« On a déja rencontré une série semi-convergente : »  ~————.
n>1 n
En TD, on démontrera :

x que cette série a pour somme In(2).
) : Y : 2
x qu’en modifiant I'ordre de sommation des termes, on peut créer une

somme de valeur g In(2).

VIIL.2.c) Application : série exponentielle complexe

Théoréme 22.

: 2"
Pour tout z € C, la série — converge et :
n!

“+o0o Zk

EZ: Z y

k=0

Démonstration.

« Soit z € C. On note x = Re(z) et y = Im(2).

e? = e:erz'y

ot (& (iy)k

= (320 J (k:j)!>

_ +o0 k 1 x. i o

-5 (E()j'(k_]), I (i) J>

- Jrf:o liki'xj (iy)k—d

==Vl y
+oo 1 & k i ;

N kgo (k" EO (]) zd (iy)k )
w1 . k too kK

- E (b)) - B

(par propriété de
Iexponentielle complexe)

(par propriétés vu dans le
paragraphe I11.3)

(par produit de Cauchy
puisque les deux séries
étudiées sont absolument
convergentes)

27



PSI

2023-2024

Exercice

1. Démontrer, a ’aide d’un produit de Cauchy :
V(u,v) € C, "’ = e x e’

2. a) Sous quelle condition la série numérique >, 2" (ou z € C) est-elle
convergente ?

b) Démontrer, a I'aide d’un produit de Cauchy :

“+00

S (n+1)z"

n=0

1
1, ——— =
VIEl <L G

c¢) Quel résultat plus général cet exerccie semble-t-il illustrer ?

VIII. Applications du chapitre

VIII.1. Nature d’une série par développement asymptotique
VIII.1.a) Un cas simple

On présente cette technique en l'illustrant par un exemple.

1 1
La série Y n (sin () — ) est convergente
n n

« Commencons par rappeler le développement limité de la fonction sin en O :

3

_ e —1)"
=z 3!+...+( 1)

x2n+1

(2n - 1)' + (x2n+3)

sin(x)
n—-+oo

e On en déduit :

donc

donc n (sin (1> — 1) = O <12>
n n n——+oo n
n (sin(1>—1>'206t1220
n n n
mn n n——+oo n

1
x La série ) — est convergente en tant que série de Riemann d’exposant
2(>1).

Ainsi, par théoréme de domination des séries a termes positifs, la série

1 1
>on (sin <> - ) est (absolument) convergente.
n n

x Vn € N*,

X
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VIII.1.b) Un cas plus subtil

On présente cette technique en l'illustrant par un exemple.

(=D"

La série ) Ve

est divergente

Démonstration.

« La premiére question que I'on doit se poser est de savoir si le critére spécial

des séries alternées s’applique.

(="
Pour tout n > 2, on note : u,, = —————.
- " vn—(=1)n

[(=1D)"] 1

Ainsi - Vn > 2, [up| = ‘

=
V- (-1)r
On a:

~ Va0
(—1)

x La série Y. ———*—— est une série alternée.

Vi = (-1

x La suite ( ) est décroissante. X

1
Vi (=1 |
Pour mettre en avant le probléme, procédons par équivalence.
Pour tout n € N* :

[Ung 1] — [un| <0

& Jung| < lunl
1 1

Va1 (-1 S V(L

& Vn+l— (=D > /n—(-1)"

& VAFT- Vi > (C)M - (1 = 2 (-1
(w+1)—n
vVn+1+n

(a Uaide de la quantité

2 (-1 n+1
> 2(-1) conjuguée)

V= (D"

(par stricte décroissance de la
fonction inverse sur |0, +o0[)

Cette derniére inégalité est vérifiée dans le cas n pair mais ne 'est pas

1
—_— < 1X2).
vVn+1+yn )

La suite (|u,|) n’est donc pas décroissante.
1

Vi (C1) asree

dans le cas n impair (puisqu’alors

X

o On peut aussi penser a 'utilisation de la régle de d’Alembert.

(_1)n+1
Untl| | Yedl(CDmH
Up, N _ (=D
V(=1
_ e VR G Vi
Vntl— (—1)ntl (—1)"
G N VR GV

[Vt — (O T

Vi = (-1
VTl (C1)eH

Vi Vi,

~Y ~Y pr—
n—4oo 1/n—|—1 n—+o0o \/ﬁ

=1.

. .. . Un+1
On démontre ainsi :  lim
n—-+oo Up,

On est dans le cas oil on ne peut pas conclure par la régle de d’Alembert.

29



PSI

2023-2024

« Il faut alors envisager une autre méthode. Cependant, comme la série > u,
n’est pas une série dont le terme général est de signe constant, on ne peut
pas appliquer les théorémes de comparaison des séries & termes positifs.

Plus précisément, méme si on sait :
(~1)" (—1)"
X ,\/ﬁ

V= (I i
L (-1 . . »
x La série ) est convergente (par le critére spécial des séries al-

LD

ternées).

(="
V= (=1
convergente car les critéres d’équivalence des séries a termes positifs s’uti-
lisent ... pour des séries a termes positifs!

on ne peut pas en conclure pour autant que la série ) est

o Méme si la série Y wu, n’est pas de terme général de signe constant, on
peut utiliser les théorémes de comparaison en travaillant avec la valeur
absolue du terme général.

N
Vi (—D n e

donc

' (=D"
V= (=1)"

On a :
1
x VneN* —>0
n
B Gt 1
. f— (—1)” n—+oo 7’L'

1
x La série ) — est est une série de Riemann d’exposant 1 (% 1).
n>1 n
Elle est donc divergente.

Ainsi, par le critére d’équivalence des séries a termes positifs, la série
(="
Vi~ (-1

Autrement dit, la série )

est divergente.

="
— n’est pas absolument convergente.

VA=

n>1

o Le point précédent ne nous permet pas de conclure quant a la nature de
la série > u,. En effet, une série non absolument convergente peut étre
convergente ou divergente.

Il faut alors réaliser une étude plus fine du terme général de la série. On
peut le faire grace & un développement asymptotique. Plus précisément,
on remarque :

(1"
Vi (1)

(-1 1
e
1=

- (65
e ()

vn
1

- “ie o (

B

—~~

\
—_
~—
3

= %5
3

=%
3

n n——+oo

1
n \/’ﬁ
Ainsi, le terme général de ) u,, apparait comme la somme de trois termes
généraux :

B

—1)n

. (
x la série )
4D

nées.

est convergente par le critére spécial des séries alter-

1
x la série > — est divergente.
n

toute suite (wy,) tell O !

our toute suite (w elle que wy, = ,0on a:
X p n q n n—s oo n\/ﬁ

1

nyn

— Vn e N*, |w,| >0 et

1
~lel= 9 (i)

) 1
— la série )
ny/n

posant 3 (> 1).

est convergente en tant que série de Riemann d’ex-
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On en conclut, par le critére de domination, que la série > w, est
(absolument) convergente.

Finalement, le terme général de la série Y wu, apparait comme somme de
termes généraux d’une série convergente et du terme général d’une série
divergente. On peut en conclure que la série Y u, est divergente. ]

VIIIL.2. La formule de Stirling
Théoréme 23 (Formule de Stirling).

nl ~

n—-+oo

v ()

Remarque

o Dans ce qui suit, on démontre cette équivalence sous l’écriture suivante,
plus simple pour mener les calculs :

1
V2r nTz e

n! ~

n—-+oo
Par ailleurs, pour tout n € N*, on note :

Qn
Up =

B

o La démonstration exploite plusieurs résultats du chapitre.
Son schéma est le suivant.

1
an=n!, Bp=n"T2e ™ et

1) Démonstration que la suite (u,) converge

Pour ce faire :

» on introduit la suite (v,) de terme général : v, = In(u,) (ce qui
permet de travailler sur des sommes et pas des quotients).

» on exploite alors la propriété de sommation télescopique :

(vn) converge < > (Upt1 — vp) converge

» pour déterminer la convergence de cette série, on réalise un dévelop-
pement asymptotique de son terme général v,41 — vy, ce qui permet
de le comparer par rapport aux termes généraux de séries de référence
via les théorémes de comparaison des séries & termes positifs.

2) Démonstration que la limite de (uy) est V27

Ce résultat est fourni par I'étude d’une intégrale de Wallis.

Démonstration.

1) « Pour tout n € N* on note : v, = In(uy,) et w, = vy41 — Up.

(n+1)! | n!
J— n —
(n+ 1)”+% el n"te e

(n+1)! n"ts e "

= In X = X
n! (n+1)"+2 e—n—l

( PSS |

w, = In

. Rappelons:ln(l—{—x):aj—%—kz—;—{— 0
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Et ainsi :

In {1+ ! 1 L1 + L1 + -

n —| = - - = - —
" n 2 n 3 n? nroo \ 12
1 (14 1 11 11 N 11 n 1
Z In Z) = - - = — —
2 n 2 n 4 n? 6 n3 n oo \ 13

' 1 1 11 1
dOIlC. 7’L+§ In 1+E = 1 —+ E? —+ n*)OJrOO ﬁ
Final t L1 + !
inalement : w,, = —— — o (=]
" 12 n?  notoo \ N2
Or:
., 11
x Vn €N s _ﬁ ﬁ NS
11
X Wn n—+o0 12 n2
- 11 - :
x La série ) 132 est convergente en tant que série de Riemann
n

d’exposant 2 (> 1).
Ainsi, par critére d’équivalence des séries & termes négatifs, la série
> wy, (cest-a-dire Y (vp4+1 — vy) est convergente.

On en conclut que la suite (vy,) est convergente. Notons ¢ sa limite.

X

%—” —» e >0 et donc :
" n—4o00

In(un) v

U, = € = e —

car la fonction exp
n—-+0o

est continue en ¥

Finalement : u,, =

1
ouencore n! ~ efn"t3e

n—-+oo

On ~ eé Bn o
n—-+oo

et = V2r, clest-a-dire :

Pour conclure, il reste donc & démontrer :

/=1In (\/ﬂ)

2) La deuxieme partie de la démonstration se base sur le résultat ci-dessous.

Intégrales de Wallis

Pour tout n € N, on note : W,, = /2 (sin(t))" dat.
0

T B 7(2n)!
(1) Wn n—::-oo % b) vn < N, WQ” B 22n+1 X (n')Q
(démonstration en TD)
4

o Pour plus de lisibilité, notons : K = e".
Remarquons tout d’abord :

m(2n)!
W = 221 ¢ (nl)2

T K(2n)2n+% e—2n
22n+1 <K nn+% efn)Q
T K 22n+% n2n+% =21
KZ 922n+1 n2n+1 yQﬁ

™

K/2n

==
— [:)DM—“H
i\u‘ =

V2
On en déduit : ven Wop — —.
T n—+oo K

o Or, par la propriété a) :
V2n [m m [2n
m dn T n o

V2n
— Way ~
s
Par unicité de la limite, on obtient :
1 1

n—-+oo
— = = ou encore

V2T K

Ce qui permet de conclure.

W
Si-

K=+v2m

1
V2
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IX. Bilan du chapitre

Résumé des séries rencontrées

On regroupe dans le tableau ci-dessous les séries rencontrées dans le cha-
pitre (cours et TD). Savoir démontrer les résultats contenus dans ce tableau
constitue un excellent exercice de vérification des techniques du chapitre.

> up Nature de Y u,
> nd > n? diverge (grossiérement)
3 n? > n? diverge (grossiérement)
>on > n diverge (grossiérement)
1 > 1 diverge (grossiérement)
1 1 .
S In(1+— > In(1+— ) diverge
n>1 n n>1 n
1 1
- > — diverge
n>1 T n>1 T
1 1
— —; converge
w1 n? gl n?
>l <1 + ! > > 1 <1 + ! >
n — n — | converge
n=1 n2 n=1 TL2
1 1
> — Y. — converge & a>1
n>1 T n>1

> " converge & |g| <1

n=0
> gt > ngv ! converge & ¢ <1
n=1 n=1
S on(n—1)¢"2 S n(n—1)¢""? converge < |q| <1
nz=2 n=2
1 1
n(?) > n(;@) converge
n>1 N n=1 n
\ \
> n(n) > n(n) converge
on =0 on

x x
— > — converge (pour tout z € R)
n! n!

n Zn

>_ — converge (pour tout z € C)
n!

semi-convergente

(1"

n=1

—1)n
> In (1 + ()) semi-convergente
n

n=2 n n>2
1" =i
> 5 > 5— est (absolument) convergente
n=1 n n=1 n
=y~ (=n" _
> In(1+ 5 > In(1+ 5 (absolument) convergente
n>2 n n>2 n

(1"

n=2 n-— (71)774

—1)"
# divergente
n=2 n— (71)71
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3) Si > wu, est a termes positifs (c’est-a-dire si: Vn € N, u, > 0)

METHODO | Etude de séries (bilan du chapitre)

L’étude de la nature de > wu, s’effectue par 'une des techniques suivantes. On dispose des quatre outils suivants.

1) Silasérie 3 wuy est d’une forme particuliére a) Critére de comparaison par inégalité des séries a termes positifs.

e On peut directement déterminer la nature d’une série si :

x son terme général est, & multiplication par un réel/complexe non nul
pres, le terme général d’une série dont on connait la nature,

x son terme général est la combinaison linéaire de termes généraux de
séries convergentes (dans ce cas, la série étudiée est convergente).

x son terme général est la combinaison linéaire de termes généraux
d’une série convergente et d’'une série divergente (dans ce cas, la
série étudiée est divergente).

Ces deux derniers cas sont souvent utilisés dans le cas de développement

asymptotiques (une bonne connaissance des DL, (0) usuels est exigée!).

« On peut revenir a la définition de convergence : la série Y wu,, est conver-
gente ssi la suite (Sy,) est convergente (c’est notamment utile lorsqu’il
s’agit de « Déterminer la nature d’une série et calculer sa somme ») :

x on peut calculer S, : en reconnaissant la somme partielle d’une série
usuelle (notamment les séries géométriques et géométriques dérivées
premiére / deuxiéme, la série exponentielle) ou en faisant apparaitre
une sommation télescopique.

x on peut estimer S,, & I’aide d’une inégalité telle que celle fournie par
une comparaison séries / intégrales.

2) Etude de la suite (u,) réelle ou complexe

a) (i) Siu, —/ 0, lasérie Y wu, diverge grossiérement donc diverge.
n——+0oo

(ii) Si uy, —+> 0, la série Y wuy, ne diverge pas grossiérement.
n—-+00
La série Y w, peut étre divergente ou convergente.
(une étude plus précise doit étre réalisée)
b) Utilisation de la régle de d’Alembert (si le terme général s’écrit a 1’aide
de produits / quotients).

C’est une premiére étude de la « taille » du terme général u,, de la série
> uy, étudiée.

4)

b) Critére de comparaison par équivalence des séries & termes positifs.
¢) Critére de comparaison par négligeabilité des séries a termes positifs.
d) Critére de comparaison par domination des séries a termes positifs.
On estime ici plus précisément la « taille » du terme général u,, de la série

> uy, étudiée. Pour ce faire, on compare u,, au terme général v,, d’'une

série de référence. On pensera notamment : .

x & comparer avec des séries de terme général v, = — dont la nature
est donnée par le critére de Riemann. "
(on pourra aussi penser a comparer au terme général d’une série géo-
métrique ou au terme général de la série exponentielle ou plus généra-
lement au terme général d’une série dont on a établi la nature précé-
demment)

% & utiliser la formule de Stirling pour évaluer la taille d’'un terme général
faisant apparaitre des factorielles.

Note : si ) u, est a termes négatifs, on étudie Y —u,, qui est de méme

nature que ) .

Si > wuy, est & termes réels de signes non constants ou est & termes

complexes

On pourra penser & 'une de ces méthodes.
a) Utilisation du critére spécial des séries alternées si le cadre s’y préte.

b) Démontrer de la convergence absolue (comme |uy| > 0, les techniques
du 8) sont utilisables)
e Si ) |up| est convergente (c’est-a-dire Y w, absolument conver-
gente) alors ) w, est convergente.

e Si) |up| est divergente alors ) w, peut étre divergente ou conver-
gente (une étude plus précise doit étre réalisée).
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