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CH V (bis) : Introduction aux variables discrétes

I. Généralités sur les variables aléatoires discrétes

I.1. Notion de variable aléatoire
Définition
Soit (€2, ¢7) un espace probabilisable.
« On dit que X est une variable aléatoire REELLE définie sur (€2, &) si :
(i) X est une application de 2 dans R (X : Q@ — R)
(i) Ve e R, {( X <z} ={we| X(w) < z} e
« L’image de Q par 'application X, est notée X (€2).
Cet ensemble image X (2) est, par définition, ’ensemble des valeurs que
peut prendre 'application X.

Le terme de « variable aléatoire réelle » peut paraitre trompeur :

4

« X n’est pas une variable, c’est une fonction!

o X n’a rien d’aléatoire, la notion de probabilité n’entre méme pas
en jeu dans sa définition !

Remarque

o Dans le programme officiel, on autorise ’étude de variables aléatoires a
valeurs dans un ensemble quelconque F. Cette notion n’est pas si simple
a définir :

x le point (i) est facile & adapter (on remplace R par F).

x le point (i) est écrit a 'aide des spécificités de R et notamment 1'exis-
tence d’un ordre total sur cet ensemble. Pour ’adapter, il faut en modi-
fier la présentation :

VACE, {XeAl={weQ|X(w) € A} e &
Profitons-en pour rappeler : {w € Q | X(w) € A} = X 1(A).

« Une maniére de contourner cette difficulté est de ne pas définir la notion de
variable aléatoire mais seulement la notion de variable aléatoire discréte.
C’est le choix qui est fait dans le programme.

Notation X ()

Il est important de bien comprendre la notation X ().

o Considérons E et F' deux ensembles et f : E — F une application.
Alors, pour tout G C E, f(G) est I'image de ’ensemble G par f.
En particulier, si G = F, f(E) = Im(f) (image de 'application f).
« L’ensemble image X (£2) c’est I'image de l'application X. Dans le monde
des v.a.r. , on préfére la notation X (£2) a la notation Im(X).
L’ensemble X (2) est bien ’ensemble des valeurs que peut prendre X.

« Profitons-en pour rappeler la définition d’image réciproque. Si f: E — F
est une application et si G C F alors :

F7UG) = {z € E|f(z) € G}
On constate alors : Vo € R, {X <z} = X !(]—o0,2] ).

Remarque
« Reprenons la définition. X est une variable aléatoire si :
(i) X est une fonction,
(i) X est une machine a créer des événements.
(pour tout x € R, {X < x} est un événement)

o Dans ce chapitre s’opére un changement de point de vue par rapport au
précédent : on s’intéressait précédemment aux événements (des ensembles),
I'objet de base est maintenant celui de variable aléatoire (des applications).

e Si la définition de v.a.r. ne met pas en jeu de probabilité P, il faut bien
comprendre que les v.a.r. ne s’étudient que dans un contexte aléatoire (un
espace probabilisé (€, <7, P)).

Ceci légitime donc, a posteriori, le nom de variable aléatoire.

« Dans ce contexte, étudier une v.a.r. X, c’est essentiellement étudier sa loi.

On y reviendra.
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Exemple

1) On s’intéresse a ’expérience aléatoire consistant & effectuer 2 lancers suc-
cessifs d’'un méme dé a 6 faces.
« O =11,6] x [1,6].
« L’univers Q étant fini, on choisit & = 22(2).

e On considére la v.a.r. X égale a la somme des deux résultats obtenus :

X :|[,6] x[1,6] - R
(@ . J) = it]

Cette variable aléatoire est bien a valeurs dans R.

On peut préciser I'image de cette v.a.r. : X(Q2) = [2,12] C R.
o L’ensemble A = {w € Q| X(w) < 4} est bien un événement.

On peut aussi I'écrire :

A : «la somme des deux dés est inférieur a 4 ».

A={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),3,1)} (Ae2(Q))

On notera : A ={X <4} ={we Q| X(w) <4}

L’ensemble B = {w € Q | X(w) > 10} est aussi un événement :

B= U

k€ X(Q)
k> 10

{X =k}

B : «la somme des deux dés est strictement supérieur a 10 »
B ={(5,6),(6,6),(6,5)} (B Z(Q))
On notera : B={X > 10} ={X <10} = {w e Q| X(w) > 10}

De méme, on peut considérer les événements :
x {2< X <T={X>2}n{X KT},

«x 2< X < ={X <2} n{X < T},

x {23< X <75} ={3<X T},

x {=32< X <} ={2< X <12},

2) On s’intéresse a I'expérience aléatoire consistant & observer le résultat de
4 lancers successifs d’1 dé a 6 faces.
« ) = {Pile, Face}*.
« L’univers étant fini, on choisit &/ = Z2(2).
o On considére la v.a.r. X égale au nombre de Pile obtenus lors du lancer.
« L’ensemble C = {w € 2 | X(w) < 2} est un bien un événement :
C : «le lancer a produit, au plus, deux Pile ».
Des lancers tels que (Pile, Pile, Face, Face), (Face, Face, Face, Face), ou

(Face, Face, Pile, Face) réalisent cet événement.
On notera C' = {X < 2}.

On peut aussi considérer les événements :
x {X =2} : «le lancer contient exactement 2 Pile ».
x {1 < X <3} : «le lancer contient soit 2 Pile soit 3 Pile ».
3) On effectue maintenant une infinité de lancers successifs d’1 dé a 6 faces.
« Q = {Pile, Face}".
e On considére la v.a.r. X égale au rang d’apparition du premier Pile.
o Dans la suite, on considére les événements :
x P
x Fj:

« obtenir Pile au i°™€ tirage »,

« obtenir Pile au i®™® tirage ».

o Ces événements permettre de décrire précisément les événements construits

a l'aide de X. Par exemple :
x {X =3} =F1NFyn Ps. Cet événement est réalisé par les tirages :
(Face, Face, Pile, Face, Face, Face, . . .),
(Face, Face, Pile, Face, Pile, Face, . . .),
(Face, Face, Pile, Pile, Pile, Face, . . .), ...
1.e. par tous les tirages qui commencent par Face, Face, Pile.
(ne pas confondre événement et tirages réalisant cet événement)

X{XZS}:FlﬁFgﬂ...ﬁFT
x {X}Q}:PlU(FlﬂPQ).
(contient les tirages qui commencent par Pile ou par (Face, Pile))
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Théoréme 1. (D) Soitwe N {X>z— %}
Soit (§2,.27) un espace probabilisable. A n=é vn N X .
t t dit : Vn € N, >z — 1
Soit X une variable aléatoire réelle. u rement & n @) > -3
Démontrons alors :
Pour tout I intervalle de R, {we Q| X(w) €I} € o 1
meN Xw)>r——) = X(w)>z
Plus précisément, les ensembles suivants sont des événements : < () n> ()
« (X <o} ={we Q| X(w) <z} oizeR On procéde par contraposée. Autrement dit, on démontre :
e { X2} ={we | X(w)=z}ouzelR X < :><5| N X < 1)
w)<w n , X(w) <o — —
e {X<z}={we | X(w)<z}ouzelR ’ 1o
e {X>z}={we| X(w)>z}ouvzelR Supposons X (w) < z. Notons € =z — X (w).
1 1_
(X=z)=f{weQ | Xw) =z} ouzeR Comme - njoo 0, il existe un rang ng tel que : Vn > ng, |z — 0] <e.
<X <y ={we|2<X(Q) <y} ou(z,y) € R En particulier, on a donc : — <e =2 — X(w).

Démonstration.

o {X < x} est un événement par définition de v.a.r.

« {X > x}—ﬂ {(X>z-1}
Clest la seule dlfﬁculte de la démonstration.
(C) Soit w € {X > z}. Ceci signifie que X (w) > x.

Soitn}l.Commeaz>x—%,0na:

1
Xw)ze>z——
n

Ainsi, w € {X > — %}

no
Et ainsi : X(w) <z — L

no’

Pour les autres ensembles, on utilise les propriétés de stabilité de la tribu <.

e {X=z}={X<z}n{X >z} e
{X<z}={X<z}\{X =z} e .
{X>z}={X2z}\{X=z}e .

Syp={e<Xpn{X<yled
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I.2. Notion de variable aléatoire discréte
Définition
Soit E un ensemble (on considére souvent E =R ou E = C).
Soit (€2, %) un espace probabilisable.
o On dit que X est une variable aléatoire discréte a valeurs dans F et
définie sur (2, .27) si :
(i) X est une application de Q dans F (X : Q — E).
(i) Ve e E, X '({z})={X =2} ={weQ| X(w) =
(ii1) L’ensemble X () est au plus dénombrable.

(Uensemble image X () est, par définition, l’ensemble des valeurs
prise par Uapplication X )
e On dit que la v.a.r. X est finie si X () est fini.
On dit que la v.a.r. X est infinie si X (2) est un ensemble infini.

x} € .

Remarque

Le caractére au plus dénombrable de X (£2) est a l'origine des spécificités
des v.a.r. discrétes. La premiére conséquence est que ’on peut numéroter les
éléments de X (§2) c’est-a-dire 'écrire :

X(Q)={zi|iel} on ICN

Il faut faire attention & ne pas confondre les deux notions suivantes.

4

« L’ensemble image X (§2) est indexé par N.
Autrement dit : X (Q) = {xo, z1, 22, x3,...}.

« L’ensemble image X () est a valeurs dans N.
Par exemple : X (2) ={3,5,7,10,11...}

On peut d’ailleurs préciser :
X est a valeurs dans N = X est une variable discréte

X est A valeurs dans N 7! X est une variable discréte

Par exemple, si X () = {1,v/2,¢%,23}, alors :
x X est une variable discréte (puisque X (§2) est un ensemble fini),

x X () n’est pas a valeurs dans N.

1.3. Systéme complet d’événements associé a une variable dis-
crete

Théoréme 2.
Soit (2, .2) un espace probabilisable.
Soit X une variable aléatoire réelle discrete sur (2,.97).
Notons X(Q) ={x; | i€ I} ou I CN.

La famille ({X = z;});er est un systéme complet d’événements,
appelé systéme complet d’événements associé a X.

On en déduit la propriété suivante

S P{X=a})=1

zeX ()

3) En résumé :

Démonstration.
Il y a deux propriétés & démontrer.

1) ({X = z;})ier est une famille d’événements deux & deux incompatibles :
Soit (4,7) € I? tel que i # j et soit w € {X = z;} N {X = x;}.
Cela signifie que :
x we€{X =uz;} donc X(w) = a;,
x w € {X =uz;} donc X (w)
Par définition, x; # x;.
On en conclut qu'il n’existe pas d’élément w € {X = z;} N {X = z;}.
Ainsi {X =z} N{X =z;} = @.

.’L'j.
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el

(D) U {X =z} € Q puisque Y {X =z;} est un événement (en tant
iel el
qu’union dénombrable d’événements).

(C) Soit w € Q.
Alors X (w) € X(2) ={z; | i € I'}.
Ainsi, il existe i € I tel que X(w) = z; i.e. w € {X = z;}. [

I.4. Loi d’une v.a.r. discréte

Définition

Soit (€2, &7, P) un espace probabilisé.

Soient X et Y deux variables aléatoires (réelles) discrétes sur (€2, o7).
e On appelle loi de probabilité de X et on note Px 'application :

Px X(Q) — [0,1]

x = Px(z) = PH{X =z}

« Autrement dit, la loi de X est la donnée de I’ensemble des valeurs P({X = x})

pour z décrivant X (§2).
e On dit que X et Y ont méme loi si :
(i) X(9) = Y(Q)
(i) Vo € Q, P({X =2} ) =P({Y ==})
Lorsque X et Y suivent la méme loi, on note : X ~ Y.

Remarque

o Dans la définition de v.a.r. de méme loi, on suppose que les v.a.r. X et Y
ont méme ensemble image (propriété (i)). On peut relacher un peu cette
propriété en remplagant X (Q) par Supp(X) = {z € R | P({X =z} ) # 0}
(ensemble des valeurs que X prend avec probabilité non nulle) et Y (£2) par
Supp(Y) = {y € R | P({Y =y} ) # 0} (ensemble des valeurs que X prend
avec probabilité non nulle). Autrement dit, les v.a.r. X et Y ont méme loi
si toutes les valeurs pour lesquelles elle différent sont prises avec probabilité
nulle.

Dans la définition générale de v.a.r. , on a mis en avant le fait que, pour
tout x € R, {X < x} est un événement. Cette propriété est primordiale
pour assurer la bonne définition de la notion de fonction de répartition

Pour tout z € R, {X <z} € &.
Cela permet d’assurer que la quantité
P({X < z}) est toujours bien définie

Fx : R - R
z — P({X <az})

La fonction de répartition F'xy d’une v.a.r. X caractérise la loi de X. Plus
précisément, donner la fonction de répartition d’une v.a.r. X, c’est donner
sa loi. Dans le cadre du programme de PSI, on s’intéresse uniquement aux
variable aléatoires discrétes. Pour obtenir la loi d’une v.a.r. discréte X, on
peut évidemment déterminer sa fonction de répartition Fx. Mais il est plus
commode de déterminer les valeurs de IP’( {X = :1;}) pour tout x € X ().

Dans le programme officiel, X est une variable aléatoire DISCRETE si :
(i) X est une application de 2 dans F (X : Q — F)
(it) Ve e E, {X =z} € &

Le programme officiel prend donc le parti de mettre en avant I'importance
des événements {X = z} dans le cas des v.a.r. discrétes.

I1 convient de noter que, si X (2) est au plus dénombrable, alors :
VieEA{X=z}ed & VeeE{X<z}led

La démonstration du sens (=) est faite dans le Théoréme 2. Le sens direct
se démontre en remarquant, pour tout x € F :

{(X<z} = U
y € X(Q)
y<zx

{(X =y}

Cette réunion est au plus dénombrable car X () lest. Par propriété de
stabilité d’une tribu par réunion au plus dénombrable, on en conclut bien
que {X < z} est un événement.
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Exemple
On considére 'expérience aléatoire consistant a effectuer 4 lancers successifs
d’une piéce de monnaie équilibrée.
. O ={P F}.
e On munit © de la probabilité uniforme notée P.
(2, Z2(Q),P) est un espace probabilisé)
Card(2) = 2* = 16.
e On note X la v.a.r. qui compte le nombre de Piles obtenu lors du lancer.
On a alors : X(Q) = {0,1,2,3,4}.

T € X(Q) 0 1 2 3 4

PH{X = z})

(la loi d’une v.a.r. finie peut étre représentée a l'aide d’un tableau)

Remarque (POLY)

o Dans le cas o X est une v.a.r. discréte, nous avons vu que la loi de X est
déterminée par la famille (P({X = 2})).ex(q)-

« Inversement, si I’on se donne une suite (p,)nen dans quel cas peut-on dire
que cette suite est la loi d’une v.a.r. discréte ?

o
Evidemment, il faut : Vn € N, p, > 0 et JFZ pp = 1.
Cette condition est méme suffisante. n=0
Plus précisément, pour toute suite (x,)neny de réels, il existe un espace
probabilisé (£2, o7, P) et une v.a.r. discréte X telle que X (Q2) C {z,, | n € N}
et :Vn e N, P{X =z,}) = pn.

I.5. Opérations sur les v.a.r. discrétes

Théoréme 3.
Soit (Q,.9/) un espace probabilisable.
Soient X etY deux v.a.r. discrétes sur (2,9) et A € R.

X +Y, AX et XY sont des v.a.r. discrétes.

ot l'on a noté :

« X+Y Q — R
w = Xw)+Y(w)
e« AX Q — R
w = AX(w)
« XY Q — R
w = X(w)Yw)
Démonstration.

Démontrons tout d’abord que X + Y, AY et XY sont des v.a.r.
(i) X +Y, X et XY sont bien des fonctions de €2 dans R.
(it) Admis.
Il reste alors & démontrer que ces v.a.r. sont discrétes, autrement dit que leur

ensemble image est au plus dénombrable.
Les v.a.r. X et Y étant discrétes, on peut noter :

x X(Q)={zi|iel}oul CN,
xY(Q)={yj|jeJ}ouJ N
Ainsi: (AX)(Q) = {Az; |i € I}. Comme I C N, lav.a.r. AX est bien discréte.
D’autre part :
(X +Y)(Q) = {zi+y; | (i,5) €I x J}
et (XY)(Q) = Ly | (i.d) € T x J)

Or I x J est une partie de N donc est au plus dénombrable.
Ainsi, X +Y et XY sont bien des v.a.r. discrétes. O
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Remarque (Structure de l’ensemble des v.a.r. discrétes)
On peut démontrer que 'ensemble F(€2,R) des fonctions de © dans R est
un espace vectoriel (¢f chapitre correspondant).

L’ensemble des v.a.r. discrétes :
x est un sous-ensemble de F (2, R),
x est stable par la loi + et la loi - (c’est 'objet du théoréme précédent).

Cela permet de démontrer que ’ensemble des v.a.r. discréte est un sous-
espace vectoriel de F(Q2,R).

I.6. Transformée d’une v.a.r. discréte

Définition
Soit (€2, 7, P) un espace probabilisé et X une v.a.r. discréte sur (2, .e7).
Soit g : X(€©2) — R une application.

On note g(X) I'application composée g o X :

g9(X) Q — R

w = g(X(w))
Théoréme 4.
Soit (2, o/, IP) un espace probabilisé.
Soit X une v.a.r. discréte sur (Q, .o7) telle que X () = {x; |i € I} (I CN).
Soit g : X(2) — R une application.
L’application g(X) est une v.a.r. discréte dont la loi est donnée par :
1) g(X)(Q) = {g(w:) | i € I},
2) | Vyeg(X)(Q), P{g(X)=y})=

2

:CZEX(Q)
g(zi)=y

PU{X = zi})

1l est a noter que si deux v.a.r. X et'Y ont méme loi, alors leurs transformées
par la méme fonction g sont aussi de méme loi.

X~Y = g(X)~g(Y)

Démonstration.

11 faut tout d’abord démontrer que g(X) est une v.a.r.

Or, par définition : g(X) : 2 — R (c’est le point (2)).

Il reste & démontrer le point (i) qui stipule que g(X) est une machine a

créer des événements. On ne le fait jamais en voie ECE (il manque certains

notions pour le faire).

1) Par définition de ¢g(X), on a: g(X)(Q2) = g(X () = {g(z;) | i € T}.
Ainsi, I'ensemble image de g(X) est indéxé par I C N, ensemble au
plus dénombrable. On récupére donc au passage que g(X) est une v.a.r.
discreéte.

2) Soit y € g(X)(£2). Alors :

{9(X) =y} = {weQ|g(X W)=y}
— (e Q| X(w) € {a | i € T et glx) = )}
= U {X=u}
i€l
9(zi)=y

On obtient ainsi {g(X) =y} comme union dénombrable d’événements
deux & deux incompatibles. En effet :
x {i €l g(zi) =y} C I est au plus dénombrable,
x {AX=z;}N{X =2} =@ pour i # j.

On a alors :
P({g(X) = y}) = P( U {x- m) - Y P{X=a))
i€l el
g(zi)=y g(zs)=y -

Remarque

« Il faut essentiellement retenir de ce théoréme que la transformée g(X)
d’une v.a.r. discréte est une v.a.r. discréte.

« La formule théorique donnant la loi de g(X) n’est pas a retenir. En re-
vanche, il faut savoir déterminer la loi de g(X) en pratique.




PSI 2022-2023

Etude de la loi de Y = g(X) sur quelques exemples. 3) Sig:xw— x|
Soit X une v.a.r. discréte. « Y(Q) =g(X)(Q) ={9(2) | z € X(} = {|z] | z € X(Q)}.
On considére la v.a.r. discréte Y = ¢g(X) pour les applications g suivantes. « Soit y € Y(Q).

1) Sig:zwrart+bota#. ) = -
e V() = g(X)(Q) = {9(z) |z € X(Q)} = {az + b |z € X(Q)}. P = = P

. Soit y € Y(9). = P{X =y} U{X =—y})

PHY =y}) = PHaX +b=y}) Del?x c;sose{iiésenter}m ztﬂ?;; .. "
_ o x 81y ) = —Yy e =y sont incompatibles.
= PleX =y-b} Ainsi, pour tout y € Y(Q) \ {0} :

- (-2}

(on note que comme y € Y (Q) alors yT_b €X(Q))
En conclusion : x si y =0, on obtient P({Y = 0}) = P({X = 0}).

PHY =y}) =P({|X]=y}) =P{X =y}) + P{X = —y})

. 4) Sigiziet.
vy €Y(Q), B{Y =yh) =P ({x =2} . Y(Q) = g(X)(Q) = {g(x) | € X(Q)} = {e" | 2 € X(V)}.

2) Sig:ax— 2

L Y(0) = g(X)(Q) = {g(x) | 2 € X(@)} = {+* | 2 € X(@)}. PAY =wh) = P{e"=v})
« Soit y € Y(Q). = P{X =In(y)})
PH{Y =y}) = ]}D({X2 = y}) (il faut noter que In(y) est bien défini puisque y € Y () C R% )
— IP’({X _ \/ﬂ} U {X _ —\/Q}) En conclusion :
Deux cas se présentent alors : Yy e Y(Q), PHY =y}) = IP’({eX =y}) =P{X =1n(y)})

x siy#0, {X = —\/g} et {X = \/17} sont incompatibles.
Ainsi, pour tout y € Y(Q) \ {0} :

P{Y =y}) = P({X* = y}) = P({X = /y}) + P({X = —/y})

x sl y =0, on obtient P({Y = 0}) = P({X = 0}).
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I1. Lois discrétes finies

I1.1. Lol certaine

Deéfinition

e On dit qu'une v.a.r. X suit une loi certaine s’il existe m € R tel que :

a) | X(2) ={m}

b) | PUX =m)) =1

o On dira aussi que la v.a.r. X est certaine, égale & m.

e Si X est une v.a.r. discréte finie telle que X () = {z1,..., 2.} :
on dit que X suit une loi quasi-certaine s'il existe ¢ € [1,n] tel que

P({X = ;}) =1 (dans ce cas, P({X = z;}) = 0 pour tout j # i).

Expérience aléatoire de référence et v.a.r. associée

« On considére une expérience qui posséde une ou plusieurs issues différentes
dont une issue se produit avec probabilité 1.

Alors la v.a.r. X égale am (pour un m choisi) si 'issue particuliére se produit
suit une loi quasi-certaine.

Exemple

1) On considére un dé truqué dont le résultat est toujours 6.
L’expérience aléatoire consiste en un lancer de ce dé.
On note X la v.a.r. donnant le résultat du dé.
X suit une loi quasi-certaine (X (92) = [1,6] et P({X =6}) =1).
2) On considére une urne contenant n boules de couleurs différentes qui sont
toutes numérotées par le méme chiffre 7.
L’expérience consiste & effectuer un tirage dans cette urne.
On note X la v.a.r. donnant le numéro de la boule sortie.
Alors X suit la loi certaine d’ensemble image X (2) = {7}.

I1.2. Loi uniforme

Définition

o On dit qu’'une v.a.r. X suit la loi uniforme sur [1,n] (pour n € N*) si :

PUX =)=

a) | X(Q)=[1,n] b) Vk € [1,n],

« Plus généralement, si (a,b) € N2 et a < b, on dit qu'une v.a.r. X suit la
loi uniforme sur [a,b] si :

1

a) | X(Q) = [a,b] b_at 1l

b) Vk € [a,b],

P({X = k}) =

« On utilisera la notation X ~ U([a,b]) pour signifier que X suit la loi
uniforme sur [a, b].

Expérience aléatoire de référence et v.a.r. associée

« On considére une expérience qui posséde n issues différentes (qu'on numé-
rote de 1 & n) qui sont équiprobables.

Alors la v.a.r. X égale a ¢ si I'issue i est obtenue lors de 'expérience, suit la
loi uniforme sur [1,n].

Exemple

1) On considére une urne contenant n boules numérotées de 1 a n.
L’expérience consiste a tirer une boule.

On note X la v.a.r. égale au numéro de la boule tirée.
Alors : X ~U([1,n])

2) On considére une piéce équilibrée.
L’expérience consiste en 1 lancer de cette piéce.
On note X la v.a.r. égale a 1 si on obtient Pile et 0 si on obtient Face.
Alors : X ~ U([0,1])
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I1.3. Loi de Bernoulli

Deéfinition

e On dit qu’'une v.a.r. X suit la loi de Bernoulli de paramétre
pe]0,1]si:

a) | X(©2)={0,1}

)| PUX=1)=p | et | PUX=0)=1-p |=g¢

o On utilisera la notation X ~ B (p) pour signifier que X suit la loi de
Bernoulli de paramétre p.

Expérience aléatoire de référence et v.a.r. associée

On considére une expérience aléatoire possédant deux issues (qui ne sont
pas forcément équiprobables). L’une de ces issues est nommée « succés » et
se produit avec probabilité p; 'autre est nommeée « échec » et se produit
avec probabilité 1 — p.

Alors la v.a.r. X égale a 1 en cas de succés et 0 en cas d’échec (i.e. calculant
le nombre de succes) suit la loi de Bernoulli de paramétre p.

Exemple

1) On considére une piéce de monnaie donnant Pile avec probabilité p et

Face avec probabilité 1 — p.

L’expérience consiste en 1 lancer de cette piéce de monnaie.

Ainsi : Q = {Pile, Face}.

On note X la v.a.r. égale & 1 si on obtient Pile et a 0 si on obtient Face.
o« X(Q)=1{0,1}.

e P{X =1})=pet P{X =0})=1—p.

Ainsi X ~ B(p).

2) On considére une urne contenant r boules rouges et v boules vertes.

L’expérience consiste a tirer une boule.
Ainsi: Q = {b1,...,bp,brt1,...,br1y} (on numérote chacune des boules).
On note X la v.a.r. égale a 1 si on tire une boule rouge et 0 si on tire une

boule verte.
Alors:X~B< r )
r+v

Remarque

o Généralement, les cas p = 0 et p = 1 sont écartés : ils correspondent a une

loi quasi-certaine.
1 1
Sip= 2 la loi B <2> coincide avec la loi uniforme #([J0, 1]).
Si X suit une loi de Bernoulli, alors X (2) = {0,1}. On en déduit que, pour
tout r € N*, X™ = X (c’est notamment vrai pour le cas r = 2).
Considérons la v.a.r. X dont la loi est définie par :
a) X(2)={-1,1}.
b) PX = 1}) = p et B({X = —1}) =1 —p.

Alors X ne suit pas une loi de Bernoulli. Déja, X (2) # {0,1}.

La v.a.r. X peut-étre interprétée de la maniére suivante. Si on obtient Pile
(succeés), la banque verse 1, si on obtient Face, on verse 1 a la banque.
Autrement dit, X est le gain dans un jeu de Pile ou Face.

1
Par contre, la v.ar. U = suit la loi de Bernoulli B (p).

10
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I1.4. Loi binomiale

Deéfinition

e On dit qu’'une v.a.r. discréte X suit la loi binomiale de paramétre
(n,p), oun € N*et pe]0,1]si:

a) X(Q) = [[07 n]]

b) Yk € [0,n],

px =) = () -t

o On utilisera la notation X ~ B (n,p) pour signifier que X suit la loi
binomiale de paramétre (n,p).

Expérience aléatoire de référence et v.a.r. associée

On considére une expérience aléatoire qui consiste en une succession de n
épreuves indépendantes, chacune d’entre elles ayant deux issues : succés
obtenu avec probabilité p et échec obtenu avec probabilité ¢ = 1 — p.

Autrement dit, U'expérience consiste a effectuer n épreuves de Bernoulli
indépendantes (le résultat de I'une ne dépend pas du résultat des autres)
et de méme paramétre de succés p.

Alors la v.a.r. donnant le nombre de succés obtenus au cours de cette expé-
rience suit la loi binomiale de paramétre (n, p).

Exemple

1) On considére une piéce de monnaie donnant Pile avec probabilité p et

Face avec probabilité 1 — p.

L’expérience consiste en n lancers consécutifs de cette piece de monnaie.
Ainsi : Q = {Pile, Face}".

On note X la v.a.r. égale au nombre de Pile obtenus lors de I'expérience.

Démontrons que X suit la loi binomiale de paramétre (n,p).
a) X(€) = [0,n].
b) Soit k € [0,n].

o Déterminons le nombre de n-tirages réalisant {X = k}.
Un n-tirage réalisant {X = k} est un n-uplet contenant k Pile. Il
est entiérement déterminé par :

x la position des k Pile : (}) possibilités.
Iy a donc (}) tels tirages.
o Déterminons maintenant la probabilité d’apparition d’un tel n-tirage :

x & chaque lancer, Pile est obtenu avec probabilité p et Face est
obtenu avec probabilité 1 — p = q.

x or un tel n-tirage contient exactement k Pile et n — k Face.

La probabilité d’apparition d'un tel n-tirage est donc : p* (1—p)"=F.

On en déduit que : P{X = k}) = (Z) pk (1 _p)n—k.

2) On considére une urne contenant r boules rouges et v boules vertes.

L’expérience consiste a tirer successivement n boules avec remise.
On note X la v.a.r. égale au nombre de boules rouges tirées.

Alors:XwB(n, r >
r+uv

Cet exemple permet de retrouver la formule du binéme de Newton.
Comme ({X = k})re[o,n] est le sce associé a X :

kzi:() PUX =k} =1 done kzi:O <Z> (T‘ZU)]C <7“-1|)—U>n_k =t

n
On en conclut : > (Z) rkn=k = (r 4 0)"
k=0

11
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Deéfinition

I1.5. Loi hypergéométrique (BONUS) « On considére une urne qui contient a boules blanches et b boules noires.
L’expérience consiste a tirer successivement et sans remise n boules
dans I'urne (on suppose n < a + b).

On note X la v.a.r. égale au nombre de boules blanches obtenues.

e Soit (N,n) € (N*)2tel que 1<n< N etsoit pe]0,1] (g=1-p). a
Alors:X~H<a+bn —|—b>

e On dit qu’une v.a.r. discréte X suit la loi hypergéométrique de
paramétre (N, n,p) si : Autrement dit, pour ces deux expériences a priori différentes, la v.a.r. don-
)| X(Q) = [max(0,n — Ng), min(n, Np)| nant le nombre de boules blanches suit la méme loi hypergéométrique.

b) Vk € [max(0,n — Nq), min(n, Np)], Remarque

e On retrouve la formule de Vandermonde.

( Np) ( Nq) Considérons 'une ou l'autre des expériences précédentes.
PH{X =k}) = N”*k On suppose de plus que a > n et b > n de sorte que :
() [max(0,n — Ng), min(n, Np)] = [0,n].

Comme ({X = k})ie[o,n) est le systéme complet d’événements associé &

X
(1) Gals)

o On utilisera la notation X ~ H (N, n,p) pour signifier que X suit la
loi hypergéométrique de paramétre (N, n,p).
=1.

kgo P{X =k})=1 donc E W

Expérience aléatoire de référence et v.a.r. associée
. . . . n a b a+b
o On considére une urne qui contient a boules blanches et b boules noires. On en conclut : > < > ( > = ( + )

L’expérience consiste a tirer simultanément n boules dans 'urne (on

suppose n < a + b).

On note X la v.a.r. égale au nombre de boules blanches obtenues. Démonstration.
Alors : X ~H (a b, a ) 1) X admet une variance (et donc une espérance) car c’est une v.a.r. finie.
atb 2) Pour plus de simplicité, on se place dans le cas ot n < Np et n < Np.
Autrement dit, on a : On a ainsi X (Q) = [0, n].
u b (c’est le cas lorsque le nombre n de boules tirées est inférieur au nombre
Vke X(Q), PHX =k} = (k) (n—k) a de boules blanches et au nombre b de boules noires)
’ a+b
Np\ (N Np\ (N
() (D) _ o 006

cEX)= Y zP{X ==z} = Z k=

(ici,N:a—i-betp:%d’ou Np=aet N¢g=0) z€X(Q) (n)
a

=

12



PSI

2022-2023

Np—1
kE—1

Ng
n—k

N
Or, pour k € [1,n], on a : k:( p) = Np(

i > On en déduit :

Np—1

= =00

N~— — N <
—
S
Il |
-2
~ Q
|
?}\4
N———

Enfin, comme : n <N> = (N B >, on obtient :
n n—
() @

e V(X) =E(X?) — (E(X))?. On commence donc par calculer E(X?).

Pour ce faire, on remarque que : E(X?) = E(X(X — 1)) + E(X).

Afin de déterminer E(X?), on commence par le calcul de E(X (X —1)).

EX(X-1) = > az@-1)P{X =z}

Or, pour k € [2,n] :

On en déduit :

E(X(X -1)) = w 3 <J\;€p—2><qu>

D’autre part, comme :

n(n—1) (f) — N(n-1) <JX__11) = N(N-1) (Z:;)

on obtient :

E(X(X —1)) =

13
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On en déduit que :

V(X)

E(X(X - 1)) + E(X) — (E(X))

np
N -1
np
N-—-1
np
N -1
np
N-—-1

(Np—1)(n—1) +np — n? p?
(Np=1)(n=1)+ (N —1) —np(N —1))
(Mpn — Np—n+ X+ N — X — ppN + np)

(N =n)—p(N —n))

ITI. Lois discrétes infinies

II1.1. Loi géométrique
III.1.a) Définition

Définition

e On dit qu’une v.a.r. X suit la loi géométrique de paramétre
pe]0,1]si:

a)| X(Q) =N

b) VEeN*, | PUX =k})=p (1—p)"" |avecq=1-p

« On utilisera la notation X ~ G (p) pour signifier que X suit la loi
géométrique de paramétre p.

Expérience aléatoire de référence et v.a.r. associée

« On considére une expérience aléatoire qui consiste en une succession infinie
d’épreuves indépendantes, chacune d’entre elles ayant deux issues : succés
obtenu avec probabilité p et échec obtenu avec probabilité ¢ =1 — p.

« Autrement dit, ’expérience consiste & effectuer une infinité d’épreuves de
Bernoulli indépendantes (le résultat de I'une ne dépend pas du résultat des
autres) et de méme parameétre de succeés p.

Alors la v.a.r. donnant le rang d’apparition du premier succées obtenu lors de
I’expérience suit la loi géométrique de paramétre p.

Exemple

1) On considére une piéce de monnaie déséquilibrée donnant Pile avec pro-
babilité p et Face avec probabilité 1 — p.
L’expérience consiste en n lancers consécutifs de cette piéce de monnaie.
Ainsi : Q = {Pile, Face}V".
On note X la v.a.r. égale au rang d’apparition du premier Pile obtenu au
cours de l'expérience. Alors : X ~ G (p).

14
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Dans la suite, on considére les événements :
x P
x F;:
Démontrons que X suit la loi géométrique de paramétre p.
a) X(02) =N~
b) Soit k € N*.

« obtenir Pile au ¢“™¢ lancer »,

« obtenir Face au ¢°™¢ lancer ».

{X=k}=FnNnFkKn..NnF_1NPH
Les lancers étant indépendants, on obtient :
P{X =k}) = P(Fi N Frn...N Fq N By
= P(F1) x P(Fy) x ... x P(Fx_1) x P(P)
= p(1-p*!

2) On considére une urne contenant r boules rouges et v boules vertes.
L’expérience consiste au tirage infini d’'une boule avec remise.
On note X la v.a.r. donnant le rang d’apparition de la premiére boule

rouge. Alors : X ~Q< r >
T+

IT1.1.b) Caractérisation de la loi géométrique

Théoréme 5.

Soit X une v.a.r. discréte infinie telle que X ~ G (p) (p € ]0,1]).

1)| VkeN, PUX >k}) = (1—p)

2) | V(k, ) eN?, P{X >k+(}) = P{X > k}) x P({X > ¢})

Démonstration.
Soit (k,¢) € N2,

1) « On remarque tout d’abord :

P{X >k}) = 1-P({X > k}) = 1-P{X <k})

o Par ailleurs, comme X(Q) =N*: {X <k} = | {X =i}
i=1
On en déduit :
k
Px <k = P(U 0x=)
i=1
k
= Y P{X =1i}) (par incompatibilité)
i=1
k ) k-1
= >Ypd =prd
i=1 i=0
_ -4 k
=Py, = 1od

Enfin : P{X > k}) = 1 -PH{X <k}) =
2) D’aprés le point précédent :

1-(1-4¢" = ¢~

PUX >k+0}) = ¢ = ¢Fx ¢ = PUX > k}) xP{X > ¢}) O

Remarque
Comme {X >k + ¢} C{X >k}, ona:

.,
Pixsey({X >k +}) = PUX > E+ 1)) _ 4 Z

Pk — g —¢ SR

On dit alors que la loi géométrique est & perte de mémoire (la propriété
X > k est oubliée, seul le délai est retenu) ou encore que la loi géométrique
est sans mémoire.

15
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Remarque Théoréme 6. (caractérisation de la loi géométrique)
« Dans un contexte ou X est un variable aléatoire mesurant une durée de vie  Soit X une v.a.r. discréte.

(durée de vie d'une cellule, durée de fonctionnement d’un composant élec- g, peo, 1.

tronique, nombre de cycle de charge/décharge autorisé par une batterie), - —

on introduit souvent la fonction : x X est une v.a.r. a valeurs entiéres & X~G(p)

St PUX >t) =1-P{X <t})=1— Fx(t)

Dans ce cas, S(t) = P({X > t}) représente la probabilité que I'objet (ou
I'individu) considéré soit encore en vie aprés une durée ¢.

Dans le cas d'un phénomeéne a durée de vie continue (durée de vie d'une
cellule), la modélisation s’appuiera sur une v.a.r. X a densité.

Dans le cas d’'un phénoméne a durée de vie discréte (nombre de cycles
d’une batterie), la modélisation s’appuiera sur une v.a.r. X discréte.

« Considérons la propriété d’absence de mémoire dans ce contexte.
Pixsm({X >k +0}) =P({X > £})

Considérons que X compte la durée de fonctionnement d’un composant
avant une panne. Alors cette propriété signifie que la durée de vie restante
d’un objet est indépendante de la durée de vie écoulée de 'objet (période
durant laquelle il a fonctionné sans tomber en panne). Autrement dit, il
n’y a pas de vieillissement ou encore d’usure du composant électronique
considéré. C’est un cas assez fréquent en réalité : on peut considérer que
les diodes, transistors, résistances, condensateurs sont sans usure puisque
leur usure ne débute que bien apreés la fin de vie de 'objet dans lequel ils
sont installés. C’est pourquoi la durée de vie d’'un composant est souvent
modélisée par une v.a.r. qui suit loi exponentielle qui est, elle aussi, sans
mémoire (c’est méme une propriété qui caractérise la loi exponentielle).

« VEEN, P({X > k}) = (1—p)*

Remarque

o Le sens réciproque n’est autre que le résultat du théoréme 5, résulat qu’il
est important de connaitre.

o Le sens direct n’est pas présent dans le programme PSI. Cela signifie qu’il
ne peut étre utilisé directement dans un sujet mais il peut donner lieu a
des questions permettant sa démonstration.

II1.2. Loi de Poisson

Définition

e On dit qu'une v.a.r. X suit la loi de Poisson de paramétre A > 0 si :

a) | X(Q)=N

)\k

b) Vk € N, -

P({X =k}) =

« On utilisera la notation X ~ P (\) pour signifier que X suit la loi de
Poisson de paramétre A.

16
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Exemple Remarque
Il est possible d’introduire la loi de Poisson comme loi limite. e Si X une v.a.r. tel ques X ~ B(n,p) et que les contraintes précédentes sur
On considére (X,)nen+ une suite de v.a.r. telle que, pour tout n € N*, n et p sont vérifies, on utilise alors approximation :

X, ~B (n, %) ot A > 0. On a alors, pour tout k < n : N
(np)

P(X, = k}) — (n) y <)\>k y <1 A)n—k vk € [0,n], PUX = k}) = o7 o

o La loi de Poisson est généralement utilisée comme loi de v.a.r. consistant

n N (1 )\)ﬂ < )\) —k a calculer le nombre d’événements d’un certain type se produisant sur un
n

B(n— k) nF laps de temps donné. Cette modélisation est valide si :
1) les événements se produisant sont indépendants,
! _
NE (nzk)! (1 )\>" <1 )\> k 2) la probabilité d’apparition du phénomeéne dans un laps de temps donné
K nk n n

n n T ne dépend que de cette durée T
Intéressons-nous aux termes de ce produit. Le résultat précédent démontre que l'on peut approcher la loi P (A) par
n! & la loi B (n, %) Cette derniére loi est utilisée pour compter le nombre de
. (nflf)! = nn—1)... (: — (k= 1) ~ % =1 succes (c’est le role de la v.a.r. X,,) au cours d'une expérience consistant a la
n n n—+oo T

succession de n épreuves de Bernoulli indépendantes et de méme paramétre
de succés p = % L’approximation est d’autant meilleure que n est grand
)) (et donc p petit). C’est pourquoi on qualifie parfois la loi de Poisson de

En effet, le numérateur apparait comme produit de k éléments qui sont
tous équivalents, lorsque n tend vers +o00, a n.

« Notons u, = (1 - )\) . Alors : u, = exp <n In <1 — i

« loi des événements rares ».

n n
« Illustrons enfin ce résultat sur un exemple.
Or : In(un) = nln (1 _ >‘> ~ —A - Notons X une v.a.r. telle que : X ~ B(100,0.05).
nj onote R x Par définition de la loi binomiale :
, , .. .. In(14+=)
(c’est une instance de la propriété : hr% —=1) 100 1\2 /19 %
xr—> X
P{X =2}) = — — ~ (0.0812
w=-(5) (&) (@) =on

Dot : In(u,) — —A et w, =cPUn) 5 oA
n—+oo

x Comme n > 30 et p = 0.05 < 0.1, on peut approcher la loi de X par la

_k . . .
« Enfin, comme 1 — A — 1, ona (1 _ A) _ 1 — 1 1 loi de Poisson P (5). On obtient alors :
n n——+oo n (1 A) n—+oo 1 52
n
. PU{X =2}) =~ o, e % ~ 0.0842
by !
On en déduit : | P{X, =k}) — e = P{X =k} , _ .
n—+o0 k! x Dans la pratique, on considére qu’on peut approcher la loi B (n,p) par
ot X est une v.a.r. telle que X ~ P ()). la loi P (np) lorsque n > 30 et p <0, 1.
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