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L’espérance est une moyenne pondérée : on somme
chaque valeur possible pour X pondérée par la probabilité

CH X : Variables aléatoires discrétes que X prenne cette valeur.

Remarque
L’espérance peut étre pensée comme une généralisation de la notion de

. . . . . N moyenne. [llustrons ce point avec ’exemple suivant.
I. Espérance d’une variable aléatoire discréte Y P P

o Expérience aléatoire : on effectue 1 lancer d’un dé a 6 faces.

I.1. Définition o Univers : Q = [1,6].
Définition o Notons X la v.a.r. égale au résultat du lancer.
Soit (€2, o7, P) un espace probabilisé. « X(Q) =11,6] donc X est donc une v.a.r. discréte finie.
Soit X une v.a. discréte sur (€, o). 1) Dans un premier terr.lps, munissons {2 de la probabilité uniforme P;.
La v.a.r. X étant finie, elle admet une espérance donnée par :
1) Si X est finie : et que X () = {z1,...,2,}.
Dans ce cas, on appelle espérance de la v.a. X et on note E(X) : EX) = Y zP({X=z)) = i k Py ([X = k])
2€X(Q) k=1
n 18 1 8(6+1)
E(X) = z; P{X = z;}) = X k=g =35
i=1 k=1

Le réel 3,5 est la moyenne des résultats du lancer d’un dé équilibré
2) Si X est infinie : et que X(Q) = {z; | i € N}. (probabilité Py prise en compte).

Dans ce cas, si la série Y  xz, P([X = z,]) est absolument conver-

2) On munit maintenant €2 de la probabilité Py telle que :
gente, on appelle espérance de la v.a. X et on note E(X) :

P({4)) = B({5}) = P({6}) =

—+00
E(X) = z;) i P({X = 2:}) La v.a.r. X étant finie, elle admet une espérance donnée par :

6

3) De maniére générale, si on écrit X(Q) = {x; | i € [} (avec I C N) alors, E(X) = e)z(:(ﬂ) v Py({X =2}) = kzl k Po([X = K])
x =

sous réserve d’existence : 6 6
1 1 3(4+6
= ShB(x=k) = 33 k= 220D g
k=4 3 k=4 3 2

EX)= > 2P{X=u})=) = P{X=uz})

z€X(Q) el Le réel 5 est la moyenne des résultats du lancer dans le cas de notre dé
truqué (probabilité Py prise en compte).
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o Une v.a. discréte FINIE admet TOUJOURS une espérance.

e Une v.a. discréte INFINIE n’admet pas nécessairement une es-
pérance. L’hypothése de CONVERGENCE ABSOLUE est fondamentale
pour la bonne définition de la notion d’espérance.

A quoi sert I’hypothése de convergence absolue ?

Il faut bien comprendre que la notation >

x P({X = z}) ne permet pas
zeX(Q)

de savoir dans quel ordre sont sommés les éléments.
Il n’y parait rien, mais c’est primordial comme 1’énonce le résultat suivant.

Théoréme 1. (CULTURE)

Soit Y u, une série semi-convergente, c’est-a-dire {

> uy, converge

> Juy| diverge

Pour tout « € RU {—00,+00}, il existe une permutation o de N telle que :

— «
n—-+oo

Z Uo (k)
k=0

Démonstration.
On ne prétend pas ici démontrer le résultat mais donner un schéma de com-
ment il se démontre dans le cas ou « est un réel positif (par exemple).

On démontre tout d’abord que la suite (u,,) contient une infinité de termes
positifs et une infinité de termes négatifs. Si ce n’était pas le cas, la suite
(up) serait de signe constant & partir d’un certain rang et la convergence
de la série ) wuy, serait alors équivalente a sa convergence absolue.

Up + | Up |

Remarquons : max (0, u,) = et donc : | uy, | = 2 max(0, uy,) — Up.

Ainsi, la série Y max(0, uy,) est divergente (si ce n’était pas le cas, > |uy, |
serait convergente). Cette série correspond a la série ) | u, ou 'on aurait
remplacé tous les termes négatifs par 0. En terme de somme, elle peut étre

assimilée a la série des termes positifs de la suite (u,,) (celle construite en
sommant dans l'ordre les termes positifs de (uy,)).

Or, la série ) max(0,uy) est :

x & termes positifs,

x divergente.

La suite de ses sommes partielles tend donc vers +oo. Ainsi, en sommant
(dans 'ordre) suffisamment de termes positifs de (u,), on peut créer une
quantité plus grande que n’importe quel réel positif fixé a I’avance.

« On peut considérer de la méme maniére la série > min(0, uy,), série qu’on

peut assimiler & celle des termes négatifs de la suite (uy,).

Up — | u
Comme min(0, u,) = M, la série Y min(0,uy,) est elle aussi di-
vergente et la suite de ses sommes partielles tend donc vers —oo. Ainsi, en
sommant (dans l'ordre) suffisamment de termes négatifs de (uy), on peut

donc créer une quantité aussi grande, dans les négatifs, que souhaitée.
n
On construit alors la somme ) Uq (k) par le principe suivant :
k=0
1) on ajoute les éléments positifs non encore utilisés de la suite (u,) (dans
l'ordre des indices) tant que la somme obtenue ne dépasse pas .
(par Uétude précédente, on sait qu’en sommant des termes positifs on

finira par dépasser «)

2) on ajoute les éléments négatifs non encore utilisés de la suite (uy,) (dans
l'ordre des indices) tant que la somme obtenue dépasse strictement o.
(par étude précédente, on sait qu’en sommant des termes négatifs on
finira par repasser en dessous de o)

On définit alors o(i) comme étant 'indice du i®™¢ élément ajouté.

Pour conclure quant a la qualité de cette stratégie, il faut comprendre que
la somme ainsi construite se rapproche de a. Cela se produit car le dépas-
sement de a (par au-dessus ou en dessous) est de plus en plus faible. En
effet, chaque dépassement (passage du mode 1) & 2) ou inversement) pro-
vient de I'ajout d’un terme de la suite (uy,). Or cette suite tend vers 0 car

la série > w, converge. Ainsi les dépassements sont de plus en plus faibles.
O
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Remarque

Cet énoncé est appelé théoréme de réarrangement de Riemann.

Il signifie qu’étant donnée une série semi-convergente, on peut, en modifiant
Pordre de sommation, créer une série qui converge vers n’importe quel
a € R choisit a Pavance (on peut méme prendre aw = +00 ou o« = —00).

Ce résultat est contraire a 'intuition : on ne s’attend pas a ce que la somme
de tous les termes u; dépende de I'ordre de sommation.

Ceci ne se produit que sous I’hypothése de semi-convergence.
L’hypothése de convergence absolue est celle qui permet de parler de
convergence d’une série indépendamment de I'ordre de sommation choisi.

Si la suite (uy) est & termes positifs, alors convergence de ) u,, et conver-
gence absolue de Y w, sont des propriétés équivalentes. Cela ameéne a
s’intéresser de plus prés aux sommations de termes positifs.

1.2. Familles sommables

I.2.a) L’ensemble [0, +o0]

On prolonge I’ensemble [0, +oo[ en lui ajoutant +oo. L’objectif de cet ajout
est de simplifier la manipulation de sommes d’éléments positifs.

On prolonge alors les opérations + et X ainsi que la relation d’ordre sur
[0, +00] par les relations habituelles, a savoir :

x VY € 10,400, x X (400) = (+0) Xz =400

x Vo € [0,400], x + (400) = (+00) + == +00

On rappelle que toute partie A de R non vide et majorée admet une borne
supérieure (un élément réel qui est le plus petit des majorants de A). Si
lon considére une partie non vide A de [0, +oc], alors cette partie est
toujours majorée par +00. En ce sens, elle admet une forcément une borne
supérieure dans [0, +o0]. Cette borne supérieure étendue coincide avec la
notion de borne supérieure abordée en premiére année pour peu que la
partie A soit majorée.

I.2.b) Notion de famille sommable

Définition

Soit I un ensemble au plus dénombrable.

Soit (z;)ier une famille d’éléments de [0, 4+00].

« On appelle somme de la famille (z;);er, qu’'on note > z;, la borne supé-

iel
rieure (dans [0,+o00]) de lensemble des sommes Y wu; lorsque F' décrit
el
I’ensemble des parties finies de 1.

o En d’autres termes :

S @ = sup {zxi|peyf(1)}

el ieF

o La famille (x;);cs est dite sommable si > x; < +oo.

iel

Remarque

o Pour bien comprendre la notion de famille sommable, revenons rapidement

sur la notion de séries de termes positifs. Notons > a, une telle série
et (Sp) la suite des sommes partielles associée. Alors (S,) est une suite
croissante (Vn € N, S, 11 — S, = ans1 = 0). Ainsi, deux cas se présentent :

x sl la suite (S,,) est majorée, alors la suite (S,,) converge et on dit que la
série est convergente.
x si la suite (S,) n’est pas majorée, alors la suite (.S,,) diverge vers +oc.

Ce que ce point met en avant c’est que, concernant les séries de termes
positifs, il existe seulement 2 modes : soit la suite des sommes partielles
converge, soit elle diverge vers 4o0.
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o En travaillant dans [0, +oc], on opére un changement de point de vue.

Prenons par exemple la somme )
i=1

1) Point de vue séries

1
La série Y — est divergente. On ne peut donc pas pas considérer sa

+oo 1

7

somme et ’écriture ci-dessus n’est donc pas autorisée.

2) Point de vue manipulation dans [0,

Cette somme a tout son sens lorsqu’on travaille dans [0, +00]. Plus pré-

}, = +o00. La famille <

+o0o
cisément, .
i=1?

7

1
> n’est donc pas sommable.
iEN*

o Illustrons le point précédent avec un autre exemple.
Remarquons : Vo > 0, e* —1 > z. On en déduit :

1
VneN en —1 >

1) Point de vue séries

. 1 . .
Comme la série Y — est divergente, alors, par théoréme de comparai-
n

S|

son des séries a termes positifs, la série > (e% — 1) est divergente.

2) Point de vue manipulation dans [0, +oc]

Ainsi, la famille (e% — 1)

neN*

n’est pas sommable.

I.2.c) Propriétés de manipulation

Théoréme 2. (sommation par paquets)

Soit I un ensemble au plus dénombrable.
Soit (In)nen une partition de ’ensemble I.

Autrement dit, I s’écrit comme une réunion disjointe : I = |J I,.
neN

Soit (x;)icr une famille d’éléments de [0, +0o0].

+o0

i€l n=0

Remarque

o La sommation par paquets peut étre considérée comme un réarrangement

de l'ordre de sommation. Du fait du théoréme de réarrangement de Rie-
mann, un tel procédé ne peut fonctionner de maniére générale pour les
séries semi-convergentes.
Pour illustrer les problémes que la sommation par paquet peut causer,
- ) -1 n+1
considérons la série (=1)
n>1
Considérons deux partitions différentes (I, )nen et (Jn)nen définies par :

VneN, I,={2n+1,4n+ 2,4n + 4} Jp ={2n+1,2n + 2}

et notons u, son terme général.

et

On a alors, pour tout n € N :

> U

i€ln,

U2n+1 T Udn+2 + Udn+4

1 1 1
2n+1 4n+2 4n-+4

_ 2 1 1
- \4dn+2 4dn+2 dn 44

B 1 1
 4n+2 4n+4
1 1 1 1
= = - = ¥y
2 \2n+1 2n+2 2 jei,
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On en déduit : Remarque
oo oo « Découpage, calcul et majoration de sommes sont autorisés dans [0, +0o0].
> < 3 Uz) 5 ( > u]> La finitude de la somme vaut alors preuve de sommabilité.
=0 \i€l, =0 \jeJn .
" & " J€ Par exemple, comme : Vn € N*, ———— < —. On peut alors écrire :
. n(n+1) n
ce qui démontre que les sommes :
+o0 1 oo 1

%(Zm) et %(Z Uj> ngln(n+1)<n:1$<+oo

n=0 \i€l, n=0 \j&€Jn 1
Ainsi, la famille () est sommable.
oo (—1)k+1 n(n+1)
ne peuvent toutes les deux coincider avec ), ~———— (ce devrait étre le o Lorsqu’on travaille dans [0, +oc], on peut aussi utiliser le théoréme de
k=1 L . i
cas si on pouvait sommer par paquets). Fubini ou sommer par paquets. On peut ajouter que dans [0, +00] :
x il y a invariance d’une somme par permutation (on peut sommer dans
Théoréme 3. (théoréme de Fubini positif) n’importe quel ordre).
Soient I et J deux ensembles au plus dénombrables non vides. x on peut utiliser une propriété de linéarité faible. Plus précisément, si

Soit (zi,)i,yyerxs une famille d’éléments de [0, +oc). (x;)ier et (yi)ier sont des familles d’éléments de [0, +oo] alors :

V(A 1) € [0, +o00)?, ZI Az +py) = A lemLM Zlyz
i€ i€ i€
o Tout d’abord : Yo o xij =, (Z :E”>
(tg)elxJ e \IEs I.2.d) Famille sommable de nombres complexes

o En particulier si (a;)ic1 et (bj)jes sont des familles d’éléments de [0,+00] © Dafinition

Soit I un ensemble au plus dénombrable.
( )2:} ; a; X by = Z:I (Z;] aj X bj) Soit (x;)ier une famille d’éléments de C.
©,7)ELX 1€ je
« La famille (z;);cr est dite sommable si (|z;|);cr Vest.
- 4 : Autrement dit:|  La famille (2;);e; est ble & 2 || < oo
iez:] (az jeZJ bj) utrement di a famille (z;);es est sommable 2 1%

o En particulier, si I =N :

- (;%] bj) x (ZEZI ai) - (% ai> x (j; bj) La famille (x;);en est o La série Y x, est

sommable absolument convergente
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Remarque

Dans cette définition, on étend la sommabilité & des familles d’éléments
de C (et plus seulement des familles d’éléments de [0, +-00]). Evidemment,
cette définition est valide quand on considére une famille (z;);c; d’éléments
dans R (puisque R C C).

Dans [0,+o0], il n’y a que deux modes : les familles sont sommables ou

Remarque
o Si (z;)ier est une famille d’éléments de C, alors :

Viel, Re(zr;) < |zi| et Im(x;) < |z

Ainsi, si (2;)ier est sommable (ce qui signifie (| z;]),_, sommable), alors,

i€l
par domination, les familles (Re(z;)), o et (Im(z;)),., sont sommables.

i€l

sont de somme +oo. Cette propriété s’exprime de maniére pratique par la « Danscecas: Y z = > Re(xg)+¢ > Im(xy).

notation :

Yoxi < 4oo et
el

> xi =400

el

Dans C, une telle disjonction n’existe pas. On peut ne pas pouvoir sommer
pour beaucoup de raisons différentes. Par exemple, la série > (—1)" est
divergente et la suite (S,,) de ses sommes partielles n’admet méme pas de
limite. En effet :

VneN, Sop=1 et Sy =0

(si la suite (Sy) admettait une limite finie ¢, alors £ serait la limite com-
mune & (Sopn) et (Son+1))
La bonne notation pour parler d’une famille sommable (z;);c; d’éléments
de C est celle qui correspond a la définition, a savoir : > |z; | < 4o0.

i€l
Notons qu’une famille finie est toujours sommable.

Théoréme 4. (sommabilité par domination)

Soit I un ensemble au plus dénombrable.
Soit (x;)icr une famille d’éléments de C.

Soit (yi)ier une famille d’éléments de [0, +00].

. Vi <
Viel |zl < v La famille (x;)icr

o La famille (y;)icr est sommable est sommable

kel kel kel

Théoréme 5. (linéarité pour les familles sommables)

Soit I un ensemble au plus dénombrable.

Soient (x;)icr et (y;)ier deux familles d’éléments de C.
Soit (\ ) € C x C.

On suppose que (x;)icr et (yi)ier sont sommables.

Alors (Ax; + pyi)ier est une famille sommable et :

Yo Awitpy) = A @ity
el el el

Remarque
o L’idée de la notion de sommabilité est de simplifier la manipulation de

sommes. Comme on l'a vu dans le cas des sommes d’éléments de [0, +00],
on peut écrire une somme infinie et justifier aprés coup qu’elle est finie.

« Dans le cas général des familles d’éléments de C, en cas de sommabilité,

les sommes se manipulent naturellement grace aux propriétés suivante :
croissance, linéarité, sommation par paquets, théoréme de Fubini.

o Il ne faut pas surinterpréter ce résultat. Il ne permet pas d’écrire :

+o0 +o0 +o0
gl ((n+1)7n) = gl(n+1)f §1n

—+00 —+00
= Y n—>Y n
n=2 n=1

“+oo “+o0o
= n— (1 + n> =
=2 -
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Ce calcul est manifestement faux puisque :

+oo

o1 -1
L’erreur provient de I'étape de linéarité. Celle-ci n’est autorisée que sous
l’hypothése de sommabilité des familles étudiées. Ce n’est pas le cas ici
E n = +oo et Z n = +00.
n=2 n=1

e On retiendra qu’obtenir un résultat fini & 'issue d’'une manipulation de
sommes NE permet PAS de justifier aprés coup de la sommabilité dans le

puisque :

cas général.
(plus précisément, obtenir un résultat fini justifie la sommabilité seulement

lorsque toutes les manipulations s’opérent dans [0,400])
o De la méme maniére, on ne peut écrire :
oo 1 oo 1 1
n=2 n n

n=2 TL(TL - 1)

+0o0 1 +o0 1
B 722”—1_7225
+oo 1 +oo 1

L’étape problématique est, une nouvelle fois, la linéarité.
Celle-ci exige la sommabilité des familles étudiées ce qui n’est pas le cas

+00 +© 1
=4ooet Y, —=+o0.
n

puisque —_—
n=2

n=2 N — 1
Remarquons quand méme que le résultat obtenu (la somme initiale vaut 1)
est juste! Cela provient de I’extension de la sommation télescopique dans

le cas d’une somme infinie :

“+o00
> (@pt+1 —an) = —ag  sous 'hypothése a,, — +o0
n—1 n—-+o0o

1.3. Une « nouvelle » définition de I’espérance
I.3.a) Notion d’espérance finie
Définition

Soit (£2,.e7,P) un espace probabilisé.

Soit X une v.a. discréte sur (€2, o7, P).

1) Cas oi X est & valeurs dans [0, +-o00]

« Dans ce cas, on peut toujours calculer E(X) a l'aide de la définition
suivante :
>

zeX(Q)

E(X) = P({X = z})
Le résultat obtenu est un élément de [0, +oo].
« On notera alors E(X) < +oo pour signifer que le calcul de E(X) a
fourni un résultat fini.
2) Cas ou X est a valeurs dans C

« On dit que la variable X est d’espérance finie si la famille (af IP( {X ==} )) @
Te

est sommable.
« Dans ce cas, on appelle espérance de X la quantité finie définie par :
EX) = Y zP({X=x})
zeX ()
Remarque
o Comme déja mentionné auparavant, le cas X est a valeurs dans C permet
de couvrir aussi le cas ot X est a valeurs réelles (mais pas toutes positives).

« Rappelons par ailleurs que si X est a valeurs dans C, la famille (a: IP’( {X =z} ))

est aussi a valeurs dans C. Par définition, cette famille est sommable si
z| P({X ==z > Iest.
o Cela démontre au passsage :

La v.a. X est d’espérance finie < IE( | X |) < 400

zeX ()
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I.3.b) Espérance finie par domination I.4.b) Positivité, croissance
Théoréme 6. Théoréme 8.
Soit (2, o/, P) un espace probabilisé. Soitent X etY deux v.a. discrétes a valeurs dans R.
Soit X une v.a. discréte a valeurs dans C.
1) X >20=EX) >0 2)] X >2Y = EX) > EY)
Soit' Y une v.a. discréte a valeurs dans R.
(positivité de l’espérance) (croissance de l’espérance)
| X| <Y } La variable X est d’espérance finie
e E(Y) < +00 De plus : E(| X ]) < E(Y) X>0
3) E(X) =0 = P{X =0})=1 | (X est presque sirement nulle)

I1.4. Propriétés de ’espérance
I.4.a) Linéarité
Théoréme 7.

Soient X et Y deux v.a. discrétes ¢ valeurs dans C.

On suppose que X et Y sont d’espérances finies.

1) Soit A€ C. Les v.a.r. X +Y et AX sont d’espérances finies. De plus :

E(X+Y) = E(X)+E(Y) | et | EAX) = AE(X)

(linéarité de ’espérance)

2) Pour tout (a,b) € C2, la v.a.r. aX + b est d’espérance finie. De plus :

E(a) = a

et ‘ E(aX +b) = a E(X)+0b

A RETENIR

On retiendra notamment que la somme de v.a. discrétes d’espérances finies

est d’espérance finie.

1.5. Théoréme de transfert

Théoréme 9. (théoréeme de transfert)
Soit X une v.a. discréte a valeurs dans C.

Soit g : X(Q2) — C une application.

La v.a. g(X) est - La famille (g(x) P({X = x})) est

Y 5, y
d’espérance finie sommable

1)

2) Dans ce cas :

E(g(X) = ¥ g(z) P({X ==})

zeX(Q)

Remarque

o De maniére générale, si I’on veut connaitre I’espérance d’une variable aléa-
toire discréte Y, il faut connaitre sa loi, c¢’est-a-dire la donnée de la famille
(P( =y ))yey(Q)'

o Le théoréme de transfert stipule que si Y est une transformée d’une variable
aléatoire X alors son espérance peut étre déterminée par la loi de X et plus
par celle de Y.
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II. Variance d’une variable aléatoire discréte

I1.1. Moment d’ordre 2
Définition

Soit X une v.a. discréte a valeurs dans C.

La v.a. X2 est
d’espérance finie

La famille (352 P({X =z} )) est

sommable

1)

2) Dans ce cas :

E(X%) = >

zeX(Q)

z? IP’({X::L‘})

La v.a. X? est
d’espérance finie

3)

La v.a. X est d’espérance finie

I1.2. Variance d’une v.a. discréte
Définition

Soit X une v.a. discréte.

Supposons que :

x la v.a. X est d’espérance finie,
x lava. (X — E(X))2 est d’espérance finie.

o La v.a. X est de variance finie. De plus, la variance de X est notée V(X)

et définie par :

V(X) = E((X ~ E(X))?)

« Dans le cas ot :
x la variable aléatoire X est & valeurs réelles,
x la variable aléatoire X est de variance finie,
on définit I’écart-type de X et on note o(X) la quantité : o(X) =

Remarque

« Dans le programme officiel, on considére la variance n’est définie que pour

les variables aléatoires réelles ce qui permet de ne pas avoir a faire un cas
particulier pour définir ’écart-type.

Remarquons au passage que cette notion d’écart-type est bien définie.
Comme (X — E(X))? > 0, alors V(X) = IE((X - IE(X))2> > 0.
(cf point 8) du Théoréme 8)

La variance est une mesure moyenne de I’écart existant entre X et E(X).
La variance considére un écart quadratique. Il est alors naturel d’introduire
lécart-type (la racine de la variance) pour gommer le « défaut quadra-
tique » introduit par ce choix d’écart.

Aurait-on pu choisir d’autres types d’écart ?

1) On peut tout d’abord considérer ’écart simple.
La mesure moyenne de I’écart simple n’est en réalité d’aucune utilité :

E(X - E(X)) = E(X)-EEX)) = E(X)-EX) = 0

En moyenne, X ne s’écarte pas de sa moyenne.

2) On peut considérer la distance, c’est-a-dire la valeur absolue de I’écart :
E( X -EX)[)

Cette mesure moyenne d’écart a beaucoup de sens mais posséde un
inconvénient : elle est plus difficile & manipuler, d’un point de vue al-
gébrique, que la notion de variance.

On fera attention au passage :

VE(X—EX)?) X EG/(X-EX)P) = E(|X -E(X)|)

o(X)
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I1.3. Détermination pratique de la variance

Théoréme 10. (formule de Kenig-Huygens)

Soit X une v.a. discréte a valeurs dans C.

La v.a. X est de
variance finie

La v.a. X est de moment
d’ordre 2 fini

De plus, si X admet une variance, on a :

Démonstration.

Remarquons tout d’abord, que dans le cas ot X est d’espérance finie :

(X —E(X))® = X2 -2E(X) X + (E(X))* ()

Et ainsi :

X? = (X -EX))*+2E(X) X — (E(X))*> (s

(=) Supposons que X est de variance finie.

Par définition de variance, X et (X — E(X))? sont donc d’espérances

finies.

Or, d’aprés Dégalité (xx), la v.a. X2 s’écrit comme la somme de v.a.

d’espérances finies. Elle est donc d’espérance finie.

Supposons que X est de moment d’ordre 2 fini.

Alors X est d’espérance finie.

L’égalité (x) démontre alors que la v.a. (X — E(X))? est d’espérance

finie car est la somme de v.a. d’espérances finies.

Supposons maintenant que X est de variance finie et démontrons la formule.

V(X) = E((X-EX))?)

= E(X?-2E(X)X + (E(X))?)

= E(X?) - 2E(E(X) X) +E((E(X))?)

11.4. Propriétés de la variance

Théoréme 11.

(par linéarité de
lespérance)

Soit X etY deux v.a. discrétes a valeurs dans C.

On suppose que X et'Y sont de variances finies.

L’opérateur variance vérifie les propriétés suivantes.
1) Soit A€ C. Les v.a. X +Y et AX admettent une variance. De plus :

V(X 4+Y) =V(X)+2(EXY) - EX)EY)) |+ V()

et

VX)) = 2 V(X)

2) Pour tout (a,b) € C2, la v.a. aX +b admet est de variance finie. De plus :

V(a) =0

et

V(aX +b) = a>V(X)

3) Dans le cas ot X est a valeurs réelles :

V(X) = 0

10
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Démonstration.

1) Soit A € C. On admet que X + Y et AX sont de variances finies.
D’apres la formule de Koenig-Huygens (et par linéarité de I’espérance) :

V(X +Y)
= E(X+Y)?) - (E(X +Y))?
(E(X) +E(Y))?
= E(X?) +2E(XY) +E(Y?) - (E(X))? + 2E(X)E(Y) + (E(Y))?)
= E(X?) - (E(X))* +E(Y?) -
V() +

Toujours d’aprés la formule de Koenig-Huygens et linéarité de I’espérance :

(
(

= E(X?24+2XY +Y?) -
(
( (E(Y))?2 +2E(XY) —2E(X)E(Y)
(

= V(X)+ +2(E(XY) — E(X)E(Y))

VAX) = E((A\X)?) - (E(AX))?
= E(\?X?)— (AE(X))?
= ME(X?) -\ (E(X))?
= M (E(X?) — (E(X))?)

= NV(X)

2) Soit (a,b) € C2. Par hypothése, X est de variance finie. Elle est donc de
moment d’ordre 2 fini et, par conséquent, est d’espérance finie.

Démontrons maintenant que la v.a. (aX +b) —E(aX +b) est de moment
d’ordre 2 fini. Tout d’abord :

((aX +b) —E(aX +b))? =
= (a(X - EX

(aX +b— (E(aX) +E(b)))?
)) + B — B)?
= a* (X - E(X))?

Or, par définition de la variance de X, la v.a. (X —E(X))? est d’espérance
finie. C’est donc aussi le cas de la v.a. ((aX + b) — E(aX + b))%. En
appliquant 'opérateur espérance dans 1’égalité précédente, on obtient :

V(aX+b) = E((aX+b)—E(aX+b))? = E(a* (X-E(X))?) = a* V(X)
Au passage, dans le cas ou a = 0, on démontre que V(b) = 0.
3) (X —E(X))? > 0 donc, d’aprés la propriété 8) du Théoréme 8 :
V(X) = E((X —E(X))?) >0 -

Contrairement & I'espérance, 'opérateur de variance, défini & ’aide
d’une élévation au carré, n’est pas linéaire.

4

Remarque

« La variance est une mesure moyenne de I’écart entre la v.a. et sa moyenne.
Dans le cas d’'une v.a. qui ne varie pas (une v.a. constante c’est-a-dire une
quantité a), il est logique que la variance soit nulle (V(a) = 0).

« On peut se poser la question de la réciproque de ce résultat.
Si X est une variable aléatoire réelle :

V(X)=0 = P({X=0})=

11
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I1.5. Variables centrées réduites
Définition
Soit X une v.a. discréte a valeurs dans C.
a) Si X est d’espérance finie :
(i) si E(X) =0, on dit que X est une v.a. centrée.

(i) si E(X) # 0, la v.ia. X — E(X) est appelée v.a. centrée associée a X.
Notons que cette v.a. est d’espérance finie car somme de v.a. d’espé-
rances finies.

De plus, comme son nom l'indique, cette v.a. est centrée :

E(X — E(X)) = E(X)-EE(X)) = E(X)—EX) = 0

b) Si X est une variable réelle de variance finie non nulle :

(i) si V(X) =1, on dit que X est une v.a. réduite.

(i) si V(X) # 1, la v.a. (en supposant o(X) # 0) est appelée v.a.

X
o(X)
réduite associée & X. Notons que cette v.a. est de variance finie car
somme de v.a. de variances finies.

Comme son nom l'indique, cette v.a. est réduite :

CORICORCEEACEE

X —E(X
c¢) Si X est de variance finie, la variable X* = (X()) est appelée variable
o
centrée réduite associée a X.

Remarquons déja que X* est d’espérance et de variance finies car s’écrit

1 E(X
sous la forme aX + b avec a = o (X) ERet b= O'EX; e R.
o Comme son nom l'indique, X* est centrée car :
1 E(X)
E(X*) = aE(X)+b = E(X) — =
(X') = aB(X) +b = 5 EX) - 5 = 0

o Comme son nom l'indique, X* est réduite car :

1
o(X)

V(X*) = ?V(X) = < >2V(X) = = =1

Remarque

A toute v.a. X qui est de variance finie non nulle, on peut associer une v.a.
X* centrée réduite. Cette opération de normalisation peut étre utile dans des
démonstrations (on démontre une propriété pour une v.a. centrée réduite, on
lapplique & X* et on voit ce qu’on peut en déduire sur X).

12
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III. Le cas particulier des v.a. & valeurs entiéres

III.1. Une propriété classique de I’espérance des variables a

valeurs entiéres

Théoréme 12.

Soit X une v.a. discrétes a valeurs dans [0, +o0].

1.

a) | VEe N, {X>k—-1}={X =k} U{X >k}

b) | Vke N, P({X =k})=P({X >k—1}) - P({X > k})

BX) = 3% P({X > 1))

Démonstration.

1.

2.

Soit k € N*.

a) Tout d’abord, comme la variable X est & valeurs entiéres :

{X>k—-1} = {X >k}
= {X=k}U{X >k}
b) Les événements {X =k} et {X > k} sont incompatibles. On en dé-

duit :
PH{X >k —1}) =P{X =k}) + P{X > k})
et ainsi : P{X =k}) =P{X >k —1}) - P{X > k}).
Démonstration en passant par des sommes finies

On ne considére ici que le cas ol X est d’espérance finie.

+0o0
Autrement dit, la somme ) k P({X =k} ) est finic ou encore la série
k=1

> nP({X =n}) est (absolument) convergente. Démontrons qu’il en est

de méme de la série ) P({X > n}) et que les sommes de ces deux séries
sont égales. Soit NV € N*.

N
S kPU{X = k})
k=1

N

= Y k(PUX > k-1}) - PUX > k)
k=1
N N

— S RPUX >k—1})— ¥ kP({X > k})
k=1 k=1
N-1 N

= (k+1)PH{X > k})— > kP({X > k})
k=0 k=1
N-1

- EPUX > KD+ 3 PUX > kD) — 3 k PUX > k)
0 k=0

k

— 0xP{X >0} +W+ S px > B
k=0

_ (W+ NP{X > N}))

— SBUX > k) - N P{X > V)
k=0

e
i

Ce que l'on peut écrire :
N—-1 N
kgo P({X >k}) = k;kl@({xzk}) ~NP({X>N}) (%

Or, comme X est & valeurs entiéres, alors :

xe>m= U (x=p
k=N+1
et: NP({X > N}) = Nk:X::HJP’({X:k}) = k}:}oﬂm@({xzk}).

13
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En remarquant que k > N + 1 dés que N < k, on obtient :

+oo

NP({X>N}) = k:%HNIP’({X:k})
< ¥ kB({X=k))
k=N+1

La série Y nP({X = n}) est convergente par hypothése (X est d’espé-
rance finie) ce qui justifie 'utilisation de son reste d’ordre N en derniére
ligne.

Finalement, on a démontré :

“+o0o
> kP({X =k})

k=N+1

0 < NP({X>N}) <

Or :

x0 — 0
N—+4o00

+o00o
x > kP({X=Fk}) — 0en tant que reste d’ordre N d’une série
k=N+1 N—r+oo
convergente.

Ainsi, par théoréme d’encadrement : N IP’( {X > N}) o 0.
— 400

On en conclut par (x) que la série Y P({X >n}) est convergente (car

sa somme partielle s’écrit comme somme de deux quantités qui admettent
une limite finie en +00). Enfin :

+o0
> P({X >k})

k=0
= i kzo P({X > k})
_ Ngrﬂwkz RP({X =k}) = lim (N P({X>N}))

~ S RE((xX 1)

Démonstration qui tire partie des calculs de somme dans [0, 400]

+o0 oo [ +o0 _ (car X est a
LPH{X k) = X2 Z P({X =} valeurs entiéres)
k=1 k=1 \j=k
= ¥ P({x=j})
1<k<j<+o0
+oo J
= 2 (Z P({X =j} )
= k=1
= Z]P({X—J})
Remarque

o Dans cette démonstration, on utilise la possibilité d’intervertir des sym-
boles de sommation, possibilité offerte par les calculs de sommes dans
[0, +00]. Chacune des sommes présentes dans ce calcul peut prendre la

+oo
valeur 4oc0. En particulier si Y P({X = j}) = oo alors la somme
j=k

—+00

> <J§: [F’( {X =3} )) vaut elle-méme +o00.
j=

k=1

o On utilise dans le calcul la possibilité d’intervertir les symboles de som-
mation. On a vu plus t0t dans le cours 'interversion de sommes lorsqu’il
y a indépendance des indices de sommation. Plus précisément :

> Tig =), (Z xl])

(i,5)eIxJ el \jeJ

On peut aussi procéder a l'interversion en présence de sommes qui pré-
sentent des dépendances d’indices. Rappelons les formules correspon-
dantes.

14
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Dans le cas des sommes finies « Dans le cas des sommes infinies d’éléments de [0, +oc]
n n n i +o00 +o00 +00 7

Yoo Uiy = > [ wig | = > | XD wiy Yoo ouig = > | X ui | = D Ui
1<i<j<n i=1 \j=1 j=1 \i=1 1<i<j<+00 i=1 \ j=i j=1 \i=1

n—1 n n j—1 +00 +0o0 oo [J—1
> Uiy = ). (,Z uw) = X ( uu) > Ui = ) (Z uu) = > <Zl Uu)

1<i<yj<n i=1 Jj=i+1 1<i<j<n =1 j=1+1

Comment retenir ces formules ?

On peut retenir la 1°® formule en considérant Uencadrement 1 < i < IIL.2. Les fonctions génératrices
J<sn. s eas

Si on souhaite obtenir la formule de sommation suivant les lignes (c¢’est- IIL.2.a) Définition

a~dire commencer par une somme sur i), on peut procéder comme suit : Définition

x on supprime la variable j de 'encadrement : 1 <7< - < n Soit X une variable aléatoire discréte & valeurs dans N.
n

On doit donc considérer une somme : Y
i=1

x on considére alors I’encadrement immédiat de j : 1 < j < n
n

e On appelle fonction génératrice de X la somme de la série entiére
> P({X:n})t".

. L o Autrement dit, la fonction génératrice de X est la fonction :
On doit donc considérer une somme : »

i=i

On retrouve alors la formule : Y~ w;j = > | D u;j
1<i<j<n =1 \j=

n (n ) GX:tHE(tX):Jrf:OP({X:k})tk
k=0

(on procéde de méme pour la formule de sommation suivant les co-
lonnes)

15
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III.2.b) Les fonctions génératrices des lois usuelles finies III.2.c) Les fonctions génératrices des lois usuelles infinies

Dans le cas ot X est une v.a. & valeurs entiéres qui suit une loi discréte finie,

e Dans le cas o X est une v.a. & valeurs entiéres qui suit une loi discréte
la série > P({X =n})t" est de rayon de convergence R = +oc.

infinie, la série Y. P({X =n})t" est de rayon de convergence R > 1

° Q?@ ,d,e,l,a,l,ol yp}fpgrpﬁ (résultat a Venir).
x Si X ~U([1,n]) « Lerayon de convergence s’obtient par applicaiton de la régle de d’Alembert.
1 ¢ — gt , » Cas de la loi géomeétrique : X ~ G (p)
- — sit#1
_ = n 1-—1 1 1 t
vt e ] OO’+OO[7 GX(t) Vi e ] - 7 [’ GX(t) _ p
1 sit=1 l-p 1-p 1—(1—p)t
« Si X ~ U([a,b]) « Cas de la loi de Poisson : X ~ P (})
Lot G Ve ]~ oo, tool, Gx(t) = 0D
st
Vit €| —o0,+o0[, Gx(t) = b—a+1 1-t
1 sit—1 IT1.2.d) La fonction génératrice caractérise la loi
Théoréme 13.
» Cas de la lof de Bernoulli : X' ~ B (p) Soient X et'Y deux variables aléatoires discrétes a valeurs dans N.
Vt e ] —o0,4+00f, Gx(t) = (1—p)+pt 1. a) La série entiere Y P({X =n}) t" a un rayon de convergence R > 1.

o . b) En particulier, Gx, somme de la série entiere Y, P({X =n}) t" est
« Cas de la loi binomiale : X ~ B (n, p) développable en série entiére sur (au moins) | —1,1[ et donc de classe

Vt €] — oo, +oo], Gx(t) = ((1—p)+pt)" > sur sur (au moins) | —1,1].

2.| YneN, P({X=n}) = %GX(")(O)

3. Gx et Gy coincident sur] —1,1] &  Les v.a. X et'Y ont méme loi

16
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Démonstration. Démonstration.
Dans la suite, pour tout n € N*, on note : 1. a) Soit n € N.
faoooot = P({X =n}) " vie[-1,1], |P({X =n}) "] = P({X =n}) [t]"
R — R

(par croissance
< P({X =n}) dela fonction

. _ n 2 : .
1. La suite (|P({X =n})| 1") est bornée puisque pour tout n € N : £ [l sur R)

0 < P({X=n}) <1 On en conclut :

A’in.si, le rayon de convergence R de la série entiére IP’({X = n}) t" VneN, 0 < [[falloo o1y < IP’({X = n})
vérifie R > 1.
2. Ce résultat provient du fait que comme Gx est développable en série Or la série ) ]P’( {(X= n}) est convergente. En effet :

entiére sur | — 1, 1] alors Gx coincide avec la somme de sa série de Taylor

sur | —1,1[. +ZOOP({X:n}): > P({X=a})=1
n=0

3. Les fonctions Gx et Gy sont développables en série entiére sur | — 1,1] zeX(2)
et sont donc égales & la méme somme série de Taylor sur | — 1, 1[. Ainsi, P . P o L.
> . Par théoréme de comparaison des séries & termes positifs, la série nu-
elles ont les mémes coefficients. 0

mérique Y || fnlloo,(—1,1] est convergente.

b) Remarquons :
IT1.2.e) Continuité de la fonction génératrice d’une v.a. discréte / 4

x ¥n € N, la fonction f, est continue sur (au moins) [—1, 1] car poly-

Théoréme 14. nomiale.
Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans N. x Y. fn converge normalement (donc uniformément) sur [—1,1].
s . 3N — n - “+o0o
1. a) Lasérie entiere 3 P({X =n}) " converge normalement (au moins) On en conclut que la somme Gx = » f, est continue sur [~1,1]. 7

sur le segment [—1,1]. =0

b) La fonction Gx est continue (au moins) sur [—1,1] et Gx = 1.

17
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III.2.f) Lien entre fonction génératrice et calcul de moments

Théoréme 15.

Soit X une v.a. a valeurs dans N de fonction génératrice Gx.

1) | X est d’espérance finie < Gx dérivable en 1

Dans ce cas :| E(X)=G%x(1)

2) | X est de variance finie < Gx deux fois dérivable en 1

Dans ce cas :

E(X(X-1)=G%(1) | et | V(X)=G%(1)+Gx(1)— (Cx(1))*

Démonstration.
Pour tout n € N, on note : p, = P({X =n}).

1) On procéde par double implication.

(=) Supposons que X est d’espérance finie.
Alors la série Y np, est (absolument) convergente. On en déduit
que la série > np, "~ converge normalement sur [0, 1]. La fonction
Gx est donc de classe € sur [0,1] de dérivée, pour tout t € [0,1] :

+00

G,X(t) - ZO npntnil
En particulier :
y “+o0o “+o00
G(1) = X npu = 5 nB({X =n}) = E(X)

(<) Supposons Gx dérivable en 1.

La v.a. X est d’espérance finie si et seulement si la série Y np,
converge absolument. Cela revient & démontrer sa convergence car
c’est une série a termes positifs.
o Tout d’abord, on remarque : Vn € N, np, = 0.

N

On en déduit que la suite <Z n pn> est croissante.
n=0 NeN, )
Il suffit donc de démontrer qu’elle est majorée pour en déduire sa

convergence.

« Soit N € N*. On remarque :

N N
lim 3 np,t" ' = 3 np,

t—=17 n=0 n=0

On cherche donc & étudier Y. np, t" 1.

o D’aprés les résultats du cours, la série dérivée > np, t" !

normalement sur tout segment inclus dans [0, 1[.
Ainsi, pour tout ¢ € [0,1] :

converge

“+00

Gx(t) = Z:Onpnt”_1

D’ot, comme Gx est dérivable en 1 :

+oo
Sonpat" !t — G (1)
n=0 t—1—
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« On obtient, pour tout ¢ € [0, 1], pour tout N € N* :

N +o00o
Sonppt"t <Y npptt!
n=0 n=0
T T
£ £]
N /
Y. npn Gy (1)
n=0
N
Ainsi, la suite (Z npn> est :
n=0

x croissante,
x majorée par G’y (1).
Elle est donc convergente.
On en déduit que X est d’espérance finie.
2) Avec un raisonnement similaire & celui de 1), on peut démontrer :

Gx est deux fois dérivable en 1 < > n(n — 1) p, est convergente
Or :

> n(n—1)p, est convergente < X (X — 1) est d’espérance finie
On obtient bien :

Gx est deux fois dérivable en 1 < X (X — 1) est d’espérance finie

Dans ce cas :

+oo
> n(n—1)p, 1'% =

n=0

+oo

>nn—1)p, =

n=0

G%(1) = E(X (X —1))

O

Exercice 1
1. Lorsqu’elle existe, exprimer la variance de X en fonction de G’y (1) et
G%(1).

2. Reprendre les exemples concernant les lois classiques.

III.2.g) Conséquence
lois usuelles

: calcul d’espérance et de variance pour les

« Les fonctions génératrices étant connues, on peut retrouver les valeurs d’es-
pérance et de variance de chacune de ces lois par un calcul de dérivée
premiéres / seconde et a l'aide des formules présentées dans le théoréme
précédent.

o On place en page suivante un formulaire concernant les lois usuelles.
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plz:z:iltél:izst Loi de X Fonction génératrice E(X) V(X)
Vit €] — oo, +o0],
U([1,n]) X(Q)=[1,n] 1 t— ¢t n41 (n—1)(n+1)
1 — sit#1
neN* Vk € [1,n], ]P’({X:k:})zﬁ Gx(t) = n 1-—t 2 12
1 sit=1
Loi uniforme
Vit €] — o0, +o0],
U([a, b]) X(Q) = [a, 0] 1 o — bt a+b (b—a)(b—a+2)
2 1 g 1t # 1
(a,bb)fN vk e fab]. P({X =k}) = 7—— Gyt) = 4 boav1 1-¢ "7 2 12
=z a -
1 sit=1
Loi de B(1,p) X(Q) ={0,1}
— pelo 1| P((X =1]) = p ot P({X=0}) =10 Vt € ]— o0, +oof, Gx(t) = (1-p)+pt p Pq
i~ B(n,p) X(€) = [0,n]
* — = — n
binomiale n e](I)\Ilj[ Vk € [0,n], P({X =k}) = (Z) prgn vt €] =oo,tool, Gx(B) = ((L=p)+pt) " nrd
p €0,
géométrique pelo ] Vk e N*, P({X =k}) =p ¢~ T=p> T-pb =X 1—-(1—-p)t P p?
Loi de P(N) X(@) =N
. k Vt €] — o0, +oof, Gx(t) = ert-D A A
Poisson A>0 Vk € N, P({X:k}):e*)‘% | = 00, +o0[, Gx(t) e
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IV. Loi faible des grands nombres

IV.1. L’inégalité de Markov
Théoréme 16 (inégalité de Markov).

Soit X une v.a. qui est d’espérance finie.
On suppose de plus : X(Q) C [0, +oo].
(autrement dit, X est a valeurs positives)

Va >0, P({X >a}) < E(C‘LX)
Démonstration.
Démonstration adaptée au programme
Soit a > 0.
« Comme X est une variable discréte : {X > a} = U {X =z}
z € X(Q)

On en déduit :

P({X >a}) = IP’( U {X::c})

= >
z € X(Q)
xr=a

« Comme X est une variable positive, E(X) € [0, +o0] et :

EX) = > zP({X=ua})

zeX(Q)
z e X(Q) z e X(Q)
z2a r<a
o (car X est a
g @ ez)(:(Q) ? P({X =a}) valeurs positives)
T =a

o Finalement :

> x]P’({X::L’}) > >
z € X(Q) r € X(Q)
x=a x=a

aP({X=1}) = aP({X>a})

Démonstration adaptée a toute variable aléatoire (CULTURE)

Soit a > 0. Considérons la v.a. Y définie par :
Yy : Q - R
a siX(w)>a
W =
0 siX(w)<a
Listons quelques propriétés de Y :
« Y(Q) ={0,a} (Y est donc une v.a. finie).
e {Y=0a}={X>a} (puisque:Vwe Q, Y(w)=a & X(w)=>a).
e {Y =0} ={X <a} (puisque : Vw e D, Y(w)=0 & X(w)<a).

1) Comme Y est finie, Y est d’espérance finie. De plus :

EY) = 0 x PUY =0}) + a x PU{Y=a}) = axP{X>a})

P{X <a}) PH{X > a})

2) On remarque aussi : Y < X (c’est-a-dire : Vw € Q, Y(w) < X(w)).
Démontrons-le. Soit w € €.
Deux cas se présentent.

x 81 X(w) > a alors Y(w) = a < X (w).
< X(w).
3) Par croissance de 'espérance, on déduit des deux points précédents :
E(Y) < E(X)
1

a P{X > a})

On conclut en divisant de part et d’autre par a > 0. ]
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Remarque

« Notons que si a < E(X), alors I'inégalité est évidente (et donc peu intéres-

E(X)

sante). En effet, dans ce cas, on a directement : P({X > a}) <1<

Dans le cas ou a est « grand » par rapport a E(X), on obtient un résultat
de bon sens : la probabilité que X prenne de grandes valeurs est d’autant
plus faible que celles-ci excédent E(X).

o On utilise dans cette démonstration la notation 1 4. Si A est un événement,
14 est la variable indicatrice de ’événement A. Plus précisément, 14 est
définie par :

Q2 — R

1
w
0

Avec cette notation, on peut écrire : Y = a - Lix>4}.

14
siwe A

stwég A

« Dans cette démonstration, on ne suppose pas que X est d’espérance finie.
Les v.a. en jeu étant & valeurs positives, cette précaution n’a pas lieu d’étre.
Dans le cas ou X est d’espérance infinie, I’énoncé n’a aucun intérét : la
valeur P( {X > a}) est évidemment finie puisque majorée par 1.

Théoréme 17.

Soit m € N.

Soit X une v.a. possédant un moment d’ordre m.
E(|X|™)

am

Ya>0, P({|X]|>a}) <

Démonstration.
On utilise I'inégalité de Markov a la v.a. | X|™ et au réel a™ > 0 :
B(X]")
P({|X|™ > a™}) g
I

P({X] > a})

<

IV.2. L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev
Théoréme 18 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev).

Soit X une v.a. (discréte) a valeurs réelles.

On suppose que X est de variance finie.

Alors :

V(X)
2

Ve>0, P({ | X —E(X)|>e}) < .

Démonstration.
Soit & > 0. Considérons la v.a. Y = (X — E(X))Q.
On est dans le cadre d’application de I'inégalité de Markov :

Y = (X - IE',(X))2 est a valeurs positives.

x la v.a. Y est d’espérance finie car X est de variance finie.

En appliquant I'inégalité de Markov & la v.a. Y, avec a = 2 :
P({Y>e}) = ]P({ (X —E(X))? > 2 }) < Eg)

P({ |X ~EX)|>¢})

Remarque

o Ce résultat est une inégalité de concentration. Grace a ce type d’inégali-
tés, on peut mesurer / controler la probabilité quun phénoméne aléatoire
puisse s’écarter (on préférera le terme dévier) de la moyenne i.e. d’un com-
portement standard.

« Evidemment, il est rare de constater de grandes déviations. La question
que se pose une compagnie d’assurances est de savoir si elle est préte a
parier sur le fait qu'une grande déviation (i.e. un événement qui s’écarte
fortement de la norme) ne se produira pas. Il est alors primordial dans
ce cas d’obtenir des inégalités de concentration avec un majorant le plus
précis possible.
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« L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev est peu précise. L'une des raisons est
qu’elle s’applique a toute v.a. . On peut évidemment obtenir de meilleures
majorations en tirant parti des propriétés (i.e. de la loi) des v.a. étudiées.

IV.3. La loi faible des grands nombres

IV.3.a) Enoncé et convergence en probabilité

Théoréme 19 (Loi faible des grands nombres).

Soit (Xp)nen+ une suite de v.a. (discrétes) a valeurs réelles.

On suppose que les v.a. de la suite (X )nen -
x sont indépendantes,
x admettent toutes la méme espérance m,

« admettent toutes la méme variance o2.

— 1
On pose, pour tout n € N*, X,, = —
n

n
> Xk (moyenne empirique).
k=1

Ve > 0, ngrfoo]?({ ‘Yn—m|>5}):0

Démonstration.

« Rappelons tout d’abord 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
Pour toute v.a. Y admettant une variance V(Y'), on a :

YA >0, P({]Y —E(Y)| > A})

1=
o Soit n € N*. Considérons lav.a. Y = X, = — > Xj.
N g=1

« Lav.a. X, est d’espérance finie (resp. variance) car elle est la CL de v.a.
qui admettent une espérance (resp. variance).

N

x De plus :

x Bt :

E(

n

)

e Soit € > 0. D’aprés 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

2022-2023

=( £x)

- k

n =1
1 &z (par linéarité
n k;l E(Xk) de lespérance)
1 2z 1
— > m = —mxXxm =m
n =1 n

(&
vl Xk>

n k=1
Lyv(sx
| n (car les v.a. de la
— >, V(Xg) suite (X,,) sont
" k=1 indépendantes)
1 2 1 1
2 2 _ L o2 = — g2
= kzz:l o g AXO i

- 0?1 0
P{[Xn—m|2e}) < z—~ = 0
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Remarque

o Il est fréquent de considérer (notamment pour les simulations informa-
tiques) une suite (X,,)nen+ de v.a. :

x indépendantes,
x de méme loi,
x d’espérances finies et de variance finie.

Ces hypothéses sont plus strictes que celles énoncés par la LfGN.

On peut donc bien évidemment utiliser la LfGN dans ce cadre.

(des variables indépendantes et de méme loi sont dites indépendantes et
identiquement distribuées)

o On dit qu’'une suite de v.a. (X,),en+ converge en probabilté vers une
v.a. X si:
. B N _
Ve >0, lim P({ | Xpn—X|>e})=0

P
Dans ce cas, on note : X,, — X.
n—-+o0o

« Via cette définition, on comprend que la LIGN établit un résultat de conver-
gence d’une suite de v.a. : la suite de v.a. (Xn) converge en pro-
babilité vers la v.a. certaine égale & m.

neN*

« Il existe une loi forte des grands nombres. Sous des hypothéses plus exi-
geantes, on établit que la suite de v.a. (Yn)neN* converge vers la v.a.
certaine égale & m. On retrouve le résultat précédent, & ceci prés que le
mode de convergence (appelé convergence presque stire) est un mode plus
exigeant que la convergence en probabilité (la convergence presque stire
implique la convergence en probabilité).
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IV.3.b) Intuition derriére cet énoncé

Exemple (classique)
« On considére un dé a 6 faces (truqué ou non).

- Expérience : on effectue un lancer de ce dé et on note X la v.a. égale au

résultat obtenu lors de ce lancer.

- But : on souhaite, a ’aide d’expériences, savoir si le dé peut étre considéré

comme équilibré. Autrement dit, on souhaite connaitre la loi de X.
Plus particuliérement, on souhaiterait connaitre IP( {X =6}).

o Pour obtenir une approximation de cette probabilité IP’( {X = 6}), il est
naturel de procéder comme suit :

x on effectue un grand nombre N de tirages.
x on compte le nombre d’apparitions de la face 6 au cours de ce N tirages.

On observe alors la fréquence d’apparition de cette face :

fréquence d’apparition ~ nombre de 6 obtenus en NNV tirages

observée de la face 6 N

Il est naturel de penser que cette fréquence observée est une bonne ap-
proximation de IP’( {X =6} ) La LfGN n’est rien d’autre qu’une validation
mathématique de ce procédé. Faisons le lien plus formellement.

« Pour tout i € N*, on note X; la v.a. qui donne le résultat du i®™¢ lancer.
On note par ailleurs Z; la v.a. définie par :

1 si Xz(w) =6
it w
0 sinon
Autrement dit : Z; = ]l{Xl:ﬁ}. On a alors :
Zi~B(r) ou r=P({X;=6})

En particulier : E(Z;) = E(L{x,—¢}) = P({X; = 6}).

« La suite (Z,)nen+ est une suite de variables :

«x indépendantes (le résultat d’un lancer ne dépend pas des précédents),
x de méme espérance p,

« de méme variance o2 = p (1 — p).

On en déduit, par la loi faible des grands nombres que, pour tout € > 0 :

7 7 7
lim P(‘ 1+ 2o+ + n_p‘>€):0

n—400 n

L - P
ce que 'on préférera noter : 72, —
n—-+o0o

. La v.a. Z, donne la fréquence d’apparition de la face 6 au cours des n

premiers lancers. La loi faible des grands nombres affirme que, plus n est
grand, plus la fréquence d’apparition du 6 au cours des n lancers est proche
de la fréquence théorique (= IP’( {X =6} )) avec une forte probabilité.
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