PSI 2024-2025

Probabilités

Exercices classiques, méthodes usuelles

I. Espace probabilisable
I.1. Notion de tribu

a) Définition

Soit  un ensemble.

Une tribu (on parle aussi de o-algébre) sur {2 est un ensemble &7 vérifiant :
(0) o C P(Q) (o est constitué de parties de Q : pour tout A € o, A€ P(Q))
(i) Qe
(ii)) VA€ of, A€ o/ (stabilité de o/ par passage au complémentaire)

+o0
(iii) Y(Ap)nen € N, U A, € o (stabilité de o/ par union dénombrable)
n=0

On peut remplacer (%) par :

(iii’) Y1 C N, Y(Ay)ier € 1, U A; € o (stabilité de o/ par union au plus dénombrable)

1€l

b) Propriété de stabilité

Soit 2 un ensemble.
Soit &7 une tribu sur €.
1) o€

2) Pour tout (A,B) € &% :| AUB, AN B, A\ B sont des éléments de </

3) SiI C Netsi(4;)ier est une famille d’éléments de o7 :

U 4; et [ A; sont des éléments de &
i€l icl

Résumé des propriétés de stabilité.
Une tribu & sur € :

x contient & et €,
x est stable par union finie et stable par union dénombrable,

x est stable par intersection finie et stable par intersection dénombrable,

x est stable par passage au complémentaire.
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I1.2. Notion d’espace probabilisable

« On appelle espace probabilisable la donnée d’'un couple (€, <7) ot :

x ) est un ensemble appelé univers (ou univers des possibles).
C’est I'ensemble des résultats possibles d’une expérience aléatoire.

x &/ est une tribu (on parle aussi de o-algébre) sur .
o Vocabulaire sur les éléments d’une tribu :
x les éléments de o/ sont appelés des événements.
x l'événement & (c’est un élément de <7) est I'événement impossible.
x ’événement () est ’événement certain.

x I’événement A est appelé événement contraire de A.

1.3. Vocabulaire des probabilités : illustration a 1’aide d’expériences aléatoires

Exemple

1) Expérience : on effectue 1 lancer d’une piéce.

« Univers : Q@ = {Pile, Face}.
Univers : I’ensemble des résultats possibles de l’expérience.
o Tribu: o = 2(Q) = {@, {Pile}, {Face}, {Pile, Face}}.
Tribu : 'ensemble de tous les événements considérés.
2) Expérience : on effectue 1 lancer d’un dé 6.

o Univers : Q ={1,2,3,4,5,6}.

Lunivers Q est I’ensemble des résultats possibles de [’expérience.

Tribu : & = 2(Q).

La tribu o/ est dans ce cas l’ensemble de tous les événements.

o Exemple d’événement A : « le résultat est pair ».

Un événement A peut étre défini par une propriété sur l’expérience.

A=1{2,4,6} € 2(Q).

Rigoureusement, un événement A est une partie de Q0 constituée de I’ensemble des
tirages qui réalisent la propriété définissant A.

Le lancer w = 4 réalise 'événement A = {2,4,6}.

On dit qu’un tirage w € Q) réalise l’événement A s’il vérifie la propriété définissant A.




PSI 2024-2025

I1. Espace probabilisé

I1.1. Probabilité

Soit (£2,.27) un espace probabilisable.
« Une probabilité est une application P : &7 — [0, 1] telle que :
1) VAeo, | 0<P(A) <1 |

2)| P(Q)=1
(la probabilité de l’événement certain est 1)

3) Pour toute suite (Ag)gen d’événements de &7 deux a deux incompatibles (c’est une
famille qui vérifie la propriété : V(i,7) € N2, i #£j = A;NA; =09):

P <:g; Ak> = +Zoo P(Ak)

k=0

(cette propriété est appelée o-additivité)

« Lorsqu’une telle application existe, le triplet (€2, o7, P) est appelé espace probabilisé.

Remarque

o La propriété de o-additivité peut se noter de maniére générale comme suit.
Soit I C N et (A;)ier une famille d’événements deux a deux incompatibles. Alors :

P (U Ai) =2 P(4)

icl i€l

« En particulier, lorsque I fini (I = [1,m]), on récupére la propriété d’additivité.
Si (Ai,...,Ap) est une famille d’événements deux & deux incompatibles alors :

v (zL_le Ai) N zi P4y

I1.2. Propriétés des probabilités

Soit (€2, o7, P) un espace probabilisé.
1) VAe #, P(Z) =1—P(A). En particulier : P(@) = 0.

2) V(A,B) € 7% P(A\ B) =P(A\ (AN B)) =P(A) —P(AN B)
3) Y(A,B) € #?, AC B = P(A) <P(B)
(Vapplication P est croissante)
4) V(A,B) € &% P(AUB) =P(A) + P(B) — P(AN B)
V(A,B,C) € &3 P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C)
5) — P(ANnB) — P(ANC) — P(BNCQC)
+ P(ANBNCO)

(formule du crible)

+o00 +o00
6) V<An>neNe¢N,P<u An> < ¥ R4y
n=0 n=0

+oo
Attention : dans cette écriture Y, P(A,) = +oo si la série Y P(A,) est divergente
n=0
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I1.3. Probabilité uniforme

Soit (2, Z(Q2)) un espace probabilisable fini.

L’univer € peut alors s’écrire : Q = {w1,...,w,} oun € N*.

« Il existe une unique probabilité P prenant la méme valeur sur tous les événements

élémentaires i.e. telle que :

Plwr}) = . = B(fwa)) =

« Cette probabilité est appelée probabilité uniforme et est définie par :

P 2(Q) — [0,1]
_ Card(A)  nombre d’issues réalisant A

A — PA) =

Card(2)  nombre d’issues de I'expérience

ITI. Systéme complet d’événements

IT1.1. Evénements incompatibles

Soit (€2, .e7) un espace probabilisable.
Soit (A, B) € &2

Les événements A et B sont dits incompatibles si AN B = &.

II1.2. Systémes complets et quasi-complets d’événements

Soit (€2, .e7) un espace probabilisable.
Soit I C N et soit (4;)ier € &1
« La famille (A;);es est un systéme complet d’événements si :
(i) U Ai=Q
iel
(ii) Pour tout (i,j) € I* tel que i # j, AiNAj =@
(les événements sont deux & deux incompatibles)
« La famille (A4;);cs est un systéme quasi-complet d’événements si :
(i) IP’( UA1> =1
i€l
(ii) Pour tout (i,j) € I* tel que i # j, AiNAj =2
(les événements sont deux & deux incompatibles)

Exercice
Soit (€2, .27, P) un espace probabilisé et soit (A4, B,C) € &73.
On suppose P(B) =0 et P(C) = 1.
1) Démontrer : P(A N B) = 0. 2) Démontrer : P(A N C) =P(A).
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II1.3. Une propriété vérifiée par les systémes (quasi-)complets d’événements

Soit (€2, .27, P) un espace probabilisé.
De maniére générale, si la famille (Ai)iel € /! (ot I C N) est un systéme

(quasi-)complet d’événements, alors : ]P’( U A > =1.

el

Et comme les événements de la famille (AZ) sont deux & deux incompatibles :

iel

SP(4) =1

i€l

P(U&)z

el

« Cas d'un s(q)ce a deux événements

Soit A € &7 (A est un événement).

La famille <A,Z) est un systéme complet d’événements.

On en déduit notamment : | P(A) +P(A) =1

« Cas d'un s(q)ce & m événements

Soit (Al, oo

, Apm) est un systéme complet d’événements.

i P(A;) =1
=1

On en déduit notamment :

« Cas d'un s(q)ce a une infinité d’événements

Soit (Ap)nen+ un systéme complet d’événements.

+o0o
> P(4i) =1
=1

On en déduit notamment :

« Cas d’un s(q)ce associé a une variable discréte

Soit X une variable discréte.

La famille ({X = z})

est un systéme complet d’événements.

2. P{X=z})=1

zeX ()

zeX(Q)

On en déduit notamment :

IV. Propriété de la limite monotone

Soit (€2, .o/, P) un espace probabilisé.

Soit (An)nen € &N,

1) Si (Ap)nen est croissante (Vk € N, Ay C Agyq) alors :
a) la suite (P(An)> converge,

+00
o) P(Ua) -
k=0

2) Si (Ap)nen est décroissante (Vk € N, Ap D Agyq) alors :
a) la suite (]P’(An)> converge,

+o0
o] P ) -
k=0

lim P(A4,) | = sup P(4,)

n—-+o0o neN

lim P(4,) | = inf P(4,)

n—+400 neN
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Dans le cas général (la suite (A,) n’est ni croissante ni décroissante), on peut toujours appliquer le
résultat suivant (c’est celui qu’il faut retenir!).

Soit (€2, o7, P) un espace probabilisé.

Soit (Ay)nen une suite d’événements de 7.

+-00 n +00 n
k;L:Jo n=+oo kL:Jo kDO n—+0o kDO

Exercice

On consideére 'expérience consistant & effectuer une infinité de lancers d’un dé 6 équilibré.
On suppose que les résultats des lancers sont indépendants.

Notons A : « on n’obtient que des 6 lors de la partie ».

Notons B : « on obtient au moins un 6 lors de la partie ».

a. Quelle est la probabilité de n’obtenir que des 6 lors de la partie ?
L’événément A est réalisé
< On n’a obtenu que des 6 au cours de la partie

& On a obtenu 6 au 1 lancer
ET on a obtenu 6 au 2°™¢ lancer

ET on a obtenu 6 au 3°™¢ lancer

& L’événement F) est réalisé
ET I'événement F5 est réalisé

ET [D'événement Fj3 est réalisé

+o00
< L’événement [ F; est réalisé
i=1

+oo
Ainsi:| A=) F;

n ) N - \
Y P <m Fz) (d’apres le théoreme
i

n—r-+00 1 de la limite monotone)
Or : (
~ s\ T ' par indépendance
¥ (191 FZ) N zl;llp(FZ) des lancers)
= 1n—>0( Lel-1,1])
= \5) o car g ,
P(A) = tim P(AFE)= tim (L) =0
a n_1>1:il‘100 i=1 ! o 7’1—1>I-|I—100 6 o
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b. Quelle est la probabilité d’obtenir au moins un 6 lors de la partie ?
L’événément B est réalisé
< On obtient (au moins) un 6 au cours de la partie

= On a obtenu 6 au 1¢ lancer
OU on a obtenu 6 au 2°™¢ lancer

OU on a obtenu 6 au 3°™¢ lancer

& L’événement F) est réalisé
0U Dévénement Fy est réalisé

0U I’événement F3 est réalisé

+00

< L’événement |J F; est réalisé
i=1
+o00
Ainsi:| B= U F;
i=1

n ) \ 2 N
— lin P (U Fz) (d’apres le théoréme
)

n—r+00 et de la limite monotone)
Or :
IP’<U F> - 1_1@( 0 F)
i=1 =1
=1 —P( N Z) (loi de de Morgan)
i=1
o (T (par indépendance
=1 Zl;[1P< 1) des lancers)
—1—§n—>1 (car 2 €] —1,1[)
o 6 n—+o0 “ar s ’
. " . 5\"
P(B) = lim (1—IP’<UFZ->)Z lim (1—<)>:1
n—-—+00 =1 n——+o00 6
Remarque

o L’obtention d’une infinité de 6 dans la partie se définit a ’'aide des événements suivants.

Notons C': « on obtient une infinité successive de 6 lors de la partie ».
+00 +00

Cet événement s’écrit sous la forme : C' = (J () Fj.
i=1 j=i
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Notons D : « on obtient une infinité de 6 lors de la partie ».
+00 +00
Cet événement s’écrit sous la forme : D = () |J Fj}.
i=1 j=i
On peut obtenir la probabilité de ces deux événements & ’aide du théoréme de la limite monotone.

V. Formule des probabilités composées

V.1. Probabilité conditionnelle

Soit (£2, .27, P) un espace probabilisé.
Soit B € .
On suppose P(B) # 0.

On considére 'application Pg suivante :

Pg : & — [0,1]

P(AN B)

B +— | Pg(A)=P(A|B) = B(E]

« Pp est une probabilité, appelée probabilité conditionnelle relative a A.

« Pour tout événement A, Pg(A) (qu'on note aussi P(A| B)) se lit : probabilité de A
sachant (que I’événement) B (est réalisé).

V.2. Formule des probabilités composées

Enoncé de la formule pour deur événements A et B (c’est la définition précédente !)

Soit (£2,.e7,P) un espace probabilisé.
Soit (A, B) € &7

1) Supposons P(A) #0. Alors: | P(ANB) = P(B|A) xP(A) | = P(A) x P4(B)

2) Supposons P(B) # 0. Alors : | P(ANB) =P(A|B) xP(B) | = P(B) x Pg(A)

3) Ainsi, si P(A) x P(B) £0 :| P(B|A) x P(A) = P(A|B) x P(B)

Enoncé dans le cas général

Soit (€2, .e7,P) un espace probabilisé. Soit m € N\ {0, 1}.
Soit (Ay,...,A,) € ™.
On suppose : P(A1N---NAp_1)#O0.

P(Alﬁ...ﬂAm) = ]P)(Al) P(AQ’AI) P(Ag‘AQﬂAl) P(Am|Am_1ﬁ...ﬂA1)

A RETENIR

Afin de déterminer une probabilité conditionnelle P4(B) on pourra rédiger comme suit :

Si 1’événement A est réalisé, c’est que ...
Dans ce cas, l’événement B est réalisé si et seulement si ...




PSI 2024-2025

VI. Formule des probabilités totales

Soit (£2,.e7,P) un espace probabilisé.
1) Cas général

Soit I C N et soit (A;)ie; € &1 un systéme (quasi-)complet d’événements.

VBed/, P(B) = Y P(BNA;) = 3 P(B|A;) x P(4;)
el el

(avec la convention P(B|A;) x P(4;) =0 si P(A;) =0)

2) Cas d’un s(q)ce a deux événements

Soit A € o7. Alors (A,Z) est un systéme complet d’événements.

VBe o/, P(B) = P(BN A)+P(BNA) = P(B|A) xP(A)+P(B|A) x P(A)

3) Cas d’un s(q)ce a n événements

Soit (A, ..., Ay) un systéme (quasi-)complet d’événements.

VB e o/, P(B) = i P(BNA;) = i P(B|A;) x P(A;)
1=1 =1

4) Cas d’un s(q)ce a une infinité d’événements

VB e o, P(B) = +ZOO P(B N 4;) = +z°° P(B| 4;) x P(A;)
=1 =1

5) Cas d’'un s(q)ce associé & une variable discréte

Soit X une variable discréte. La famille ({X = z}),cx(q) est un systéme complet
d’événements.

VBed,P(B) = Y P(BN{X =z}
zeX ()

Considérons une autre variable discréte Y.

Alors pour tout y € Y(Q) : | P({Y =y}) = ;(Q) P({Yzy}ﬁ{sz})

A RETENIR

Dans la formule des probabilités totales, la somme s’écrit & l'aide de TOUS les d’événements qui consti-
tuent le S(Q)CE. Ainsi, il y a autant de termes dans la somme que d’événements dans le S(Q)CE :

x si l'on considére un S(Q)CE noté (A;)ier, alors la FPT s’écrira a 'aide d’une somme ) ...

el
10
x si 'on consideére un S(Q)CE noté (A;)ic[i,10], alors la FPT s’écrira a I'aide d’une somme ) ...
i=1
+oo
x si l'on considére un S(Q)CE noté (A4;);en+, alors la FPT s’écrira a ’aide d’une somme ) ...
i=1
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VII. Indépendance en probabilité

VII.1. Indépendance de deux événements

Soit (£2, .27, P) un espace probabilisé.

P(AN B) = P(A) x P(B)

« On peut exprimer cette propriété a ’aide de probabilités conditionnelles.

1) SiP(A) #0alors: | A et B sont indépendants < P(B) =P(B|A)

2) SiP(B) #0alors :| A et B sont indépendants < P(A) =P(A|B)

« Deux événements A et B sont dits indépendants (pour la probabilité P) si :

VIIL.2. Indépendance (mutuelle) d’une famille d’événements

a) Définition

Soit (€2, .e7,P) un espace probabilisé.
Soit I C N et soit (A;)ser € <77

« On dit que les événements de la famille (A4;);cr sont (mutuellement)
indépendants (pour la probabilité P) si :

V.J C N, jgr‘[‘} = P(ﬂ Ai>:HP<AJ>

jeJ jeJ

o Cas particulier d’une famille a trois événements
Les événements Ay, Ay, Az sont mutuellement indépendants si :
a) P(A1 N Ay) =P(A)) x P(Ay)
b) P(A; N As) =P(A;) x P(As)
c) P(A2 N Ag) = P(Az) x P(A3)
d) P(A1NAyN As) =P(A)) x P(Ay) x P(A3)

b) Indépendance et passage & ’événement contraire

Soit (£2,.e7,P) un espace probabilisé.
Soit m € N* et soit (Ai,...,Ay) € ™.

Les événements de la Les événements de la
famille (A41,...,A,,) sont = famille (By,...,B,,) sont
(mutuellement) indépendants (mutuellement) indépendants

Pour tout ¢ € [1,m], notons B; € {Ai,E} (autrement dit B; = A; ou B; = A;).

10
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METHODO | Calcul de probabilités (rappel / bilan des chapitres précédents)

Afin de résoudre un exercice de calcul de probabilités, il faudra penser au schéma suivant.

0) Introduction des événements basiques (le fait d’avoir tiré une boule blanche au i®™° tirage, le fait
d’avoir obtenu pile au ™ tirage, le fait d’avoir obtenu un 6 au i®° tirage ...) liés a l'expérience
considérée.

Nommage de I’événement A dont on cherche & déterminer la probabilité.
(ces deux étapes sont parfois directement données dans l'énoncé)

1) Décomposition de 'événement A & l'aide d’événements basiques.

2) Deux cas se présentent alors :

() si cette décomposition fait apparaitre une union, il faut retenir le triptyque :

(i)

union / incompatibilité / somme

Dans le cas d’une union finie d’événements

« Si cela est possible, on simplifie cette union (cas d’une union croissante d’événements par
exemple).
« Sinon, on vérifie si les événements sont 2 & 2 incompatibles.
x si c’est le cas, on utilise 'additivité de P.
x si ce n’est pas le cas, on peut penser a utiliser la formule du crible.
Dans le cas d’une union infinie d’¢vénements
o On vérifie si les événements sont 2 & 2 incompatibles :
x si c’est le cas, on utilise la o-additivité de P.

x si ce n’est pas le cas, on se raméne au cas d’'une union finie d’événements en utilisant le
théoréme de la limite monotone.

Si toutes ces tentatives échouent, on peut se ramener au cas d’une intersection d’événements en
considérant la formule liant probabilité d’un événement a la probabilité de I’événement contraire.

si cette décomposition fait apparaitre une intersection, il faut retenir le triptyque :

intersection / indépendance / produit

Dans le cas d’une intersection finie d’événements

« Si cela est possible, on simplifie cette intersection (cas d’une intersection décroissante d’événe-
ments par exemple).

« Sinon, on vérifie si les événements sont mutuellement indépendants.

x si c’est le cas, on utilise la formule associée.

x si ce n’est pas le cas, on peut penser a utiliser la Formule des Probabilités Composées (FPC).
Dans le cas d’une intersection infinie d’événements

« On se raméne au cas d’une intersection finie d’événements en utilisant le théoréme de la limite
monotone.

Si toutes ces tentatives échouent, on peut se ramener au cas d’'une union d’événements en consi-
dérant la formule liant probabilité d’un événement & la probabilité de ’événement contraire.

11
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Remarque

Il est & noter que la Formule des Probabilités Totales (FPT) rentre dans ce schéma. En effet, si
la famille (A;);cs est un systéme complet d’événements, alors tout événement B s’écrit comme une
réunion d’événements 2 a4 2 incompatibles.

B = (U A,)OB = U (AZQB)

i€l i€l

L’étape de décomposition des événements est primordiale.
On raisonne TOUJOURS sur les événements et JAMAIS directement sur les probabilités.

(cf démarche de ’exrcice sur la limite monotone)

Lorsqu’il s’agit de raisonner sur les événements, on adopte la rédaction suivante :
L’événe Fen € ...

L’événement A est réalisé si et seulement si ...

Afin de déterminer une probabilité conditionnelle P4(B) on pourra rédiger comme suit :

Si ’événement A est réalisé, c’est que ...

Dans ce cas, I’événement B est réalisé si et seulement si . ..

Dans un énoncé de probabilités discrétes, on manipule différents niveaux d’objets.

1) Au premier niveau, on trouve ’expérience aléatoire considérée.
On note Q I'univers des possibles : ¢’est I’ensemble des résultats possibles (appelés aussi issues)
de I'expérience. Si on considére 'expérience consistant & effectuer trois lancers successifs d’une
méme piéee, alors : Q = {P,F}3.
Autrement dit, 2 est 'ensemble des triplets & coefficitents dans I'ensemble {P, F'}.
Ces triplets pouront étre nommés des 3-lancers (on s’adapte ainsi au vocabulaire des probabilités).
Par exemple, w = (F, F, P) est un 3-lancer qui est un résultat possible de I’expérience. Ce résultat

est obtenu si le 1¢" lancer fournit Face, le 2™ fournit Face, le 3™ fournit Pile.

2) Au deuxiéme niveau, on trouve les événements : un événement A n’est rien d’autre qu'un en-
semble qui regroupe certaines issues de l'expérience. Ainsi : A C Q (un événement est un
sous-ensemble de I'univers). Par exemple, I’événement P; : « obtenir Pile au premier lancer »

regroupe tous les 3-lancers dont le premier coefficient vaut P.
p = {(PFF), (PF,P), (PP F) (P,P,P)}

Par exemple, w = (P, F, F') € P;. Lorsque w € P;, on dit que w réalise I’événement P;.

3) Au troisiéme niveau, on trouve les v.a. . Ce sont des applications particuliéres :

— elles prennent comme argument un résultat possible de ’expérience et renvoient une
valeur réelle. Consisdérons la v.a. X qui donne le nombre de Pile obtenus au cours de
I'expérience. Avec le 3-lancer w précédent, on obtient : X (w) = X ((P, F,F )) =1
Cela démontre que la v.a. X peut prendre la valeur 1 (on a exhibé un 3-lancer w tel que
X(w)=1).

— elles sont des machines a créer des événements. Par exemple, {X = 2} est un événement.

11 regroupe tous les 3-lancers w tels que : X (w) = 2.

Autrement dit : {X =2} ={we Q| X(w)=2}={ (P,P,F), (P,F,P), (F,F,P) }.
Ce deuxiéme point nous replonge au deuxiéme niveau. Ainsi, pour comprendre le chapitre sur les
v.a. , il est donc essentiel de maitriser celui sur les probabilités générales.

12
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