PSI 2024-2025

Séries entiéres

Exercices classiques, méthodes usuelles

I. Notion de série entiére

I.1. Définition

Soit (a,) € KN une suite & coefficients réels ou complexes.

« Une série entiére de la variable complexe est une série de fonctions »_ f,, ol pour tout

n €N :
fn s C - C

z = apz"

Par abus de notation, on notera cette série entiére | > a, 2"

+oo
On note généralement S : z — > a, 2" la fonction somme de cette série entiére.
k=0

« Une série entiére de la variable réelle est une série de fonctions ) f,, ot pour tout
neN:
fmt R - K
T = apx”

(plus précisément, f,, est a valeurs dans R si (a,,) € RY et f, est a valeurs dans C si
(an) € CY)

Par abus de notation, on notera cette série entiére | > a,z"

+o00
On note généralement S : x — Y a, 2" la fonction somme de cette série entiére.
k=0

« Les coefficients de la suite (a,) sont appelés coefficients de la série.

I.2. Rayon de convergence d’une série entiére

I.2.a) Définition

Soit Y ay 2™ une série entiére.

On note E, ’ensemble défini par :

E, = { r € Ry | La suite numeérique (an r”) est bornée }

= {|z| € Ry | La suite numérique (a, ™) est bornée }

« On appelle rayon de convergence R de la série entiére Y . a, 2" I'élément de R U {400}

défini par :
x R = sup (Ea) si 'ensemble FE, est majoré,
x R = 400 si I’ensemble F, n’est pas majoré.
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I.2.b) L’ensemble E, est ’intervalle [0, R|

Soit Y ap 2™ une série entiére.
Notons :
x R le rayon de convergence de cette série entiére.
x D, = {z € C | La suite numérique (a, 2") est bornée}
x By = { r € Ry | La suite numeérique (an r") est bornée }
0. Si R = +o0 alors :
x pour tout r > 0, la suite (an r”) est bornée.

x pour tout z € C, la suite (an z”) est bornée.

On suppose maintenant R # +o0.

1. a) Pour tout rp € Ry : ro < R = La suite numérique (an r()”) est bornée

Cela démontre : | [0, R[ C E,

b) Pour tout 29 € C : |z0] < R = La suite numérique (an 20”) est bornée

Cela démontre : | £(0,R) C D,

2. a) Pour tout rp € Ry :

ro > R = La suite numérique (an TO”) N’ est PAS bornée

Cela démontre : | |R,+oo[ C E, |et donc| E, C [0, R]

b) Pour tout zg € C :

|zo| > R = La suite numérique (an zO") N’ est PAS bornée

Cela démontre : | C\ Z(0,R) ¢ C\ D, |etdonc| D, C %(0,R)

Représentation graphique associée (cas R # +0) - ce qu’il faut retenir du résultat précédent

La suite numérique (a z”)

n’est pas bornée

iq ~

’ .
L4 ~
, . P Y
" a suite numérique
\
’
' anp 2" ) est bornéde
]
' O R
\} 1
\Y 1
A} 4
A Y ’
A Y 4
-~ 4
~ ’
\~ ’¢
T ncertitude




PSI 2024-2025

I.2.c) Lemme d’Abel

Soit Y an 2™ une série entiére.

Soit zg € C*.
La suite numérique Pour tout |z| < |zg| la série numérique
n A :> n
(an 20"),cn €st bornée >~ ap 2™ converge absolument

Soit Y an 2™ une série entiére.
Notons R le rayon de convergence de la série entiére | a, 2".

0. Casoul R =+

éri éri Vi .
Dans ce cas, pour tout zg € C, la série numérique an 2o™ est convergente

On suppose maintenant R # 4o0.

La série numérique an ™ est
1. a) Pourtout re Ry :| <R que 2 an
absolument convergente
La série numérique an 2" est
b) Pourtout z€ C:| |z|<R que 3, dn
absolument convergente
La série numérique an r™ est
2. a) Pour tout re Ry :| r>R .\ q 2 an
grossiérement divergente
La série numérique an 2" est
b) Pour tout z € C:| |[z|>R N d 2, an
grossiérement divergente

Représentation graphique du schéma de convergence (cas R # +0)

La série numérique >  a
e )

est grossiérement| divergente

-
- ~a

L d ~
¢' i * s‘
’ .
’ \
, . . .
; La sérje numériqhie Y a, 2"
\
1
est absolument copvergente
' O R
\} 1
Y 1
‘ ’
A Y ,
A ,
-~ 4
~ 4
~ ~ . - ’
T ncertitude
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Soit Y ap 2"

I'unique réel R

une série entiére.

Notons R le rayon de convergence de la série entiére | a, 2".

B(0,R) = {2€C | |2| < R}

#(0,R) = {reR|z <R} =]-R,R|

> 0 tel que :

« On appelle disque ouvert de convergence le disque de centre 0 et de rayon R
c’est-a-dire ’ensemble défini par :

« Dans le cas d’une série entiére de la variable réelle Y a,x™ de rayon R, appelle
intervalle ouvert de convergence le disque de centre 0 et de rayon R c’est-a-dire
I’ensemble défini par :

Le théoréme précédent permet de justifier, aprés coup, la terminologie rayon de
convergence. Dans le cas olt R # +00, le rayon de conevrgence R d’une série entiére est

x pour tout |z | < R, la série numérique ), a,z" est absolument convergente.

x pour tout | z| > R, la série numérique Y, a,z" est grossiérement divergente.

1.3. Estimation

du rayon de convergence

I.3.a) Majoration / minoration du rayon de convergence

Soit Y ay 2™ une série entiére.
On note R son rayon de convergence.
1. Minoration du rayon de convergence
Il existe zg € C tel que > ay 2™ est
a) EEN
(absolument) convergente
Il existe zg € C tel que la suite (an 20"),cy
b) . > |zl
est bornée
c) Il existe zg € C tel que nEToo an 20" =0 > |
2. Majoration du rayon de convergence
Il existe zp € C tel que la série > a, zp™ est
a) . . < 2o
(grossiérement) divergente
Il existe zg € C tel que la suite (an 20"),cy
b) ) ) < 2o
n’est pas bornée
c) Il existe zg € C tel que la suite (an zon) ne < ||
converge pas vers 0 = R0




PSI 2024-2025

I.3.b) Détermination du rayon de convergence par comparaison des coefficients des séries
entiéres

Soient Y anz™ et Y by 2" deux séries entiéres.

On note R, et Ry les rayons respectifs de ces séries entiéres.

1) (vneN, lan| < |bn|) - RCV<Z anz") > RCV<Z bnz”)

2)| an = O (by) = RCV(Z anz”> > RCV<Z bnz”>

n——+oo

)| a ~ b, = RCV(Z anz”> - RCV(Z bnz”)

n——+oo

Exercice 1 (d’aprés oraux CCINP 2022 - MP)
1. Donner la définition du rayon de convergence d’une série entiére de la variable complexe.

2. Soit (an)nen une suite bornée telle que la série > | a,, diverge.
Quel est le rayon de convergence de la série entiére Y a, 2" 7 Justifier.

_1)n 1
3. Quel est le rayon de convergence de la série entiére > (\/ﬁ)( ™ (1 + ) Z2"7?

n>1 Vﬁi

I.3.c) Reégle de d’Alembert

Rappel de la régle pour les séries numériques

Soit (un)nen € KN,

On suppose que les termes de (u,,) sont non nuls (au moins & partir d’'un certain rang).

) est

Alors 1) 0< /<1 = La série numérique »  wu, est (absolument) convergente

Un+1
Un,
convergente ou diverge vers +00).

Supposons :

— (e R U {+o0} (la suite numérique (

n—-400

Un+1
Un

2) (>1 = La série numérique Y, u, est (grossiérement) divergente

Reégle spécifique aux séries entiéres

Soit Y an 2™ une série entiére.

On suppose que les termes de (a,,) sont non nuls (au moins & partir d'un certain rang).

an+1
Gn

Supposons :

— L€ [0,4o0].

n—-+00

Alors Rey (Z an z”) = i

1 1
(avec la convention — = 400 et — =0)
0 +o00




PSI

2024-2025

I.3.d) Quelques exemples

Exercice 2

Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :

1. 5n "

n>1 n -+ 2
2. > ch(n) 2",

n=1 n

3. > an x™ ou la suite (a,) est définie par :

VneN, a, = {
Démonstration.
3n
1. Pour tout n € N*, on note a,, = .
n+ 2
Soit n € N*.
An+1 _
Aan,

On en déduit, par la régle de d’Alembert, que la série entiére >

4 sin est pair
3 si n impair

3(n+1) ‘
(n+1)+2

3n
n+2

n+3 n+2
n+3 3n

3n xXn
n X 3n

1 — 1
n—-+o00

n>1 n—+ 2
1
gence:R:I:L
h
2. Pour tout n € N* et tout z¢p € R, on note u,(zp) = ch(n) x02".
n
Soit n € N* et soit zg € R*.
ch(n+1) . 2(n+1
un+1(x0) n+1 Lo (n ) ‘
Un(x0) ChfZN) 202"
(ot )| [n]  Jao "
| ch(n) | [n+ 1] g [
chin+1) n 9
= |0
ch(n) n+1
Or :
Ch(?’L—|— 1) en—i—l +e—(n+1) 2 en+1 .
= ~ = e
. ch(n) 2 en 4 e noteo el
n n
« ~ —=1
n+1 noteo n
Finalement : [ttn41(20) | ~ elxlx|zg|? — ezl
| U,n(xo) | n——+oo n—-+4oo
Par ailleurs :
1
el lzgP <1 & |zl <=
e
1 (car la fonction racine est
Aad ’1’0 ‘ <

\/6

strictement croissante sur Ry )

2" est de rayon de conver-
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» D’aprés la régle de d’Alembert pour les séries numériques, pour tout | x| < ﬁ la série numé-
rique Y u,(xo) est absolument convergente.
On en déduit : R > ﬁ

» D’aprés la régle de d’Alembert pour les séries numériques, pour tout | xg| > % la série numé-

rique Y u,(x) est grossiérement divergente.

On en déduit : R < ﬁ

Finalement : R =

Bl

3. « Tout d’abord :
VneN, |a,| < 4

On en déduit que le rayon de convergence R de la série entiére Y a, 2" est supérieur au rayon
de convergence de la série entiére »_ 4 z".
Ainsi: R > 1.

« Par ailleurs, la série > a, (1)" (c’est-a-dire la série > a,) est grossiérement divergente puisque
la suite (a,) n’admet pas de limite (en particulier a,, —~ 0).

n—-4o00
On en déduit : R < 1.

Finalement : R = 1.

Exercice 3 (d’aprés oraux CCINP 2022 - MP)
1. Donner la définition du rayon de convergence d’une série entiére de la variable complexe.

2. Déterminer le rayon de convergence de chacune des séries suivantes :

a) 3 (n!)2 L2041

(Zn)!
b) 3 n" o
c) >, cos(n) 2"
Exercice 4 (d’aprés oraux CCINP 2022 - MP)

| anq1 |
| ay |

Soit (an)nen une suite complexe telle que la suite ( ) admet une limite.
neN

1. Démontrer que les séries entiéres ) . an,z™ et > (n+1)ap+1 2™ ont le méme rayon de convergence.

On le note R.
+o0
2. Démontrer que la fonction x — Y a,x™ est de classe ¢! sur l'intervalle | — R, R |.
n=0

I.4. Opérations sur les séries entiéres

I.4.a) Multiplication par un scalaire du terme général d’une série entiére

Soient Y anz™ et Y by 2" deux séries entiéres.
On note R, et Ry les rayons respectifs de ces séries entiéres.

Pour tout A € C*, la série Y Aay, 2" a pour rayon de convergence R,,.

+o0o +o00
Deplus:| V|z| <Rg A Y an 2" = X (May) 2"
k=0 k=0
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I.4.b) Somme de deux sommes de séries entiéres

Soient Y anz™ et Y by 2" deux séries entiéres.
On note R, et Ry les rayons respectifs de ces séries entiéres.
« La série Y (an + by) 2™ a un rayon de convergence supérieur ou égal a min(R,, Rp).

e Si Ry # Ry, alors le rayon de convergence de Y (ap, + by) 2™ est égal & min(R,, Rp).

+oo +oo +oo
De plus : | V|z| <min(Ra, Rp), Y. an 2™ + > by 2" = 3 (an+by) 2"
k=0 k=0 k=0

Exercice 5 (d’aprés oraux CCINP 2022 - MP)
Pour chacune des séries entiéres de la variable réelle suivante, déterminer le rayon de convergence et
calculer la somme de la série entiére sur 'intervalle ouvert de convergence :

3n xQn

1. > . 2.Zanx"aveC:Vn€N,{

n=1 n

Exercice 6 (d’aprés oraux CCINP 2022 - MP)
1. Que peut-on dire du rayon de convergence de la somme de deux séries entiéres 7 Le démontrer.

2. Développer en série entiére au voisinage de 0, en précisant le rayon de convergence, la fonction
frz—In(l+2)+In(l - 2x).

La série obtenue converge-t-elle pour x = ?7x=—17

2
L r = 2

=
N[

I.4.c) Produit de Cauchy des sommes de deux séries entiéres

Soient . an 2™ et Y. by 2™ deux séries entiéres.

On note R, et Ry les rayons respectifs de ces séries entiéres.
n
On note (c;,) la suite définie par : Vn € N, ¢, = > ag by—g.
k=0

1. La série ) ¢, 2™ a un rayon de convergence supérieur ou égal a min(Rg, Rp).

+oo i +o0 . 400 .
2. De plus : | V|z| < min(Rg, Rp), > ¢ 2" = < a; zl> > b 2
k=0 i=0 =0

I.5. Convergence normale sur tout segment de l’intervalle ouvert de convergence

Soit Y anx™ une série entiére de la variable réelle.

On note R le rayon de convergence de cette série entiére.

La série entiére Y a, " converge normalement
sur TOUT SEGMENT de | — R, R|

(ce qui N’implique PAS la convergence normale sur | — R, R])
Autrement dit, pour tout (a,b) € ] — R, R[* tel que a < b :
x pour tout n € N, la fonction f, : © — anz™ est bornée sur le segment [a, b].

x la série numérique || falloo (a5 €St convergente.
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I.6. Régularité de la fonction somme d’une série entiére

I.6.a) Continuité de la somme d’une série entiére

Soit >~ ap 2™ une série entiére.

Notons R son rayon de convergence.

—+00
On suppose R > 0 et on note f:x+— > apz™.

n=0

+oo
La somme f:z+— > a,z" de la série entiére
n=0
> apx™ est continue sur | — R, R|

Alors la fonction f est continue sur | — R, R].

1.6.b) Caractére ¢! de la somme d’une série entiére

Soit Y anx™ une série entiére.

Notons R son rayon de convergence.

—+00
On suppose R > 0 et on note f:x+— > apz™.

n=0

+o0o
1. La somme f :xz — > a,a" de la série entiére > a,x™ est de
n=0

classe ¢! sur | — R, RJ.

+o0o
2. Pour tout x € | — R, R, f'(x) = 3 na,z" L.
n=1

I.6.c) Caractére ¥ de la somme d’une série entiére

Soit Y anx™ une série entiére.

Notons R son rayon de convergence.

+o0o
On suppose R > 0 et on note f: x +— > apz™.

n=0

+oo
1. La somme f : z +— > a, 2™ de la série entiére > a,z™ est de

n=0
classe € sur | — R, R|.
2. Pour tout kK € N :
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1.7. Primitive de la somme d’une série entiére

Soit Y ay ™ une série entiére.

Notons R son rayon de convergence.

+o0o
On suppose R > 0 et on note f: x +— > apz™.

n=0

b +o0
1) Pour TOUT SEGMENT [a,b] C | — R, R|, on peut intervertir les symboles / et > . Plus
a

/ (E ant"> at = >, (/ an t" dt)
a n=0 n=0 a
2) En particulier :

T /400 +00 x +o00 Tl
Vz ] — R, R|, / <Z ant”> dt = > </ ant”dt> = 3 an
0 n=0 0 n=0

n=0 n+1

. n=0
précisément :

Exemple
Ce théoréme permet notamment de retrouver rapidement les développements en série entiére de arctan
et z — In(1 + x).

« Développement de la fonction f : x — arctan(z) :

x Rappelons tout d’abord que la fonction f est dérivable sur R et :

1
Vo € R, arctan’(z) = —
x arctan’(z) 1522
x Or la série entiére Y (—22)" a pour rayon de convergence 1 et, pour tout = € | — 1,1[ :
1 X o _ I 2
= —X f— *1 nfL‘ n
722 nZ:)O( ) ngo( )
x D’aprés la propriété précédente, pour tout x € | —1,1] :
[ = [ (S ere) a = £ (o [0 o)
——_dt = —1)"¢ t = - 27 dt
o 1+ 0 \n=0 n=0 0
Finalement :
+00 l.2n+1
Vz €] —1,1], arctan(x) — arctear(0) = > (—1)"
n=0 2n + 1
» Développement de la fonction f : & — In(1 +2) :
x Rappelons tout d’abord que la fonction f est dérivable sur | — 1, +o0f et :
Vo € ]0,+o0], f'(z) = !
) ) - 1 +x
x Or la série entiére Y (—x)™ a pour rayon de convergence 1 et, pour tout x € | — 1,1] :
= S (et = X e
= —Xr f— — X
l+z n=0 n=0

10
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x D’apreés la propriété précédente, pour tout x € | — 1,1] :

/Om 1itdt _ /Ox <§; (-1)%%) dt = :i <(—1)” /0m g dt)

Finalement :

Ve e|—-1,1], In(1+z) - n@d+0) = Jio(—l)”
n=0

:L,n—i-l

n—+1

Exercice 7 (d’aprés oraux CCINP 2022 - MP)
(2n)!
(n))? 24 (2n 4 1)

On se propose de calculer la somme de cette série.

1. Montrer que la série > converge.

2. Donner le développement en série entiére en 0 de t —

Remarque : dans 'expression du développement, on utilisera la notation factorielle.

en précisant le rayon de convergence.

3. En déduire le développement en série entiére en 0 de x — arcsin(z) ainsi que son rayon de conver-

gence.

. pac (2n)!
4. En déduire la valeur de ) 5 :
n=0 (n!)” 24" (2n+ 1)

1.8. Expression et unicité des coefficients d’une série entiére

Soit Y anx" une série entiére.
Notons R son rayon de convergence.
+o00

On suppose R > 0 et on note f:x+— > apz™.
n=0
(m)
vYm e N, a,, = F0)
m!

Soient Y ana™ et Y b, x" deux séries entiéres.
On note R, et Ry leurs rayons de convergence respectifs.
On suppose R, > 0 et Ry > 0.

On suppose qu’il existe r > 0 tel que :
+00 +o0o
Vee]—mrr), > apa™ = > bya"
n=0 n=0

Alors : Vm € N, a,,, = byy,.

11
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II. Développement en série entiére

I1.1. Cas des fonctions d’une variable réelle

II.1.a) Définition

Soit I un intervalle ouvert de R qui contient 0.
Soit f : I — K une fonction définie sur I.

Soit r > 0.

« On dit que f est développable en série entiére sur 'intervalle | — r, r[ s’il existe une
suite (a,) € KN telle que :

Vee]|—nrr, fz) = 4ioanasn
n=0

« Autrement dit, une fonction f est développable en série entiére sur U'intervalle | —r, r|
si elle coincide avec la somme d’une série entiére sur U'intervalle | — r, r|.

I1.1.b) Fonctions développables en série entiére

Série de Taylor d’une fonction de classe ¥

Soit f une fonction de classe €°° de I (intervalle contenant 0) dans R.

IO

n!

On appelle série de Taylor de f en 0 la série entiére )

Fonctions développables en série entiére

1) Soit f une fonction développable en série entiére sur un intervalle | — r,r[. Alors :
(i) la fonction f est de classe € sur | — r, 7|,
(ii) la série de Taylor de f en 0 a un rayon de convergence supérieur a r,

(iii) la fonction f est égale a la somme de sa série de Taylor. Autrement dit :

oo £(n)
Vee|—rr, flr) = JFZO / n'(O) "

En particulier, le développement en série entiére de f au voisinage de 0 est unique.

2) Soit f une fonction de classe € sur | —r,r[.
Alors la fonction f est développable en série entiére sur | — 7, 7[ si et seulement si elle est sa
somme de sa série de Taylor. Autrement dit :

f développable en série B o> f ()(0) n
entiére sur | — r, r| & Voel-nrl, flo) = nzzjo al
: =N v _
& VYre]—rr] Ngrﬂw ; N f (t) dt =0

12
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I1.2. Détermination pratique de développements en série entiére

Il s’agit ici, partant de 'expression d’une fonction f, de déterminer son éventuel développement en
série entiére au voisinage de 0.

METHODO Déterminer un développement en série entiére

Pour déterminer le développement en série entiére d’une fonction f, on pourra utiliser une ou plusieurs
des méthodes suivantes :

1) utiliser la série de Taylor de f en 0.

2) effectuer une combinaison linéaire de sommes de séries entiéres.

3) effectuer un produit de Cauchy de séries entiéres.

4) dériver ou primitiver la fonction somme d’une série entiére (cf exemples de la Partie 1.6. ).

5) utiliser une équation différentielle (c¢f section suivante).

Exercice 8 (d’aprés oraux CCINP 2022 - MP)

3z +7
On pose f:x — m
1. Décomposer f(x) en éléments simples.

2. En déduire que f est développable en série entiére sur un intervalle du type | — r,r[ (ot r > 0).
Préciser ce développement en série entiére et déterminer, en le justifiant, le domaine de validité D
de ce développement en série entiére.

3. a) Soit > a, ™ une série entiére de rayon R > 0.
“+o00
On pose, pour tout z € | — R, R[, g(z) = > a, z".
n=0

Exprimer, pour tout entier p, en le prouvant, a, en fonction de g (0).

b) En déduire le développement limité de f & l'ordre 3 au voisinage de 0.

Exercice 9 (d’aprés oraux CCINP 2022 - MP)

n

(Zn) I

1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére »

0 s s
n pose o - -
n=0 (271)'

2. Rappeler, sans démonstration, le développement en série entiére en 0 de la fonction = — ch(z) et
préciser le rayon de convergence.

3. a) Déterminer S(x).
b) On considére la fonction f définie sur R par :
0 siz=1
frxm— ch (/) siz >0
cos (v/—x) siz <0

Démontrer que f est de classe > sur R.

13
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I1.3. Formulaire de développements en série entiére

Soit o € R.

Développement en série entiére Rayon de convergence

Vz € | — 00, +00], ¥ = — R =+

Vi € | — 00, 400, sin(z) = Y (-=1)"

Vz € | — 00, +00], cos(z) = >, (1)

Vz € | — 00, +00], sh(z) = > ——— R = +00

Vz € | — oo, +00], ch(z) = >

Veze]—1,1], = 3 an R=1

“+o0 n
veel-1,1,  Iln(l+z) = 21(71)%1% R=1

Ve e]-1.1] (1+2)* = 1+J§oo‘(a_1)"'(a—n+l)
n=1

n

n!

+00 x2n+1

Vo e]—1,1], arctan(z) = nz::O (-1) ]

Vo e]—1,1] arcsin(xz) = +Zo:o (2n)! L2n+1 ot
s Ly = 22n (nl)Q (27’L 4 1) —

Remarque

o Généralement, la formule donnant le développement en série entiére de (1+ x)® est utilisée pour des
valeurs de « réelles non entiéres. On peut aussi remarquer :

m ). m=n+1 m
VreRVmEN, 14z = 14 5 Mm=D.m=ntl) . & <m> 2"
n=1

n! n=o \n
1 oo -1
Ve e ] —1,1[,Ym € N¥, a—om = 3 <m o > " (formule du binome négatif)
— X n=0 n

I1.4. Quelques développements en série entiére d’une variable complexe

Développement en série entiére Rayon de convergence
“+o0o Zn
Vz e C, efF = > - R =400
n=0 7t
1 oo
Vlz| <1, = 2 2" R=1
-2 n=0

14
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Continuité de la somme, cas complexe

Soit > ay 2™ une série enticre de la variable complexe.

400
Alors la fonction z — Y ay 2™ est continue sur le disque ouvert de convergence de la série entiére

n=0
> ap 2"

Exercice 10

. . 3n
Rayon de convergence et somme de la série entiére x".
n>1 n + 2

Démonstration. 3

n
Pour tout n € N*, on note a,, = .

n+2
« Soit n € N*.
3(n+1)
(nt1 (n+1)+2 n+3 n+2 3n xn
an P n+3 3n s+t N X3IN n—+00
I . : . . 3n
On en déduit, par la régle de d’Alembert, que le rayon de convergence de la série entiére n 2:U”
n>1 T
1
est de rayon de convergence R = 1= 1.
« Déterminons maintenant la somme de cette série entiére. Soit z € | — 1, 1].
Tt 3n
" = 3
tT° (n42)-2
= 3> 7( +2) "
n=1 n -+ 2

3+z°°<n p ! )
n=1 TL+2

= SZ:E—QZ

(par linéarité et car les séries entiéres

dSooaet) -

5 " sont toutes deur

n+2
de rayon de convergence 1)
o D’autre part :
x pour tout z € | —1,1[ :
+oo +00 1
Soa = Y a"—-1 = 1= 7
n=1 n=0 1-2z 11—z
x pour tout € | —1,1[ \{0} :
JFZO:O ! " = i+oo 1 n+2
Zn+2 22 [ Zin+2
1 21
_ - n
x2 nzz:gnm
1 Tt 1 1
= — (Zx”—x—mj)
X n=1"N

1 1 1

15



PSI

2024-2025

« Finalement :

x In(1 —x) 1 ‘
+0o 3 o 31_$+2 3 +2;—|—1 sixze]—1,1] \{0}
—-1n+2
=t 0 six=0
O
Exercice 11
L. . Ch(n) 2
Rayon de convergence et somme de la série entiére » ="
n=>1 n
Démonstration.
* Ch(n) 2
Pour tout n € N*, et tout xg € R, on note uy,(zg) = o™,
n
o Soit n € N* et soit xp € R*.
Un1(T0) %ﬂl) 2o (Mt | ch(n+1) L] 20> "2 | ch(n+1) n 2
un (o) ch(m) 4 2n ch(n) n+1 xo2" ch(n) n+1""°
n
Or:
Ch(n+ 1) en-‘rl _|_e—(n+1) 2 en-i—l .
= ~ = e
- ch(n) 2 e+ e " noteo el
DENNRLENEUE e
n+1 noteo M
Finalement : M ’ ~ el x1lxzp? — el 22
un(x0) n— o0 n—r4o0

o D’aprés le critére de d’Alembert sur les séries numériques, la série numérique > u,(zo) est absolu-
ment convergente dans le cas oil : 0 < e! 29? < 1 (et divergente si e! 9% > 1).

ch
On en conclut que le rayon de convergence R de la série entiére ) (n) 202" est le réel positif défini
n=1 n
par:e! R2 = 1. Or:
1 1
1 p2 2
e =1 RF=— & R=—
el \/el
1 1
o Déterminons maintenant la somme de cette série entiére. Soit x € ] = T [
e e
PO LT S (R PR
n=1 N n=1 2n
+oo 1 1
— e 1-2" e xZ”
S (gr e @) g e (@)
oo 1 1
1 ,.2\" -1 .2\
= — (e' x — (e7" x
5 (5 @)y @)
linéarité et l T tié
1 +oo 1 o 22 e - (par.zrz,e(/m € et car les séries entiéres
= = — (er2?)"+ 2 ¥ = (et 2?) considérées sont toutes de rayon de
2as1m 2as1m convergence d’au moins ﬁ)
1 1,2 1 -1 ,.2
= —iln(l—e x)—gln(l—e a:) 0

16
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Exercice 12
Rayon de convergence et somme de la série entiére » . a, " ou la suite (a,) est définie par :

4 sin est pair
3 sl n impair

VnEN,an:{

Démonstration.
e Soit n € N.
lan,| < 4

On en déduit que le rayon de convergence R de la série entiére » | a, z" est supérieur au rayon de
convergence de la série enticre | 4 z™.
Ainsi: R > 1.

o La série Y a, (1) (c’est-a-dire la série > ay) est grossiérement divergente puisque la suite (a,)
n’admet pas de limite (en particulier a,, —~ 0).

n—-+4o00o
On en déduit : R < 1.

Finalement : R = 1.

« Déterminons maintenant la somme de cette série entiére. Soit x € | — 1, 1].

+oo +00 +00
Yoan ™ = >, apa” + >oooay a”
n=1 n=1 n=1

n pair n impair

w 2i = 2j+1

= Zagix’—i- Za2j+1x3+
i=0 =0

+0o0 . +o0 .
= Y 4a2% + Y 3%t
=0 j

7=0
“+00 i “+00 .
= 4> (28" + 3z > (22
i=0 =0
1 1 4+ 3x
B R —
122 T I T T2 O

I1.5. Application aux équations différentielles

Une équation différentielle étant donnée, on peut chercher des solutions développables en série entiére.

Déterminer les fonctions développables en série entiére solutions d’une
équation différentielle

METHODO

Afin de trouver les fonctions développables en série entiére sur | — r, r[ solutions d’une équation diffé-
rentielle (E), on suit la méthodologie suivante :

1) on écrit les dérivées successives de f sous forme de sommes.

2) on travaille alors uniquement sur la quantité a gauche du symbole d’égalité. Dans celle-ci, on
développe toutes les quantités en x et on distribue sur les dérivées. Typiquement, si ’équation
différentielle s’écrit :

z(x —1) f(x) = f'(2) + (x = Df(x) =0

on commence 4 effectuer le calcul de la quantité z(x — 1) f”(z) — f'(x) + (x — 1) f(z) (sans écrire
I'égalité a 0) et on la fait apparaitre sous la forme :

2® f'(z) —x f'(x) = f'(2) + 2 f(2) - f(z) (%)

17
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3)

4)

5)

6)

7)

8)

on remplace les expressions f(*) (z) par leurs écritures sous forme de sommes et on distribue les z
dans les sommes. Par exemple, 2% f/(z) s’écrira :

+00 “+oo
z? fl(x) = 22 > na, "' = > na, "
n=1 n=1

a ce stade, la quantité (x) s’écrit sous la forme d’une combinaison linéaire de sommes. Celles-ci font
apparaitre des puissances différentes de x. On effectue alors tous les décalages d’indices permettant
de faire apparaitre " dans chacune des sommes. Typiquement :

400 00
> nay 2" = Y (n—1)ap—12"
n=1 n=2

Attention A bien modifier les indices des coefficients!

on obtient alors une combinaison linéaire de sommes, faisant toutes apparaitre =™ (et pas d’autres
quantités en x). Ces sommes ne commencent pas toutes au méme indice. On considére alors m le
plus grand indice de début de sommation des sommes. Les sommes qui commencent par

un indice plus petit sont développées afin de ne faire apparaitre que des sommes commencant en
+o0

m. Typiquement, si m = 2 alors la somme > a, z™ (si elle est présente) sera écrite :
n=0

—+00 “+00
Yapx" = agtarxz+ Y, apx”
n=0 n=2

on obtient alors des quantités isolées qu’on regroupe selon les puissances de z. Cela peut avoir une
forme comme :
(ap —2a1) + (ag —az) w

Les autres quantités sont toutes regroupées au sein d’'une méme somme qui s’écrit sous la forme
(cas m = 2) :

+00
> by "
n=2

A ce stade, le calcul est fini.

on rappelle alors que f est solution de I’équation différentielle, ce qui démontre :
+00
Vee]—nrr], (ao—2a1)+ (az—az)xz + > by z" =0
n=2

(on prend garde de bien écrire dans l'ordre croissant des puissances de x et on n’oublie pas de
quantifier!)

on conclut alors, par unicité du développement en série entiére que tous les coeflicients sont
nuls. Dans ce qui précéde, on obtient :

ag—2a1 = 0

as—az = 0

Yn>=2, b,=0

(on n’oublie pas de quantifier!)

Cette méthodologie peut apparaitre longue. Elle I’est uniquement car elle détaille des étapes qui coulent
de source. Il est attendu que cette méthodologie soit appliquée de maniére stricte, sans oubli
des arguments, ce qui permettra de conclure.
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Exercice 13

On s’intéresse a I’équation différentielle :
day" +2y —y=0 (E)

1. On suppose qu'il existe une fonction f solution de (E) et développable en série entiére. Autrement
dit, il existe une série entiére > a,z™, de rayon de convergence R > 0, telle que :

x f est solution de F,

Yz €] REL f@) =5 anan.
n=0

a) Déterminer alors une relation entre a4+ et a, pour tout n € N.

b) En déduire I'expression des termes de la suite (a,) en fonction de ay.

+00 :L'n
2. Réciproquement, on note g : z — a », —— ot a € R,
n=0 (277,)'
x’l’l
a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére )t

b) Démontrer que g est solution de I’équation différentielle (F).

Démonstration.

1. a) « Comme f est la somme d’une série entiére de rayon de convergence R > 0 alors f est de classe
¢ sur | — R, R|[. Elle est donc en particulier deux fois dérivable sur cet intervalle.
De plus, comme f est solution de (E), pour tout z € | — R, R] :

o f"(z) +2 () — f(z) = 0

« Soit z € | — R, R]. Calculons :

+oo +00
fli)= 3 naz"t et f(x)=13 n(n—1)a,z" 2
n=1 n=2
Ainsi :
4 f"(z) + 2 f'(z) — f(z)
+00 +o00 +00
= dx Y n(n—1Da, 2" 2+2 3 na, 2"t -3 apa"
n=2 n=1 n=0
+o00 +00 +o00o
= > (An(n—-1)an) 2"+ Y (2na,) 2™t = Y apa”
n=2 n=1 n=0
+o00 +00 +00
= > (An+Dnaps1) 2"+ > (2(n+1)apq) 2™ — Y apa”
n=1 n=0 n=0

+00
= 2a1—ap+ Y, (4(n+1)nan+1+2(n—|—1)an+1—an)fc"
n=1

« Comme f est solution de (F) :
+o00
Ve €]—RR[, 2a1—ap+ >, (4(n+1)napp1+2(n+1)an1 —ay)z” = 0
n=1

On en déduit, par unicité du développement en série entiére :

2&1—&0 =0
VneN 4(n+1)naps1+2(n+1)aps1 —ap, =0

19



PSI 2024-2025

et donc, pour tout n € N* :

4dn+nap1+2n+1)aps1 —a, = 0
donc 2(n+1)2n+1)apnt1 = an
1
d’ou pt1 = an

(2n+2)(2n+1)

1
Vn € N =
T e (2n+2)(2n+1) i
b) On démontre par une récurrence immédiate : Vn € N, a,, = %.
n)!
Ainsi, pour tout z € | — R, R :
f@) = a0 > o
T) = ag
n=0 (2n)'
2. a) Soit n € N.
1
(2tn) | (20 1 0
(2}0! (2n+2) (2n+2)(2n+1) notoo
. . ) " 1
On en déduit que le rayon de convergence de la série entiére » m est 0= ~+00.
n)!

b) La fonction g est bien solution de I’équation (E).
(a vérifier par calcul)

On peut alors conclure que I'ensemble des solutions de (E) développables en série entiére est Vect (h),
ou :
too g cos (\/—x) siz <0
h:xw— Y =
ch(yz) siz>0

n=0 (271)'

Exercice 14 (d’aprés oraux CCINP 2022 - MP)

Soit 'équation différentielle : z (z — 1) ¢ + 3z ¢y +y = 0.

1. Trouver les solutions de cette équation différentielle développables en série entiére sur un intervalle
| —r,r] de R, avec r > 0.
Déterminer la somme des séries entiéres obtenues.

2. Est-ce que toutes les solutions de = (x — 1) " + 3z y' +y = 0 sur |0, 1] sont les restrictions d’une
fonction développable en série entiére sur | — 1,1[7
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