PSI 2022-2023

Orthogonal - Norme - Distance

Exercices classiques, méthodes usuelles

I. Espaces vectoriels normés

I.1. Notion de limites, continuité

Exercice 1 (Oraux CCINP)

Soit A une partie non vide d’un R-espace vectoriel normé F.

1. Rappeler la définition d’un point adhérent a A, en termes de voisinages ou de boules.

2. Démontrer : ¥ € A < I(zp)nen telle que, Vn € N, z,, € A et lirf Ty = T.
n—-+0oo

3. Démontrer que, si A est un sous-espace vectoriel de E, alors A est un sous-espace vectoriel de E.

4. Démontrer que si A est convexe, alors A est convexe.

Exercice 2 (Oraux CCINP)
F et F désignent deux espaces vectoriels normés.
On note || - ||z (respectivement || - ||r) la norme sur E (respectivement sur F).

1. Soient f une application de F dans F' et a un point de E.
On considére les propositions suivantes :

P1 f est continue en a.

P2 Pour toute suite (2, )nen d’éléments de E telle que lim x, = a, alors lim f(z,) = f(a).
n—-400 n—-+o0o

Prouver que les propositions P1 et P2 sont équivalentes.

2. Soit A une partie dense dans F, et soient f et g deux applications continues de F dans F.
Démontrer que si, pour tout = € A, f(x) = g(x), alors f = g.

Exercice 3 (Oraux CCINP)
Soient E et F' deux espaces vectoriels normés sur R.
On note || - ||z (respectivement || - ||r) la norme sur E (respectivement sur F).

1. Démontrer que si f est une application linéaire de E dans F', alors les propriétés suivantes sont
deux & deux équivalentes :

P1 f est continue sur F.
P2 f est continue en Op.
P3 3k > 0tel que:Vz € E, || f(2)||lr < k|z|E.

2. Soit E l'espace vectoriel des applications continues de [0, 1] dans R muni de la norme définie par :
1

| flloc = sup ‘f(:z:)’ On considére 'application ¢ de E dans R, définie par : p(f) = / f(t) dt.
z€[0,1] 0

Démontrer que ¢ est linéaire et continue.
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Exercice 4 (Oraux CCINP)
Soit F un espace vectoriel normé. Soient A et B deux parties non vides de F.

1. a) Rappeler la caractérisation de 'adhérence d’un ensemble a ’aide des suites.
b) Montrer que: AC B = AC B.

2. Montrer que : AUB = AU B.
Remarque : une réponse sans utiliser les suites est aussi acceptée.

3. a) Montrer que : ANB C ANB.

b) Montrer, a l'aide d’un exemple que l'autre inclusion n’est pas forcément vérifiée (on pourra
prendre E = R).

Exercice 5 (Oraux CCINP)
Les questions 1. et 2. sont indépendantes.

Soit E un R-espace vectoriel normé. Soit A une partie non vide de F.
On note A I'adhérence de A.

1. a) Donner la caractérisation séquentielle de A.
b) Prouver que, si A est convexe, alors A est convexe.

2. On pose : Vo € E, da(x) = ing |l — all.
ac

a) Soit z € E. Prouver : da(z) =0 = x € A.

b) On suppose que A est fermée et : V(z,y) € E?, Vt € [0, 1], da (tz+(1—t)y) < tda(z)+(1—t)da(y).
Prouver que A est convexe.

I.2. Normes

Exercice 6 (Oraux CCINP)
On note E 'espace vectoriel des applications continues de [0, 1] dans R.

1
On pose : Vf € E, Noo(f) = sup ‘f(x)’et Nl(f):/o | f(t)] dt.

z€[0,1]
1. a) Démontrer que N, et N7 sont deux normes sur FE.
b) Démontrer qu’il existe k > 0 tel que, pour tout f de E : Ni(f) < k Noo(f).
¢) Démontrer que tout ouvert pour la norme Nj est un ouvert pour la norme Ng.

2. Démontrer que les normes N et N4, ne sont pas équivalentes.

II. Produit scalaire

I1.1. Définition

Exercice 7 (Oraux CCINP)
Soit a et b deux réels tels que a < b.

1. Soit h une fonction continue et positive de [a, b] dans R.
b
Démontrer : / h(z) dr =0 = h=0.
a

2. Soit E le R-espace vectoriel des fonctions continues de [a, b] dans R.
b

On pose : V(f,g) € B, (f|g) = / f(x) g(x) d.

a
Démontrer que 'on définit ainsi un produit scalaire sur F.

1
3. Majorer / Vre ™ dz en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
0




PSI 2022-2023

I1.2. Orthogonal
Exercice 8 (Oraux CCINP)
On note [? I'ensemble des suites & = (,,)nen de nombres réels telles que la série S z2 converge.

1. a) Démontrer que, pour = = (T )nen € 12 et y = (yn)nen € 12, la série >z, y, converge.

+oo
On pose alors (x| y) = > Zp Yn.
n=0

b) Démontrer que [? est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel des suites de nombres réels.
Dans la suite de l'exercice, on admet que (- |-) est un produit scalaire dans /2.
On suppose que [? est muni de ce produit scalaire et de la norme euclidienne associée, notée || - ||.
2. Soit p € N. Pour tout z = (z,,) € [2, on pose : p(z) = zp.
Démontrer que ¢ est une application linéaire et continue de /?> dans R.
3. On considére I’ensemble F' des suites réelles presque nulles c¢’est-a-dire I'ensemble des suites réelles
dont tous les termes sont nuls sauf peut-étre un nombre fini de termes.

Déterminer F+ (au sens de (- |-)).
Comparer F et (F1)*.

Exercice 9 (Oraux CCINP)
Soit F un espace euclidien.

1. Soit A un sous-espace vectoriel de F.
Démontrer : (A+)L = A,

2. Soient F' et GG deux sous-espaces vectoriels de F.
a) Démontrer : (F + G)* = F- NG+
b) Démontrer : (FNG)*+ = F+ + Gt

I1.3. Projeté orthogonal et distance

Exercice 10 (Oraux CCINP)

Soit E' un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire noté (- |-).
On pose : Vz € E, ||z|| = /(| ).

1. a) Enoncer et démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

b) Dans quel cas a-t-on égalité 7 Le démontrer.
2. Soit E = {f € €([a,b],R) | Vz € [a,b], f(x) > 0}.

b b
1
Prouver que ’ensemble { / f(t) dt x / 70 dt | fe E } admet une borne inférieure m et dé-

terminer la valeur de m.

Exercice 11 (Oraux CCINP)

Soit E l’espace vectoriel des applications continues et 27-périodiques de R dans R.
1 27

1. Démontrer que (f|g) = o f(t) g(t) dt définit un produit scalaire sur E.
T Jo

2. Soit F' le sous-espace vectoriel engendré par f : x +— cosz et g :  — cos(2z).
Déterminer le projeté orthogonal sur F' de la fonction u : o + sin?(x).
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Exercice 12 (Oraux CCINP)

On définit dans .#5(R) x .#2(R) I'application ¢ par : (A, A") = tr(AT A’), on tr(AT A’) désigne la
trace du produit de la matrice A7 par la matrice A’.

On admet que ¢ est un produit scalaire sur .#5(R).

On note F = {(_“b Z) | (a,b) eR2}.

1. Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de .Z5(R).

2. Déterminer une base de F=+.

3. Déterminer la projeté orthogonal de J = G 1) sur FL.

4. Calculer la distance de J a F.

Exercice 13 (Oraux CCINP)

Soit F un espace préhilbertien et F' un sous-espace vectoriel de E' de dimension finie n > 0.

On admet que, pour tout x € E, il existe un élément unique yo de F tel que = — ygy soit orthogonal &
F et que la distance de x & F soit égale a ||z — yol|.

!/ /
Pour A = <CCL Z) et A/ = <Ccl, Z,), on pose : (A|A") =ad' + bV + ¢ + dd'.
1. Démontrer que (- |-) est un produit scalaire sur .#5(R).

2. Calculer la distance de la matrice A = < 1 0> au sous-espace vectoriel F' des matrices triangulaires

-1 2
supérieures.

I1.4. Isométries

Exercice 14 (Oraux CCINP)
Soit F un espace euclidien de dimension n et v un endomorphisme de F.
On note (z |y) le produit scalaire de x et de y et || - || la norme euclidienne associée.

1. Soit u un endomorphisme de E tel que : Vz € E, ||u(z)| = |||
a) Démontrer : ¥(z,y) € E?, (u(z)|u(y)) = (z]y).
b) Démontrer que u est bijectif.
2. Démontrer que I'ensemble O(FE) des isométries vectorielles de E, muni de la loi o, est un groupe.

3. Soit u € Z(F). Soit e = (e, e, ...,e,) une base orthonormée de E.
Prouver : u € O(E) < (u(e1),u(e2),...,u(e,)) est une base orthonormée de E.

III. Matrices

Exercice 15 (Oraux CCINP)
On note ., (C) l'espace vectoriel des matrices carées d’ordre n a coefficients complexes.

P A= i.9)(iq nEJ/ln(C, se : ||A]|l = il
our (a ,J)(,g)e[[l, 12 (C), on pose : || Al (i,j?elﬁll}?n]P |a; 51

1. Prouver que || - || est une norme sur .#,(C).

2. Démontrer : V(A, B) € (///n((C))z, |AB| < n||A| || B].
Puis démontrer, pour tout entier p > 1 : ||AP|| < nP~1 || AP
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Exercice 16 (Oraux CCINP)

1.

2. Prouver : VA € S,
3. Prouver : VA € S,

Soit A € Sy (R).
Prouver : A € S (R) < Sp(A) C [0, 4o0[.

(R), A2 € ST (R).
(R), VB € S;f(R), AB=BA = A?2Bc S} (R).

4. Soit A € S;F(R).

Prouver qu’il existe B € S;F(R) telle que : A = B2.

Exercice 17 (Oraux CCINP)

Soit n € N*. On considére E = ., (R) 'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n.

On pose : V(A, B) € E?, (A, B) = tr(A” B) ot tr désigne la trace et A7 désigne la transposée de la
matrice A.

1.
2.

Prouver que (-, -) est un produit scalaire sur E.

On note S, (R) 'ensemble des matrices symétriques de E.

Une matrice A de E est dite antisymétrique lors que AT = —A.

On note A, (R) 'ensemble des matrices antisymétriques de E.

On admet que S, (R) et A, (R) sont des sous-espaces vectoriels de E.

a) Prouver : E = S,(R) ® A,(R).
b) Prouver : A,(R)* = S, (R).

Soit F' I’ensemble des matrices diagonales de E.
Déterminer F-.




	Espaces vectoriels normés
	Notion de limites, continuité
	Normes

	Produit scalaire
	Définition
	Orthogonal
	Projeté orthogonal et distance
	Isométries

	Matrices

