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Aucune condition.

SAN S

Il y a au moins un pique parmi les cinq cartes.

. . ° 1. Il y a exactement deux valets.
Feuille d’exercices n°5 : Espaces probabilisés

& 0

Il y a exactement un as et deux carreaux.

sur un univers fini ou infini Il n’y a pas de carte en dessous de 9.

Les cinq cartes forment deux paires (mais pas de brelan).

Les cing cartes sont de la méme couleur.

TR =0

Les cinq cartes forment une quinte flush (suite de méme couleur).

Démonstration.
Notons E l’ensemble des cartes du paquet et M l’ensemble de toutes les

Notion de tribu . o a1s
mains constituées d’éléments de E.

Exercice 2. (%) o a. L’ensemble M contient toutes les 5-combinaisons d’éléments de E (en-
Notons & = {A C N | A fini ou A fini}. semble & 32 éléments). Ainsi : Card(M) = (352). Or :
Démontrer que &/ n’est pas une tribu.

32 32! 32! 32 x 31 x 30 x 29 x 28 x (277)
Démonstration. (5> ~ 5l (32-5)! T oslan 51 271
Supposons par ’absurde que 7 est une tribu. Soit n € N. 39 % 31 x 36 x 29 x 28 39 % 31 x 99 x 98
o A, ={2n} est un sous-ensemble fini de N. C’est donc un élément de o7 - BEXx4Ax3x2 - 4
o o/ étant une tribu, A = |J A, est un élément de <. = 32x31x29x7
neN
Or A, ensemble des entiers naturels pairs ne peut étre un élément de . Il y a donc 32 x 31 x 29 x 7 mains différentes.
En effet : b. Il y a deux méthodes pour traiter cette question.
x A est un ensemble infini. (i) Par application directe du principe additif :
x A, ensemble des entiers naturels impairs, est un ensemble infini. 17\170%1157 M;ltpili’érlsiein;l;lie7dieis7r;1;miinisicic;niténant au moins un pique.
Ceci contredit 'hypothése. &7 n’est donc pas une tribu. O Onaalors : M>1p = My p UMy, UMz p UMy, UMs_p.
o Une main contenant un seul pique est entiérement déterminée par :
Dénombrement ou cas de I’équiprobabilité « le choix de la carte pique : (f) possibilités.
Exercice 6. (%) x le choix des autres cartes : (244) possibilités.
On tire 5 cartes dans un jeu de 32 cartes. (nombre de parties a 4 éléments dans E privé des cartes pique)
Combien y a-t-il de tirages vérifiant les conditions suivantes ? Ainsi : Card(M;_,) = (513) % (244).
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o Une main contenant exactement deux piques est entiérement déter-
minée par :
x le choix des deux cartes pique : (g) possibilités.
x le choix des autres cartes : (234) possibilités.
o _ (8 24
Ainsi : Card(Ma—,) = (5) x (%)-
o Une main contenant exactement trois piques est entiérement déter-
minée par :
x le choix des trois cartes pique : (2) possibilités.
x le choix des autres cartes : (224) possibilités.
o _ (8 24
Ainsi : Card(Ms—,) = (3) x (%)-
o Une main contenant exactement quatre piques est entiérement dé-
terminée par :
x le choix des quatre cartes pique : (i) possibilités.
x le choix des autres cartes : (214) possibilités.
o _ 8 24
Ainsi : Card(My—p) = (5) % ().
« Une main contenant exactement cing piques est entiérement déter-
minée par :
x le choix des cing cartes pique : (g) possibilités.
Ainsi : Card(M5_,) = (3).

On en conclut que :

Card(Mz1-p) = (1) % (5) + () x (5) + (5) x (5) + () < () + (

B é <2> " <52—4k>

(en remarquant que (g) = (g) x 1= (2) X (204))
Or, d’aprés la formule de Vandermonde :

5065 - ()

On en déduit que :

it = (5 ()< (620) - (0) < (3)
- (3)-(5)

(it) Par application directe du principe soustractif :

Le résultat précédent peut étre obtenu de maniére plus rapide.
Pour cela, on commence par dénombrer Ms>1_, I'ensemble des mains
qui ne contiennent pas de pique. On a :

- 24
Card(M>1,p) = <5>

Le cardinal de M>;_, est alors obtenu grace au principe soustractif.
Comme :

Mzyp = M\ Mz

ona: Card(Ms1_,) = Card(M) — Card(Ms1_,) = <352> B <254>.

c. Une main contenant deux valets est entiérement déterminée par :

x le choix des deux valets : (;) possibilités.
(on choisit les couleurs des deuz valets dans ’ensemble contenant les
quatre couleurs)

4 4
2/ 212l

x le choix des trois autres cartes : (238) possibilités.
(a piocher dans un paquet qui ne contient plus de valet)

Ax3x2
2x2

8) = 3 X 2 = 6 possibilités
5

28\ 28! 280 28 27 x 26 x (257)
3)  31(28-3)! 325 3! 251
28 x 27 x 26 27 26
= T o7 -8 T =2 1
%2 83 5 8x9x13

Il y a donc en tout : 30 x 28 x 27 x 26 mains contenant deux valets.
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d. L’énoncé ne précise pas si ’as choisi peut étre de carreau. Sans plus d’in-
formation, il convient de prendre cette possibilité en compte.

o Une main contenant exactement un as de carreau, un autre carreau et
trois autres cartes est entiérement déterminée par :
x le choix de la carte carreau : (D = T possibilités.
x le choix des trois autres cartes : (231) possibilités.
(a piocher dans un paquet qui ne contient aucun carreau et aucun as)

21\ 21! _ 210 21x 20 x 19 x (181)
3)  31(21-3)! 3118 3! 181
21 x20x 19 21 20

= — = — — 19 = 1 1
3% 2 329 7x 10 x 19

Il y a donc en tout : 7 x 7 x 10 x 19 mains contenant 1’as de carreau, et
un autre carreau.

« Une main contenant exactement un as (qui n’est pas de carreau) et deux
carreaux (qui ne sont pas des as) est entiérement déterminée par :

x le choix de l'as : (?) = 3 possibilités.
x le choix des deux carreaux : (;) possibilités.

N 7! T Tx6x (B
2)  20(7—-2)0 25 2x 5l

= 3x7

x le choix des deux autres cartes : (221) possibilités.
(a piocher dans un paquet qui ne contient aucun carreau et aucun as)

21\ 21! C211 21 %20 x (19)
2)  20(21-2)! 2119 2! 191
21 x 2 2
_ X201 20 g0
2 2

Il y a donc en tout : 3 x 3 x 7 x 21 x 10 mains contenant un as (qui
n’est pas de carreau) et deux carreaux (qui ne sont pas des as).

Iy adoncentout:7x7x10x19 + 3x3x7x21x 10 mains contenant
un as et deux carreaux.

. L’énoncé est ici ambigu. Nous dénombrons ici I’ensemble des mains dont

toutes les cartes sont de hauteur égale ou supérieure a 10.

Une telle main est entiérement déterminée par :

x le choix des cinq cartes : (250) possibilités.
(il y a4 cartes 7, 4 cartes 8 et 4 cartes 9 ; il s’agit donc de tirer 5 cartes
dans un paquet de 32 — 4 x 3 = 20 cartes)

20\ 20! 200 20x 19 x 18 x 17 x 16 x (15t]
5)  51(20-5)! 515 5! x 157
20 x 19 x 18 x 17 x 16 18
= =1 17 x 1
5xd % 3 %2 X gg X 1T <10

= 19x3x17 x 16

Il y a donc en tout : 19 x 3 x 17 x 16 mains dont toutes les cartes sont de
hauteur égale ou supérieure a 10.

. Une main dont les cartes forment une double paire est entiérement déter-

minée par :

x les hauteurs de chaque paire : (g) possibilités.

x les couleurs des 2 cartes de la premiére paire : (;l) possibilités.
x les couleurs des 2 cartes de la seconde paire : (;L) possibilités.
x la derniére carte : (214) possibilités.

(la derniére carte ne doit pas étre de la méme hauteur que 'une ou l’autre
des paires)
Il yadonc N = (g) (;l) (3) (214) mains vérifiant ce critére.

| | |
N - 8\ [4\ [4) [24 _ 8t 41 4] 94
2)\2/\2 1 21 6! 2121 212!

8 xTx (B 4x3x (2 4x3x(,24’)'x24
- 2! 6 21 21 21 21

EXT 4x3 4x%x3
2 2 2

24 = Tx4x3x4x3x%x24
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g- Une main dont toutes les cartes sont de la méme couleur est entiérement
déterminée par :
x la couleur de la main : (411) possibilités.
x les 5 cartes (5 hauteurs) choisies dans cette couleur : (g) possibilités.

Il y adonc N = (411) (g) mains vérifiant ce critére.

4\ (8 8! 88X T7Tx8
N _ _ g 8xTx8 — 224
<1><5> 5131 3 x2 XBXTx6

(dans ce calcul, sont aussi comptées les mains qui sont des quintes flushs!)
h. Une main dont les cinq cartes forment une quinte flush est entiérement
déterminée par :
x la couleur de la main : (411) possibilités.
x la hauteur de la plus petite carte de la main : (111) possibilités.
(cette carte ne peut étre qu'un 7, 8, 9 ou un 10)

Il y adonc N = (‘11) (;1) mains vérifiant ce critére.

v () -

(ainst, il y a 224 — 16 = 208 mains qui ne sont que des « couleurs ») []

Exercice 7. (%%)
Combien y a-t-il d’anagrammes de MAISON ? de RADAR 7 de MISSISSIPI?
de ABRACADABRA?Y

Démonstration.
Une (oui, ¢’est un mot féminin /) anagramme d’un mot m est un mot composé
des mémes lettres, apparaissant le méme nombre de fois que dans le mot
initial m.
o Nombre d’anagrammes de MAISON :
Il s’agit de dénombrer le nombre de maniéres de ranger 6 lettres distinctes
a 6 places différentes. Autrement dit, on dénombre les permutations de
Pensemble { M, A, I, S, O, N }.
Nya6l=6x5x4x3x2="720 anagrammes de MAISON.

o Nombre d’anagrammes de RADAR :

Les lettres A et R apparaissent deux fois dans ce mot. Il y a deux méthodes
permettant d’obtenir le résultat.

(i) En commencant par distinguer les lettres « doubles ».

On procéde comme suit :
x on différencie les deux lettres R en les nommant R et Rs.
x on différencie les deux lettres A en les nommant A et As.

x on dénombre les anagrammes de R;{A;DAsRe.
Ce mot étant composé de lettres distinctes, il s’agit de dénombrer les
permutations de ’ensemble { Ry, Ay, D, Ag, Ra }.

Ilyabl=5x4x3x2=120 anagrammes de RiA1DAsR».

x on dénombre alors les anagrammes de RA1DAsR. Autrement dit, on
ne distingue plus les lettres R. A chaque anagramme de RA;DAsR
(par exemple AgRA;DR) correspond 2 anagrammes composées des
lettres de 'ensemble { Ry, A1, D, Ay, Ry } :

1) AsR1A1DRs, anagramme ou la lettre Ry apparait avant Ras.
2) AsRoA1DRy, anagramme ou la lettre Ro apparait avant Rj.

Ainsi, il y a 2 fois plus d’anagrammes de R1jA1DAsRy que d’ana-
grammes de RA;jDAsR. Le nombre 2 correspond aux différentes ma-
niéres de positionner Ry et Ry & deux places fixées. Autrement dit,
au nombre de permutations (= 2!) de I'ensemble { R;, Ro }.

Il1yab!/2! =120/2 = 60 anagrammes de RA;DA3R.

x on dénombre alors les anagrammes de RADAR. Autrement dit, on
ne distingue plus les lettres A. Comme précédemment, & chaque ana-
gramme de RADAR correspond 2 anagrammes composées des lettres
de 'ensemble { R, A;, D, A, R }.

Ainsi, il y a 2 fois plus d’anagrammes de RA;DAsR que d’ana-
grammes de RADAR.
5 5l 120

Il y a donc ;—" =919l —9x9 " 30 anagrammes de RADAR.
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(i) Par un dénombrement direct.

Une anagramme de RADAR est entiérement déterminée par :
x le choix des positions des R : (g) possibilités.

x le choix des positions des A : (g) possibilités.
(les R étant placés, il ne reste que 3 places)

La position de D s’en déduit.
5! 3 5!
Adnst, iy a () () = 575 X 5771 = 2191

anagrammes de RADAR.

o Nombre d’anagrammes de MISSISSIPT :
Les lettres I et S apparaissent chacune quatre fois. Encore une fois, il y a
deux méthodes permettant d’obtenir le résultat.

(i) En commengant par distinguer les lettres apparaissant plusieurs fois.

On procéde comme suit :

x on dénombre les anagrammes de MI;S1S215S35413P14. Ce mot étant
composé de lettres distinctes, il s’agit de dénombrer les permutations
de I'ensemble { M, Il, Sl, SQ, 12, Sg, S4, 13, P, 14 }

Il y a 10! anagrammes de MI;S1S215535413P14.

x on dénombre alors les anagrammes de MIS;S9IS3S4IPI. Autrement
dit, on ne distingue plus les lettres I. A chaque anagramme du mot
MIS;S9IS3S4IPT correspond 4! anagrammes composées des lettres de
I’ensemble { M, 11, Sl, SQ, 12, Sg, S4, 13, P, 14 }

(4! est le nombre de permutations de Uensemble { I, I», I3, I })
11y a 10!/4! anagrammes de MIS;S21S3S41PI.

% on dénombre alors les anagrammes de MISSISSIPI. Autrement dit, on
ne distingue plus les lettres S. A chaque anagramme de MISSISSIPI
correspond 4! anagrammes composées des lettres de 1’ensemble { M,
I, S1, 82,1, 53,84, I, P, T }.

(4! est le nombre de permutations de l’ensemble { S1, S2, S3, Sa })

2022-2023
o0
lya z—!' = 4‘ anagrammes de MISSISSIPI. Or :
100 10x9x8XxTx6x5x(#H  10x9Ix8xTxHB x5
4rq 4 4 B 4 x 372

= 10x9x2x7x5 = 6300

(i) Par un dénombrement direct.

Une anagramme de MISSISSIPI est entiérement déterminée par :
x le choix des positions des I : (140) possibilités.
x le choix des positions des S : (g) possibilités.

x la maniére de positionner M et P dans les deux places restantes : 2!

possibilités.
(2 éléments a positionner dans deux places)
o 10! o 10!
Ainsi, il y a (15) (2)2! =g X 5 x XN = ol tels anagrammes.

o Nombre d’anagrammes de ABRACADABRA :
La lettre A apparait 5 fois, la lettre B apparait 2 fois, la lettre R apparait
2 fois, les lettres C et D apparaissent une seule fois. Présentons rapidement
les résultas issus des deux méthodes.

(1) En commencant par distinguer les lettres apparaissant plusieurs fois.

11!
Ilya FT gl o] Ahagrammes de ABRACADABRA. Or :
11 11 x10x9x8x7x6x (5
5! 2! 2! A 2121

= 11 x10x9x2x7x6 = 83160

(i) Par un dénombrement direct.

Une anagramme de ABRACADABRA est enti¢rement déterminée par :
x le choix des positions des A : (151) possibilités.

x le choix des positions des B : (g) possibilités.
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x le choix des positions des R : (3) possibilités.

x la maniére de positionner C et D dans les deux places restantes :

2! possibilités. (2 éléments a positionner dans deuz places)

o 11! G H
Ainsi, il y a (5) () (2)2' = 5755 % 573 ¥ 5197 <

anagrammes de ABRACADABRA.

11!

IOTISY

Exercice 8. (%)
On tire 5 atouts dans un jeu de tarot.
Combien y a-t-il de tirages vérifiant les conditions suivantes ?

a.

Au moins un atout est multiple de 5.

b. Il y a exactement un multiple de 5 et un multiple de 3 (différent du

multiple de 5).
On a tiré le 1 ou le 21.

Démonstration.

D’aprés ’énoncé, on ne considére que les mains composées d’atouts du jeu
de tarot i.e. de cartes numérotées 1 a 21 (on laisse de coté « 'excuse »).
Notons E l'ensemble de ces atouts et M ’ensemble des mains constituées
uniquement de cartes de E.

a. Il y a deux méthodes pour traiter cette question.

(i) Par application directe du principe additif :

Remarquons tout d’abord qu’il y a 4 multiples de 5 : 5, 10, 15 et 20.
Notons M>1—_ms5 I'ensemble des mains contenant au moins un multiple
de 5. On a alors : M>1_pm5 = Mi_ms U Ma_ims U M3_p5 U My_ 5.

o Une main contenant exactement un multiple de 5 est entiérement
déterminée par :
x le choix de ce multiple : (411) possibilités.

x le choix des autres cartes : (147) possibilités.

Ainsi : Card(Mi_p5) = (le) X (147).

o Une main contenant exactement deux multiples de 5 est entiérement
déterminée par :

x le choix des deux multiples de 5 : (3) possibilités.
x le choix des autres cartes : (137) possibilités.

Ainsi : Card(Ma—_p,5) = (;l) X (137).
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o Une main contenant exactement trois multiples de 5 est entiérement (ii) Par application directe du principe soustractif :
déterminée par :

Le résultat précédent peut étre obtenu de maniére plus rapide.
x le choix des trois multiples de 5 : (g) possibilités. Pour cela, on commence par dénombrer M>;_,,5 'ensemble des mains

x le choix des autres cartes : (127) possibilités. qui ne contiennent pas de multiple de 5. On a :

Ainsi : Card(Ms_p5) = (g) X (127).

« Une main contenant exactement quatre multiples de 5 est entiére-
ment déterminée par :

P 1
Card(M=1-p) = <57>

Le cardinal de M>1_,,5 est alors obtenu grace au principe soustractif.

x le choix des quatre multiples de 5 : (i) possibilités. Comme :

x le choix des autres cartes : (117) possibilités. Mzi-ms = M\ Mzims

Ainsi : Card(My-—ms) = (i) X (117)' ona: Card(Ms1_p5) = Card(M)—Card(Ms1_pms5) = (251>_<157>.
On en conclut que : b. Une main contenant exactement un multiple de 5 et un multiple de 3
Card(Ms1_ms) = (‘11) X (147) + (‘21) X (137) + (gl) % (127) + (i) « (117) (différent de la carte précédente) est entiérement déterminée par :

x le choix du multiple de 5 : (4) possibilités.
4 (4 17 ' )
= X x le choix du multiple de 3 qui n’est pas un multiple de 5 : possibilités.
k 5—k 1
k=1 -
x le choix des trois autres cartes : (131) possibilités.

Or, d’aprés la formule de Vandermonde :

Il'y adonc N = (‘11) ((15) (131) mains vérifiant ce critére.

5. (4 17 21
> ()<(0) = (3) () (6) (11 _ o 11x10x9
=0 \k 5—k 5 N = ) _4x6xﬂ_4x6x7—3960

On en déduit que : o ) ) )
c. On considére ici que le « ou » est exclusif. Une main contenant soit le 1,

Card(M=1-m5) soit le 21 (mais pas les deux) est entiérement déterminée par :
5 /4 17 4 17 4 17 x le choix du 1 ou du 21 : (%) possibilités.
- (,;0 (k) % <5 - k‘)) B (0) 8 (5) B (5> X <0> x le choix des quatre autres cartes : (149) possibilités.
<21) <17) Il'y adonc N = (f) (149) mains vérifiant ce critére.
’ ’ N= <2> (19> —ox L g DX IEXATXAG g 6 y7ses = 7752
(on rappelle que (g) =0) 1/\ 4 41'15! 4x3x2

O]
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Exercice 9. (¥r)

On joue & pile ou face quatre fois de suite.

o On note A I’événement : « on obtient deux fois pile et deux fois face »

e On note B I’événement : « les deux premiers lancers ont donné des résultats

différents ».

a. Décrire I'univers et 'ensemble des événements P(€2).

On calculera notamment le cardinal de P ().
b. Calculer P(A), P(B), P(ANB) et P(AU B).

Démonstration.

a. Q= {P, F}*, ensemble des 4-listes d’¢léments de {P, F'}.

P(Q) est 'ensemble des parties de {P, F}*.
On a: Card(P(Q2)) = 9Card(Q2) — 92* _ 916

b. L’univers ) est muni de la probabilité uniforme notée P.

« Un tirage contenant exactement deux piles (et donc deux faces) est

entiérement déterminé par :

x le choix des places des piles : (;l) = 6 possibilités.

« AN B regroupe tous les tirages dont les deux premiers lancers sont
différents et les deux suivants aussi (de sorte que chaque tirage contient
deux piles et deux faces). Un tel tirage est entiérement déterminé par :
x le résultat du premier lancer : 2 possibilités,

x le résultat du troisiéme lancer : 2 possibilités.
Card(ANB) 22 1 1
Ainsi:IP’(AﬂB):—( ):—:—:—.
Card(2) 2422 4
3 1 1 5

« P(AUB) =P(4) + P(B) ~ P(ANB) =+ 5 — 1 == -

Exercice 16. (% %)

On dispose de n urnes numérotées de 1 & n. Dans 'urne numéro k se trouvent
k boules blanches et n — k boules rouges. On choisit au hasard (équiproba-
blement) une urne, puis on tire deux boules dans cette urne.

a. Quelle est la probabilité d’avoir deux boules blanches ?
b. Méme question si on tire les deux boules successivement et avec remise.

c. Quelle est la limite de ces probabilités quand n tend vers +oo?

Démonstration.

Card(A) 6 3 3 On note Ay, : « le tirage s’effectue dans 'urne k » (pour k € [1,n]).
Ainsi: P(A) = —— =7 =5 = On note B : « on tire deux boules blanches ».
Card(©2) 24 23 8
« Un tirage dont les deux premiers lancers sont différents est entiérement @ La famille (Ay, ..., Ap) est un systéme complet d’événements.

déterminé par :

x le résultat du premier lancer : 2 possibilités,

x le résultat du troisiéme lancer : 2 possibilités,

x le résultat du quatriéme lancer

Ainsi : P(B)

_ Card(B)

Card(Q)

23

:?:

: 2 possibilités.

1

2

De plus, P(Ay) = 2 # 0 (ne pas oublier cette hypothése).
On en déduit, par la formule des probabilités totales que :

M=

P(B) = P(A;, N B)

i
I

|
M=

P(Ag) x Pa, (B) (car :VEk e [1,n], P(Ag) #0)

e
Il
—_

Or, pour tout k € [1,n] :

P, (B) = () — Bl _ KU 2 =2t k(k—1)
* (g) 2!(%12)! 21(k —2)! n! n(n—1)
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Ainsi Indépendance d’événements
Xl k(k-1) 1 n Exercice 20. (%)
P(B) = k; nn (n—1)  n%2(n-—1) k; k(k—1) Soit (€2, P(R2)) un espace probabilisable fini.

- man(5E -5

_ 1 <n(n+1)(2n—|—l)

n(n + 1))

n?(n —1) 6 2
_ n(n+1) _ n(n+1)
= m(@n—i—l)—?)) = mQ(n—l)
w(n+1) n+1

- 6n2M2M n

b. On raisonne de la méme maniére que précédemment.

Dans le cas d’un tirage successif avec remise, on a, pour tout k € [1,n] :

kxk
P4, (B) =
Ak() .
On obtient ainsi :
"1 Kxk 1 @ 1 n(n+1)(2n+1)
P(B) = - = =Y kK = =
(B) zzzln nxn n3,§1 n3 6
_In+l2n+1  lnt+ln+j
6 n n 3 n n
Lntl | 1n _ 1
“3"n ie3n 3
ntintl  dnn 1
3 n n mote3nn 3
1
Dans les deux cas, on obtient : lim P(B) = .
n—+o0o 3

On munit 2 de la probabilité uniforme, notée IP. Démontrer que :

A et B ne sont pas

A et B sont incompatibles
indépendants pour P

A+ et B£D

Si 'univers fini €2 est muni de la probabilité uniforme, deux
événements incompatibles et tous deux différents de @ ne sont
jamais indépendants.

Démonstration.
Il suffit de remarquer que :
« P(ANB)=P(w) =0,
Card A Card B
(4) CardQ#O et (B) CardQ#O

P(ANB) = 0 £ P(A) x P(B). O

Ainsi,
Exercice 22. (%)

Soit (£2, .27, P) un espace probabilisé fini.
Soit A € &7 tel que P(A) = 0.

Démontrer que tout événement B € &7 est indépendant de A pour P.

Démonstration.
Remarquons que : AN B C A.
On en déduit donc : P(ANB) < P(A) =0.

P(ANB)=0=P(A) x P(B).
Ce qui démontre que A et B sont indépendants pour P. O

Ainsi,
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Indépendance d’événements et encore limite monotone ...

Exercice 35. (k% %) (adapté de oraux - ESCP 2012 - voie S)

Soit (Ap,)nen+ une suite d’événements d’un espace probabilisé (2, &7, P).
Onnote B = (] U Ak. On rappelle que cet événement est en fait :

n=l k>n

B = {w € Q | w appartient & une infinité de A, }

Enfin, on note p,, = P(A4,,) et on suppose : Vn € N, p, # 0.
Dans la suite, on suppose que :

x les événements de la suite (A,) sont mutuellement indépendants,

X

la série > P(A,) diverge.

. Montrer que : B = |J () A

n=1l k>n

m —
. Exprimer P < N Ak> en fonction des py.
k=n

. Montrer que la série ) In(1 — pg) diverge vers —oc.

(on pourra distinguer le cas ot p, — 0 et le casp, —~ 0)
n—+00 n——400

n
Quelle est la limite de Y In(1 — pg) lorsque n tend vers +o0o ?
k=0

m

k=n k>n

. Simplifier In <P( N Ak)> et en déduire que PP ( N Ak> = 0.

. Démontrer que la suite ( N Ak> est croissante.
neN*

k>n

m RS
En déduire une écriture simplifice de |J () Ax.
n=1 k>n

. Démontrer enfin que B est un événement presque sur.

Démonstration.

a. D’aprés les régles de de Morgan :

(ﬂ UAk)Z U (UAk>: U N A
n=1 k>n n=1 k>n n=1 k>n

. Par indépendance des événements (A,,) et donc de leurs complémentaires :

M,ﬁ A = kij P(A;) = ,}ﬁ (1— pr)

. Deux cas se présentent.

1) Sip, 4 O0:alorsn(l—p,) -~ O.

n—-+40o n—-+4o0o

Ainsi, la série > In(1 — p,,) est (grossiérement) divergente.

2) Sip, njm 0 : alors, In(1 — py,) . T Pn (<0).

x Or, par hypotheése, la série Y p,, diverge.

x Ainsi, par le théoréme d’équivalence des séries & termes positifs,
> In(1 — p,,) diverge.
(la série est a termes de signe constant, négatif ici)

Dans les deux cas, la série > In(1 — p,) diverge.

Notons S, = > In(1 — py).
k=0

o Comme p, € [0, 1], la série > In(1 — p,,) est & termes négatifs.

o On en déduit que (S),) est décroissante. Elle n’est pas minorée car sinon
(Sn) et donc > In(1 — p,,) serait convergente.

Ainsi, 5, — —o0.
n—-+00

10



PSI

2022-2023

d. D’aprés la question b. :

w (P A0) = m(ffa-p) = £ ma-p o3 o
k=n k=n k=n m—++00
Or, par le théoréme de la limite monotone :
+oo . mo
Et, par continuité de la fonction exponentielle :
P( () Ax) = exp <ln <IP’( N Ak)>> = exp < > In(1 —pk)> — 0
k=n k=n k=n m—+00

+oo
Ainsi, P( () 4z) = 0.
k=n

e. Soit n € N*.

+oo
C ﬂ Ap
k=n+1

+oco +oco
m A, = A, N ﬂ Ag
k=n

= k=n+1

La suite ( N Ak> est donc croissante.
k=n neN*

f. Notons Cy, = (| Ag. La suite (Cy,),,cy+ étant croissante, pour tout m :

k>n
U NA = UGCw=0Cn= N 4
n=1 k>n n=1 k>m

g. Par le théoréme de la limite monotone :

o - o() -

= ml_l)I}rloo P(Cp) = ml_l}I_I&oo 0=0 (d’aprés la question d.)
On en déduit que P(B) = 1-P(B) = 1

Exercice 36. (%% %) (adapté de oraux - ESCP 2012 - voie §)

—x

1) Montrer que pour tout t € R™, onal—z <e
2) On dispose d’une urne vide au départ.

x Le premier jour, une personne met une boule numérotée 1 dans l'urne,
la tire, note son numéro et la remet dans l'urne (!).

x Ensuite, & chaque nouvelle journée, elle ajoute une boule qui porte le
numéro du jour considéré, elle tire alors une boule au hasard, note le
numeéro de cette boule et la remet dans 'urne. Le processus se poursuit

indéfiniment . ..
a. Soient £ € N* et (E;);c[1,¢q une famille de ¢ événements indépendants.
{
—>_ P(E:)
Montrer que 'ona: P( () E;) < e =1

b. On note Ay : « la boule numérotée 10 sort lors du k°™ tirage ».
Déterminer P(Ay).

c. A l'aide des événements Ay, exprimer I’événement : « la boule 10 sort
au moins une fois a partir du n®™¢ tirage » (o n € N).
Déterminer la probabilité de cet événement en considérant son contraire.

d. A laide des événements Ay, exprimer I’événement : « la boule 10 sort
une infinité de fois ».
Déterminer la probabilité de cet événement.

e. A l'aide des événements Ay, exprimer 1’événement : « la boule 10 sort
une infinité de fois de suite ».
Déterminer la probabilité de cet événement.

Démonstration.

1) La fonction exp est convexe. Sa courbe est donc située au-dessus de sa
tangente au point d’abscisse 0, droite d’équation y =1+ z.
On en déduit que :
VueR, e* > 1+u

et donc pour tout z € R, e™® > 1 —ux.
(en prenant u = —x)

11
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2) a. Par indépendance des événements de la suite (E;) et donc de leurs

complémentaires :

¢
- R ¢ 4 - P(E)
IP( E) = [IP(E) = [[A-P(E;)) < [[eBF) = e =1
1 1 1

1<l

.« La boule 10 ne peut étre tirée avant le 10°™¢ jour.

Donc P(A;) =0si 1<k < 10.
o Le k°™€ jour, 'urne contient k& boules.

1
Donc P(Ag) = % si k > 10.

. L’événement A : «le 10 sort au moins une fois & partir du n“™¢ tirage »

+o00

sécrit A = |J Ag. Les événements de la suite (Ax) ne sont pas 2 a 2
k=n

incompatibles. Par contre, il sont indépendants. Ainsi, on écrit :

P(A) = 1-P(4) = 1—IP<U Ak> = 1—1@(0 Ak>

k>n k>n

et, d’aprés le théoréme de la limite monotone :

400 mo
P A = 1 P A

D’apres la question 2)a., les événements de (Ay) étant indépendants :

P( | &) < exp(—3 P(Ak»:exp(— 5 1) — 0

n<k<m k=n k=sup(n,10) k | m—too

m

- —> oo
k—1 k m—+4oo

(puisque la série harmonique est divergente et a termes positifs)

car

L —
Comme P | N Ak) > 0, par théoréme d’encadrement :
k=n

+oo
k=n

m—+00

ce qui signifie que P( () Ax) = 0 et donc P(A4) = 1.

k>n

d. L’événement B : « le 10 sort une infinité de fois » s’écrit :

+oo
B=N U 4

+o0o
Pour n € N*, notons B, = |J A.

k=n

—+00 +oo
B, = An U U Ak 2 U Ak = Bn+1
k=n+1 k=n+1

La suite (B,,) est donc décroissante. Ainsi, par le théoréme de la limite
monotone :

W) = e (o) - p(5) -

Or, d’aprés la question précédente :

lim P (Bp)

m——+00

P(B,) = P(U 40 =1

Et enfin P(B) = lim 1=1.

m——+00
Le 10 sort donc presque strement une infinité de fois.

. L’événement C : «le 10 sort une infinité de fois de suite » s’écrit :

+oo
C=U N 4

nzl k=n

—+00
Pour n € N*, notons C,, = [ Ag.

k=n

+oo +00
C, = A, N N A C [ A = Chp1
k=n+1 k=n+1

La suite (Cy,) est donc croissante. Ainsi, par le théoréme de la limite
monotone :

+o00o m
ro) = p(Ue) = m r(0 ) = m rew

12
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“+o0o +00
Enfin: C,, = () A4s=AnN [ Ar C A, Dou:
k=m+1

0 < P(Cp) < P(4Ap)
D’aprés la question 2)b., P(A,,)

k=m

— 0.
m——+00

Ainsi, par théoréme d’encadrement, P(C,,) — 0. On en déduit :

m—-+00

P(C) = lim P(Cp) = 0

m—r—+00

La probabilité que le 10 sorte une infinité de fois de suite est donc
nulle. O

Evolution d’une grandeur aléatoire dans le temps (discret) -
chaines de Markov

Exercice 38. (% %)

Une information est transmise a l'intérieur d’'une population. Avec une pro-
babilité p, c’est I'information correcte qui est transmise & chaque étape d’une
personne & une autre. Avec une probabilité 1 —p, ¢’est I'information contraire
qui est transmise. On note p, la probabilité que 'information aprés n trans-
missions soit, correcte.

a. Donner une relation de récurrence entre p,+1 et p,.

b. En déduire la valeur de p,, en fonction de p et de n.

lim p,. Qu’en pensez-vous ?
n—-+oo

c. En déduire la valeur de

Démonstration.

« Nommage des événements
Notons I,, 'événement : « l'information initiale (correcte) est transmise
aprés n transmission ». Ainsi I,, est 'événement : « I'information contraire
a U'initiale (incorrecte) est transmise aprés n transmission ».

« Récupération des données de I'énoncé
Il faut bien comprendre ’énoncé. L’idée est qu’une personne transmet soit
I'information telle qu’il ’a obtenue (avec une probabilité p) soit I'informa-

tion contraire a celle obtenue.

On en déduit donc :
x P(I1) = p,
x Pr—(Iny1) = p donc Pr—(In1) = 1 —p,
(ces deux quantités existent bien d’aprés [’énoncé)
x Pr,(In+1) = p,
x P(I,) = pp donc P(I,,) = 1 — p,.

o La famille (I,,,I,) est un systéme complet d’événements.
Ainsi, par la formule des probabilités totales :

P(InJrl) = P( I, r_]InJrl ) + P( TnﬂInJrl )
= P(I,) x Pr,(Ins1) + P(n) x Pr(Iny1)
donc ppt1 = pn X P + (1-pn) x (1-p)

= pXpp+l—p—pn+pXxXpy
= -1 xpn+(1-p)
La suite (py,) est donc arithmético-géométrique.
« L’équation de point fixe associée a la suite (p,) est : . = (2p—1)z+(1—p).

Elle admet pour unique solution : A = 5

e On écrit : Pny1 = (2p—1) x p, + (1—p) (L)
A= 2p—-1) x X 4+ (1-=p) (L)
et donc ppy1—A = (2p—1) X (pn—A) (L1)—(L2)

Notons alors (vy,) la suite de terme général v, = p, — \.

« La suite (v,) est géométrique de raison (2p — 1). Ainsi, pour tout n € N :

(2p—1)" " x (p1 = A)

e (o)

1
=umtA = (-3 &-D"" 45

v = 2p—1)""'xuv =

On a donc, pour tout n € N: p,

13
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e Or:0<p<ldonc0<2p<2et—-1<(2p—1)<1.
(on écarte le cas p =0 et p=1 qu’on pourrait traiter a part)

1
Ainsi (2p —1)""' — 0. On en déduit que p, —>

n—-+4oo n—-+oo 5

La probabilité que 'information initiale soit transmise & terme (aprés une
infinité de transmission) est donc de %

Cela peut paraitre surprenant car ce résultat est indépendant de p. En fait,
I'information initiale est transmise correctement s’il y a un nombre pair
(éventuellement nul) d’erreurs. Si le nombre de transmission est infini, la
probabilité que le nombre d’erreurs soit pair est la méme que probabilité que
le nombre d’erreurs soit impair. O

Exercice 41. (% %)

Un jeu entre deux joueurs A et B est divisé en parties indépendantes.

A chaque partie, celui qui perd donne un euro au gagnant. La probabilité

que A gagne est p € |0, 1] et la probabilité que B gagne est ¢ =1 — p.

1. Les joueurs A et B possédent au total une somme de N euros. Le jeu
s’arréte dés que 'un des deux joueurs est ruiné, c¢’est-a-dire posséde une
somme nulle. On note py la probabilité qu’a le joueur A, en partant de la
somme k supposée entiére, d’étre ruiné par la suite.

a) Calculer pg et py.

b) Montrer que py = ppg+1+9pPr—1, pour tout k tel que : 1 <k < N—1.

1 N —k
¢) On suppose p = 3 Montrer que pp = ———.

N
N k
_ (4
(1) - ()
~ .
O
p
e) Déduire de ce qui précéde la probabilité g; qu’a le joueur B, en partant

de la somme N — k, d’étre ruiné par la suite.
Calculer pi + qi. Interpréter le résultat.

S

1
d) On suppose p # 5 Montrer que p, =

2. Le joueur B est infiniment riche et le joueur A dispose d’une somme k.

1
a. On suppose p < 3

Montrer que la probabilité que le joueur A se ruine est 1.

1
b. On suppose p > 3

k
Montrer que la probabilité que le joueur A se ruine est : (q) .
p

Démonstration.

1. a) « Sile joueur A commence le jeu avec 0 euro, alors il est ruiné dés le
début du jeu. Et le jeu s’arréte donc avant d’avoir commencé.
Ainsi pg = 1.

o Si le joueur A commence le jeu avec N euros, alors le joueur B
commence avec N — 0 = N euros. Et le jeu s’arréte donc avant
d’avoir commencé. Ainsi py = 0.

b) Soit k € N tel que : 1 <k < N — 1. Notons :

e G4 : «le joueur A gagne la premiére partie »

e R X,k : «le joueur A finit par étre ruiné en possédant a la i®™° partie
une somme de k euros ».

e On anotamment R Al i - «le joueur A finit par étre ruiné en possédant
au départ une somme de k euros » et donc P(R ;) = pg.

Comme (G 4, G 1) forme un systéme complet d’événements, d’aprés la
formule des probabilités totales :

Pk = P(RAl,k;) = P(GAHRAl,k) + IP’(CTAQRAI,JC)

o Remarquons tout d’abord que : G4 N RA{,C = GaN Rﬁkﬂ
Si A gagne la premiére partie et se retrouve ruiné en étant parti de
k euros, alors A s’est retrouvé ruiné en commencant la deuxiéme
partie a k 4 1 euros.
Inversement, si A gagne la premiére partie et se retrouve ruiné en
commencant la deuxiéme partie a k 4+ 1 euros, c’est qu’il avait k
euros au départ.

14
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« D’autre part, comme P(G4) =p #0 :
P(GaNRiy) = P(Ga) Pay (R i)

o Enfin : PGA(RA%kJrl) = Pg, (RAl,kJrl)
En effet, sachant que G 4 est réalisé, un jeu réalisant R AZ’ gl

x commence par une victoire de A,
x se poursuit par un jeu o A posséde la somme initiale de k + 1
euros et finit ruiné. Ceci correspond & un jeu réalisant de R |, 41

« Par un raisonnement similaire : G4 N R Al B = GaANR A2 k1
Et comme P(G4) =q #0 :

P(GANRE 1) = P(Ga) Pa;(Riy_1) = P(Ga) Po(Riyy)
En combinant ces résultats, on obtient :
P(Rax) = P(Ga) Pa,(Rixp) + P@Ga) Poi(Riy)
i.e. Pk = D Pk+1 + q Pr—1

c) et d) La suite (pg)ren est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

« L’équation caractéristique associée a la suite (p,) est z = pr? +q.
Il s’agit donc de chercher les racines du polynéme :

PX)=pX?-X+gq
P a pour disciminant :
A=1—4pg=1—4p(1—p) =4p®> —dp+1=(2p— 1)

Les racines de P sont donc :

1—(2p—1) 2(1- 14+ (2p—1
_1=@-h _20-p) ¢ o G-

2p 2p P 2p

71
Ces racines ne sont pas forcément distinctes :

1
rL =719 & g:1 &S qg=p & 1—p:p<:>p:§
p

1
o Sip# 3 alors r1 # r9. La formule explicite de (p,) est donc :

Vn< N, p, = ar™+8r"

ou les valeurs « et 8 sont données par le systéme :

n 3 1 = o}
Po = o N
S &
(){pNZOéTlN+BT2N 0 = « q>
p
N
ce qui conduit s =—+ et (= pN

O
;) - ()

Et ainsi, pour tout £k < N, pr = ( N
("
p

1
e« Sip= 5 alors r; = ro = 1 = r. La formule explicite de (p,) est
donc :

Vn<N, p, = ar"+8nr" = a+8n

ou les valeurs « et 8 sont données par le systéme :

Po = « 1 = «
S &
(){pN:a+BN {O:a—i—ﬁN
Ainsi letf !
insia=1let f=——.
N k  N-—k
Et donc, pour tout £k < N =1-— ="
ne, pour tou X 4V Pk N N
e) Un jeu au cours duquel le joueur A finit ruiné en partant de la somme
k correspond & un jeu au cours duquel le joueur B finit ruiné en par-
tant de la somme N — k.
Pour obtenir ¢, il suffit donc de reprendre I’étude précédente en rem-
placant p par q et k par N — k.

15
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N N—k .
(2) — (9) 2°™M€ cag i p = —
. 1 q a)  ro._..=T
.Slp;éi,alorsqk: ~ o | N—k N
By — s ipp=—7— ~ — =1.
(q) 1 n a alors : pg N a N
q N Ainsi, on obtient encore : lim pg = 1.
Soit en multipliant numérateur et dénominateur par () : N—+o00
p . 1
i 3¢ cas : 4 < 1, c’est-a-dire p > 3
1= (g> ’ q a\"
G = ——" Comme 0 < = <1, lim <> = 0. Ainsi ;
1— (E) p N—4oco \ P
p
\N g\*
Sip=—. al i i i () -() eyt
. 1 = —, alors = —. = -7 7 = =
p 2 g N N—1>I—I§—100 Pk N—1>r—ri-loo (2)]\[_1 D
Dans les deux cas, on obtient p; + ¢ = 1. La probabilité que 1'un p O

des joueurs soit ruiné, c’est-a-dire que la partie s’arréte au bout d’un
nombre fini de coups, est égale a 1.
Le jeu s’arréte donc presque siirement.

2. Etudier la situation quand le joueur B est infiniment riche, c’est étudier
la limite de p; quand N tend vers 4oo.
1
e 1% cas:si L >1 (& g>p e 1—p>p & p<§)
77777 p

lim
N—+4oc0

N
(p) =0 et
q

Et ainsi : lim pp =
N—+o0

Exercice 42. (% %)
Deux joueurs A et B jouent aux échecs sans discontinuer.

e Le joueur B gagne la premiére partie.

o La probabilité que A remporte sa partie sachant qu’il vient de remporter
la précédente est de 0, 6.

o La probabilité que B remporte sa partie sachant qu’il vient de remporter
la précédente est de 0, 5.

On note p,, la probabilité que B remporte la n®™€ partie.

Montrer que (p,,) est arithmético-géométrique et donner sa formule explicite.

Démonstration.

Soit n € N*.
+ Nommage des événements

Notons B,, 'événement : « le joueur B remporte la n®™® partie ».

Ainsi B,, est 'événement : « le joueur A remporte la n®™¢ partie ».
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o Récupération des données de 1’énoncé

D’apreés I'énoncé :

x P(By) =1,

x Pg- (ﬂ) = 0,6 donc PBTL(BnH) = 0,4,
x Pp,(Bnt1) = 0,5,

x P(By) = pp donc P(B,) =1 — p,.

o La famille (B,, B,) est un systéme complet d’événements. Ainsi, par la

formule des probabilités totales :

P(Bni1) = P( B, N By ) + P( B, N Bpy1)
= P(B.) x Pp,(But1) + P(B,) x ]P)E(Bn-&-l)
donc  ppy1 = py X 0,5 + (1—pp) X 0,4
= 0,5%xp,+0,4—-0,4 % py,
1 4
- 0,1 4 = — =
0,1 pn+0, 02T 1o
La suite (py) est donc arithmético-géométrique.
4
« L’équation de point fixe associée a la suite (p,,) est : z = 0% + 1o
Elle admet pour unique solution : A = 9
. 1 4
* On écrit : DPntl = 10 X pn + 10 (L1)
1 4
A= 10 X A+ 10 (L2)
1
etdonc pay1—X = 5 X (Pn — ) (L1)—(L2)

Notons alors (vy,) la suite de terme général v, = p,, — .

1
« La suite (vy,) est géométrique de raison 10" Ainsi, pour tout n € N* :

vy = <110>n_1 X v = (110>n_1 X (p1=A)
JORRCN

On ad tout n € N* + A > L\ + 1
n a donc, pour tout n : = = - = —.
1 1 n—1
. OI‘ 1< TO < 1. AIHSI <10) n—>_+>oo 0.
. 4
On en déduit que p,, — —.
n—+o0o 9

4
Ainsi, la probabilité que le joueur B remporte & terme la partie est de 9 ]
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