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7. Montrer que pour tout p € N, on a : ’g(p)(()) ’ > p?P e,

zP.

(p)
. : . o . . . 8. En déduire le rayon de convergence de la série entiére g '(O)
Feuille d’exercices n°11 : Intégrales a parameétre p>0 P
La fonction g est-elle développable en série entiére en 07
Partie II — Le théoréme de Borel

9. Déterminer deux nombres complexes a et b tels que pour tout x € R :

1 a b
Exercice 1 (d’aprés CCINP 2019 - PSI) 1+22 o—i * x+1
. _ . . ” . . e 1
Partie I — Deux exemples de fonctions indéfiniment dérivables 10. On considére la fonction ¢ définie sur R par : Va € R, ¢ (z) — )
. . P x—1
On considere la fonction f définie sur R par : Montrer par récurrence que pour tout p € N et tout z € R :
+o00 , —1)Pp!
Ve e R, f(x :/ e~ t1=itz) gy P)(z) = =0t
) f( ) 0 w ( ) (.I‘ _ Z-)p_;,_l
1. Montrer que la fonction f est bien définie sur R. 11. Déterminer, pour tout p € N, la dérivée p-iéme de la fonction ¢, définie sur
+o0 .
Pour tout p € N, on note I', = / tPe™t dt. R par : 1
0 Va € R, ¥1 (33) = 2
2. Pour tout p € N, justifier 'existence de I',, et déterminer une relation entre L+
[py1 et Ty 12. Montrer que pour tout p € N et tout x € R, on a :
PR o
3. En déduire, pour tout p € N, la valeur de I',. (2 + i)p'H (- i)p_1| <201+ xQ)pT
4. Montrer que f est indéfiniment dérivable sur R et déterminer, pour tout
z € R et tout p e N, (). En déduire que pour tout p € N et tout x € R*, on a :
L o @) (v) p!
5. En déduire le rayon de convergence de la série entiére » e o1 ()] < i
p=0 D x

. _ ’ P N 7
La fonction f est-elle développable en série entiere en 07 13. Pour tout réel a, notons ¢, la fonction définie sur R par :

B 1
14 o222

On considére la fonction g définie sur R par :

too . Vo € R, pq(x)

Ve eR, g(z) = 5 e k-ika)
k=0 Montrer que pour tout p € N et tout x € R* :

6. Montrer que ¢ est indéfiniment dérivable sur R et déterminer, pour tout

|
@ p-
z € R et tout p € N, g (z). |al ‘Soap (37)’ <

= |gg|p+1
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On considére une suite réelle (an)nen et on lui associe la suite de fonctions Exercice 2 (d’aprés CCINP 2020 - PSI)

(tn)nen définies sur R par : . i . . .
Partie I — Transformée de Laplace de la fonction sinus cardinal

ap x"

Vn €N, Vx € R, uy(z) = ———— OO sin(t too

’ ) un(@) 1+nla2 a? Pour z > 0, on note : F(x) = / t()e_tz dt, G(x) = / e "sin(t) dt
0 0

14. Pour tout n € N, on note a,, = vVnla,. Montrer que pour tout entier p > 0,

tout entier n > p et tout réel x, on a :

+o0
et H(x) = / e " cos(t) dt.
0

» | 1. Montrer que : Vt € Ry, |sin(t)| < ¢.
WP () =a, S (P) T ank o0k (g . C e
n = \k) (n— k) Pan 2. Montrer que les fonctions F', G et H sont bien définies sur ]0, +-o0].

3. Montrer que lim F(x)=0.
15. En déduire que pour tout entier n > 0 et tout entier p € [0,n — 1], on a : rrheo . _ L
uq(lp)(()) — 0, et déterminer u%n) 0). 4. 1f\/Ion;c.rer gue F est de classe C* sur |0, +oo[ et exprimer F’ a l'aide de la
onction G.

16. Montrer que pour tout entier n € N*, tout entier p € [0,n — 1] et tout réel . .
5. Trouver une expression simple pour G et pour H.

x,ona: ,
|[nP—1 (on pourra calculer H(x) + iG(x))
ulf) (@) < F——pt2" +oo
vn! En déduire, pour « € |0, +o0], la valeur de / e cos(at) dt.
0

too . . .
17. En déduire que la fonction U = Y wu, est bien définie et indéfiniment déri- 6. En déduire une expression simple pour F'. Que vaut F (1)?

n=0

vable sur R. Partie IT — Autour de la formule de Viéte

18. Montrer que U(0) = ag et que pour tout entier p > 1, on a :
7. Montrer que pour tout ¢ > 0 et pour tout n € N* :

[y

p—
U®(0) = 3 wP(0) +play n t sin(t)

n=0 [[Tecos| = | =—"'—

Pl 2k 27 gin(t/2")
19. Déduire de ce qui précéde que pour toute suite réelle (b,)pen, il existe une
fonction f indéfiniment dérivable sur R telle que pour tout p € N, on ait : 8- Montrer que pour tout ¢ > 0 et pour tout n € N* :
®)(0) =

FP(0) = by. n 12! 2%k — 1
Ce résultat est appelé théoréme de Borel. Il a été démontré par Peano et IT cos (L) = on1 > cos < o t)
Borel a la fin du X1x¢ siécle. k=1 k=1

On pourra raisonner par récurrence et utiliser lidentité :

cos(a) cos(b) = = (cos(a+ b) + cos(a — b))

N
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9. En déduire que pour tout ¢ > 0 :

sin(t 1 2

n=+oo 2n—1 Px

10. Montrer que pour tout x > 0 :

11.

L’objet des trois questions suivantes est de redémontrer le résultat précédent de

120 [t 2k — 1
F(z) = lim > / cos < t) e dt
0

n—+oo 2n—1 =1

On pourra introduire, pour tout n € N*, la fonction f, :]0,4+00[— R définie

21\
2n

par :

1 2n—1
Yt € 10, +oo[, fu(t) = sz coS
=1

En déduire que :

n—1

™ .
= lim 2"
n—-+o0o E—1

fagon plus élémentaire.

12. Déterminer :

13.

14.

2n71
lim 2"t1$
n—-+o00 k=0

—1

- ) _ lim — cos<2k1t>

=1

2n

2n

1

(2k —1)2 4220

1
4k? 4 227

en écrivant cette quantité a ’aide d’une somme de Riemann.

Soit n € N*. Montrer que pour tout k € [0,2" 1] :

1 1 4x2m 141 y 1
4k2 4220 (2k —1)2 4220 T 14220 4k2 + 220
En déduire que :
n—l—12n_1 1 1
lim 2 — =0
w2 <4k2 Y2 (2k—1)2+ 22n>

et retrouver le résultat de la question 11.

Exercice 3 (d’aprés CCINP 2022 - PSI)
Partie II — Calcul d’une intégrale de Gauss

Pour tout n € N\ {0}, on pose :

Vn £2\"
Jn = / <1 — ) dt
0 n

Pour tout n € N\ {0} et pour tout ¢t € R, on pose :

2\"
un(t) = (1—) si0<t</n,

n
0 sinon.

Enfin, on considére I'intégrale de Gauss :

too 2 gt
l{ = eiif
/[oo V’2ﬂ

1. A l’aide d’un changement de variable simple, déduire de la ?? que la suite

(Jn)neN\ {0y converge et donner sa limite.

2. Montrer que la suite de fonctions (Un)neN\ {0y converge simplement sur R

et donner sa limite.

3. Montrer que pour tout z € R, on a: 1 +x < e”, et en déduire que pour tout

n e N\ {0} : .
VtERL, 0 < uy(t) <e™

4. Montrer que 'intégrale K est convergente, puis déduire des questions précé-

dentes une valeur exacte de K.
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Exercice 4 (d’aprés CCINP 2016 - MP)

Expression de la fonction Digamma a ’aide d’une série

Partie préliminaire 3. Pour = € 0,400 et pour tout entier n > 1, on définit la fonction f, sur

1. a) Soit x € ]0,+o0].
Démontrer que la fonction ¢ + e **~! est intégrable sur ]0, +ool.

b) On note alors, pour tout x € |0, +o0] :

+o0
I'(z) = / e it at
0

(fonction Gamma d’Euler)
Démontrer : Vz € |0, 4o00[,I'(x) > 0.

¢) Démontrer que I est dérivable sur ]0, +o0o] puis exprimer I(x) sous forme

d’intégrale.
n

1 1
—dt ——.
t

2. Pour tout entier n > 2, on pose u,, = /
n

n—1

a) Utiliser un théoréme du cours pour justifier simplement que la série Y wu,

n>2 4.

converge.
no1
b) Pour tout entier n > 1, on pose H,, = T~ In(n).
k=1

Démontrer que la suite (Hy,),>1 converge.
La limite de la suite (H,),>1 sera notée v dans tout le sujet (7 est appelée
constante d’Euler).
Dans la suite de ce probléme, on définit, pour tout x € ]0, 4+o0] :

i) = I;((f))

appelée fonction Digamma.

10, 400 telle que :

— L)ty g ,n
Vt €0, +o0f, fn(t) = { (=)t telon)

0 sit € |n,+oo|

a) Démontrer que, pour tout z < 1, In(1 — z) < —=z.
En déduire que, pour tout entier n > 1, pour tout z € |0, 4o00[ et tout
t €]0,+o0[ :
0 < folt) <e i1

b) En utilisant le théoréme de convergence dominée, démontrer que, pour
tout = € 10, +o0] :

n t n
[(z) = lim (1 — > t" 1 at
0 mn

n—-4o0o

On pose, pour tout n € N et tout x € ]0, +oo] :

1
I,(x) :/0 (1 —w)"u®"! du

a) Aprés avoir justifié 'existence de l'intégrale I,,(x), déterminer, pour z > 0
et pour n > 1, une relation entre I,(x) et I,_1(z + 1).
b) En déduire, pour n € N et = € |0, 400[, une expression de I,(z).
¢) Démontrer que, pour tout x € ]0, 4+o0] :
n! n”®
I'(z) = lim ———— (formule de Gauss)

n——+o0o II(J?+—k)
k=0
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n
5. Pour tout entier n > 1, on note toujours H, = > 1 — In(n).
k=1
En remarquant que, pour n > 1 et z € |0, 400 :

1 n T v X —x

L R06E) e (D))

= kl;[1<+k e k];ll +o)e
démontrer que, pour tout x € |0, +o0] :

1 n
_— YT '[[| | |
['(z) e nllﬂroo k=1

(Q+p)er)

(formule de Weierstrass)

6. a) En déduire que la série
k>1
10, 400

x x .
(ln (1 + %> - %) converge simplement sur
“+o00
b) On pose, pour tout z € 0,400 : g(z) = >

2 (05 %)

Démontrer que g est de classe C! sur |0, 4+o0[ et exprimer ¢/(x)
somme d’une série de fonctions.

¢) En déduire que, pour tout x € ]0, +oo] :

_ +o0
=2 E ()

x

—

,(:1:

I(z

~—

On rappelle que, pour tout z € ]0, +ool, ¥(x) =

~—

+oo
7. a) Que vaut 1(1)? En déduire la valeur de I'intégrale / e ln(t) dt.
0

b) Calculer, pour tout z € |0, +oo[, ¥(x + 1) — ¢(x), puis démontrer que,
n—11
pour tout entier n > 2, (n) = —y + > T
k=1

¢) On pose, pour tout (z,y) € ]0,+oo[> et k € N :

1 1
T kty+l ktyta

Jk(y)

Démontrer que la série Y ji converge uniformément sur |0, 4+o00].
k=0
En déduire lim ¢(x +n) — (1 +n).
n—-+00

8. Déterminer 'ensemble des applications f définies sur ]0, +oo[ et a valeurs
réelles vérifiant les trois conditions :

x f(l) ==
x pour tout z € ]0,+oo[, f(x +1) = f(z) + é,
x pour tout = € ]0, +oo, nll)r}rloo (f(x+n)— f(1+n))=0.

Exercice 5 (d’aprés CCINP 2020 - PC)
L’objectif de cet exercice est de démontrer la convergence de I'intégrale de Di-

richlet :
oo
. /
0
et de calculer sa valeur.

On considére la fonction f : [0, 400 x |0, +00[— R définie par :

sin(t)
t
On définit également la fonction w : [0, 4+00[ X ]0, +00[— R par :

sint

— dt
t

efxt

V(x,t) € [0,+00] x ]0,+00[, f(x,t) =

xsin(t) + cos(t)
1+ 22

Dans ’exercice, on pourra utiliser sans la démontrer I'inégalité |sin(t)| < |¢]
valable pour tout t € R.

—xt

V(z,t) € [0,400[ x ]0,+o00[, u(z,t) =

Partie I - Préliminaires

1. Soit z > 0. Montrer que la fonction ¢t — f(xz,t) est intégrable sur |0, +o0.

2. En utilisant par exemple une intégration par parties, montrer que l'intégrale
I est convergente si et seulement si I'intégrale :

/+°° 1 — cos(t) gt
0

t2

est convergente. En déduire que l'intégrale I converge.




PSI

2022-2023

3. Soit x > 0.
Montrer que ¢ — u(z,t) est une primitive de la fonction t — sin(t) e~ sur
I'intervalle 0, 4+o00].

Dans la suite de I'exercice, on définit la fonction F : [0, +00[— R par :
+o0
Va € [0, 4o00], F(x) :/ f(z,t) dt
0
Partie II - Calcul de F sur |0, +o0]

1
4. Montrer que |F(z)| < — pour tout z > 0. En déduire la limite de F' en +o0.
x

5. Soit a > 0.
Montrer que la fonction F' est dérivable sur [a, +oo] et que 'on a :

+oo
Vz € [a, +oo[, F'(z) = —/ sin(t)e " dt
0

6. En déduire que la fonction F' est dérivable sur ]0,+oo[ et déterminer une
expression de F'(z) pour tout z €]0,4+o0c[. Conclure que :

Ve >0, F(x) = g — arctan(x)
Partie III - Conclusion

On considére les fonctions Fy : [0,1] — R et F5: [0,1] — R définies par :

1 —+o00
vz € [0,1], Fl(:x):/o Flo ) di et FQ(@«):/1 Fat) di.

7. Montrer que la fonction Fj est continue sur [0, 1].
8. Soit x € [0,1].

t
Montrer que la fonction ¢ — u(;;, ) est intégrable sur [1, +o0o] et que :
xsin(1) 4+ cos(1) _ /+°° u(x,t)
F: = * dt
2(1’) 14 2 € + 1 $2

9. Montrer que la fonction F» est continue sur [0, 1].

10. En déduire que la fonction F' est continue en 0, puis déterminer la valeur de
I'intégrale I.




