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Feuille d’exercices n°3 : Intégration

Techniques de calcul d’intégrales

Exercice 1
Calculer les intégrales suivantes :

2
a)/ te?t dt
0

b) /16 In(z) dx

4
1
c)/2 1— a2

4
d) /1 vz In(z) dx

Lot
gt
e)/o 2t + 1

1
f) / zV3x+1dx
0
12
9) /0 z6 +1

1
x
h ——dx
)/0 vV1—2z4

dzx

Exercice 2

Soit g la fonction définie sur R par g(z) = In <

x In(1+ z)
rz+1 T
A T'aide d'un changement de variables, montrer que, pour tout z € RT :

/90 e 'In(1 +e') dt = g (e*) + 2In(2)
0

Exercice 3
Déterminer la nature des intégrales suivantes, et donner leur valeur en cas
oo Vi

de convergence.
2 x 2 In(z)
dt 2. — 3. 5
0 Vvt 1 (z—1)3 1 x

+oo 1 J +oo 1 J
LI = - - _ v
4 /0 Aroe @ s/ /oo 20+ a2 ™

dx dx

Exercice 4

Soit x un réel strictement positif et » un entier naturel non nul.
—+00

1. Etudier la convergence de l'intégrale I,,(z) = / e "dt.

—In(x)

2. FEtudier suivant les valeurs de z, la convergence de la série de terme général

I, (z).

3. On pose J,(x) = / _tl_ie_dt.
—In(x) 1—et
a) Justifier la convergence de l'intégrale J,(x).
On distinguera les cas 0 <z < 1let z > 1.
n_ gk

— = Jy(x).
=1 k

+oo nt

b) Montrer que

4. On suppose ici que 0 < x < 1.
—t

a) Etudier la fonction g définie sur [— In(x), +o00[ par g(t) = : © —.
—e
+o0 eft +o0 (L‘k
b) Calculer / ; dt et en déduire la valeur de ) —.
—h’l(CC) —e k=1 k

Changement de variable affine

Exercice 5 )

Pour tout couple d’entiers naturels (p, q), on pose B(p, q) = / tP(1—t)? dt.
0

1. Soit (p, q) € N2. Montrer que : B(p, q) = B(q,p).

__pP
q+1

o

Soit (p, q) € N* x N. Etablir la relation : B(p, q) B(p—1,q+1).

3. Calculer, pour tout entier naturel n, B(0,n).

4. En déduire la valeur de B(p, q), pour tout couple d’entiers naturels (p, q).

n 1
5. En déduire une expression simple de kgo (—1)k (Z) PR pour tout

(n,p) € N,
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Exercice 6
Soient a et b deux réels strictement positifs et f € C1(R) telle que I'intégrale

Exercice 9

F : R —- R

too f (t) On considére la fonction : sin(x)
/1 ~ dt converge. T . V1—t2dt
+OO _ ac COos(x
1. Montrer que, pour a > 0, on a : / M dr = &dt. 1. Déterminer le domaine de définition de F et préciser son domaine d’étude.
a &z ba 1 , . Lo, . .
2. Montrer que F' est de classe €* sur R. Préciser la dérivée de F' et étudier
2 f(br) — f(az) : ’

2. En déduire que l'intégrale /

dzx existe et vaut f(0) In (ﬂ) .
0 T b

400 e—bw _eox
3. Montrer 'existence / —— dx et donner sa valeur.
0 X

1
4. Déduire de la question précédente la convergence et la valeur de / (1)
0 n

Intégrale fonction de ses bornes

Exercice 7

xX
On considére la fonction f définie par f: z +— / dt.
1

14 ¢2
1. a) Démontrer que f est définie sur |0, 4o0].
Montrer que f est dérivable sur |0, +o00[, et calculer f’.

b) En déduire f(x) pour tout = € |0, +o0].

2. Retrouver ce résultat en posant le changement de variable u = %
Exercice 8
too ot
On considére la fonction H définie sur Ry par H(x) = / 1 dt. 5.
x

1. Montrer que H est bien définie sur R, .

2. Montrer que H est de classe ¢! sur Ry, et calculer H'(z), pour tout
xz = 0.
3. Montrer que lim zH(z)=0.
T——+00
+00

4. Montrer que I'intégrale I = H(t) dt est convergente et calculer sa

valeur en fonction de H(0).

3.

In(t) 2.
+

ses variations.

Donner I’allure du graphe de F.

; Exercice 10
Z ~ 4+.On consideére la fonction : F

[2m,27]\ {0} — R
2T sin(t
v - 0

™ 1 1
- i du.
[ (s~ ) st
b) En déduire le signe de F' (7).

dt

. Montrer que F' est paire.

a) Démontrer : F(m) =

3. En s’inspirant de la question précédente, déterminer le signe de F'(27).

4. a) Montrer que F' est indéfiniment dérivable sur son ensemble de défini-

tion. Préciser la dérivée de F' et étudier ses variations.

b) Montrer alors que F' s’annule exactement quatre fois et isoler chacun
de ses points d’annulation.

t3
E.
b) En déduire que F se prolonge par continuité en 0 en une fonction G.

a) Vérifier : Vt € R, |sin(t) - t‘ <

¢) Préciser la valeur prise par la fonction G en 0, puis montrer que G est
de classe €' sur [—2m, 27].
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Sommes de Riemann

Exercice 11
Calculer les limites des suites dont on donne le terme général ci-dessous.

n—1 k3 4 L= i 1
Loun= 2. 05 ST 2 On 1 R (20 1 k) — ln(n))
n—1 k2 n 1
_ 5. sy, =
2. vy, = kz::O nd + k3 k§1 n(n + k:)
nok (2n)!) =
3. w, = — . =

Exercice 12
Etudions I’erreur commise lorsque I'on approche une intégrale par une somme
de Riemann.

On considére la fonction f définie sur [0, 1] par f: x — 1522
x

/()] < M

1. Justifier 'existence d’un réel M tel que Vz € [0,1],
Déterminer un tel réel M.

2. Montrer que pour tout entier naturel n non nul :

(%) —/01 oy < 3 / r(5)-sw| a

3. En déduire que pour tout entier naturel n non nul :

() o <

1 n

2.

Ng=1

1 n

> f

Np—1

Exercice 13

Pour tout n € N*, on pose : u, =

< 1
= 6n2’

3. Démontrer que la suite (uy),en+ converge et déterminer sa limite.

2. Démontrer, pour tout n € N* :

Inégalité de Cauchy-Schwarz et inégalité de Minkowski

Exercice 14
Soit (a,b) € R? vérifiant : a < b. Soient f et g deux fonctions réelles définies
et continues sur [a, b].

1. On considére la fonction :

¢ : R = R

e [

Montrer que ¢ est une fonction polynomiale positive et que, sauf dans un
cas particulier que ’on identifiera, son degré est 2.

t)+zg(t ))2 dt

2. Etablir, dans tous les cas, la formule :

A

b
t/ (g(1))? dt

5. Démontrer: ¢ [ ¢ [ W [
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Intégrales définies par une relation de récurrence

Exercice 15

1
On pose, pour tout n € N, I, = /
0

xn

V-2

1. Montrer que I,, existe, pour tout n € N.

dz.

2. Montrer que la suite (I,)nen est convergente.
_2n
C2n+1
b) En déduire I'existence et la nature de la série de terme général
vp, = In(I,) — In(f,—1), puis la limite de (I,)pen-
4. Pour tout n € N, on pose J,, = /nl, et K, =+v/n+11,.

a) Montrer que les suites (Jp,)nen et (K )nen sont adjacentes.
a

3. a) Montrer que, pour tout n € N*| I, I, 1.

b) En déduire qu’il existe un réel a > 0 tel que I,, ~

n—-+o0o \/ﬁ
b) On admet la formule de Stirling : n! ~

n" e "/ 27mn.
n—-+o0o
m >2n+1ﬁ

5. a) Calculer I, en fonction de n.

NG

Mont I, ~
ontrer que nn—>+ooe <2n+1

¢) Déterminer la valeur de a.

Exercice 16
+oo 1
Pour n € N, on pose : J,, = / e u"du et I, = / (t In(¢))" dt.
0 0

1. Montrer que Jy est convergente, et calculer sa valeur.

2. Montrer par récurrence que, pour tout n € N, I'intégrale J,, existe.
A Taide d’une relation de récurrence entre J,, et J,, 11, déterminer la valeur
de J, pour tout n € N.

3. Montrer que, pour tout n € N, I'intégrale I,, est convergente.

1
4. Soit x € ]0,1[. En posant u = —(n + 1) In(¢), calculer / (t1n(t))™ dt.

1
5. En déduire la valeur de I,, = / (tIn(t))™ dt, pour tout n € N.
0

Exercice 17

+oo
Pour tout n € N*, on pose I, = /

dx

At et up, = /nIy,.

—00
+oo 2

e~ 7 dx = V2.

1. Pour tout n € N*, montrer que I, est convergente.
Etablir une relation de récurrence entre I, et I,41.

On admet que /

—00

2. Montrer que la suite (u,)nen+ est monotone et étudier sa convergence.

3. Calculer I, pour tout n > 1.

r?) < 22

+00 9
/ e ™ dx.
— 00

b) Montrer que, pour tout n € N* : / e dp = ﬁ
o LD

¢) En déduire une minoration de la suite (uy,)nen+ €t conclure que la suite
(un)nen+ ne tend pas vers 0 lorsque n tend vers +o0.

4. a) Montrer que, pour tout réel z : In(1 +
En déduire que pour tout n > 1: I, >

+oo

. . ) 2n a4
5. Montrer qu’il existe un réel « tel que ~ .
n n—+o0 \/ﬁ
Lien séries intégrales
Exercice 18 )
Soit f la fonction définie sur [2, +oo[ par : f(t) = )
n

+00
1. Quelle est la nature de I'intégrale / f(t) dt?
2

2. Déterminer le tableau de variations de f.
1

3. En déduire la nature de la série ) |, ——5—.
nln®(n)

1
4. Généraliser ce résultat en déterminant la nature de la série ) 5
n>2 nln”(n)
ou g > 1.
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Exercice 19 .

ez

fz) =

On note f la fonction définie, pour tout = > 0, par : —5-
x
+oo
1. a) Pour tout n > 1, on pose I, = / f (z) dz. Montrer que I'intégrale
n
I,, est convergente et exprimer I,, en fonction de n.

1
b) En déduire que I, ~ —

n—+oo M, )

2. Montrer que la série de terme général u,, = f (n) est convergente.

k+1
3. a) Etablir que pour tout k € N*, f (k+1) < / f(x)dx < f (k).
k

b) En sommant soigneusement cette derniére inégalité, montrer que :
1

N +oo +oo en
Vne N, Y wp<Li< Y wt—
k=n+1 k=n+1 n

¢) Déduire des questions précédentes un équivalent simple, lorsque n est
1

. ek
au voisinage de +oo, de . 5.
k=n+1 k

Critéres de comparaison (fonctions continues positives)

Exercice 20
On considére, pour n € N, la fonction f,, définie sur R* par :

nln(x)

On définit également sur R* la fonction h par :

In(z)

Ve >0, h(z) = 1T 22

Dans tout I’exercice, n désigne un entier naturel non nul.

1. Montrer que f,, et h sont continues sur R’ et étudier leur signe.

o In(x)
2

2. a) Montrer que l'intégrale impropre / dx est convergente et
1

T
déterminer sa valeur.

+00
b) Montrer que l'intégrale impropre / h(z) dx est convergente.
1

Dans toute la suite de 1’exercice, on note K l'intégrale impropre :
+oo
K = / h(zx) dz
1
1

3. a) Montrer que l'intégrale / h(zx) dz est convergente.
0

1 1
b) En posant u = —, montrer que : K = / h(u) du.
x 0

+o0o
¢) En déduire que l'intégrale impropre / |h(z)|dx converge et est
0
égale a 2K.
+oo
d) En déduire également que 'intégrale impropre / h(z) dx converge
0

et vaut 0.

4. a) Montrer que, pour tout réel x strictement positif : |f,(x)] < |h(x)].

+oo
En déduire la convergence de 'intégrale / fn(z)de.
0

h(z)
b) Mont tout : — = —7.
) Montrer que, pour tout z > 0 : h(z) — fn(x) T R
400 K
¢) En déduire successivement : 0 < / (h(x) = fu(x)) de < 1
1 n

K 1
et : ol < /0 (h(z) — fu(x)) de < 0.
+oo
d) Mont c i n(x)dr = 0.
) Montrer que Jm ; fa(z)dzr =0

5. Calculer, pour tout >0, lim f,(z).
n——+00

400 —+o0
fu(x) dx :/ lim f,(x) dx?
0

n—-+o0o

lim
n—-+o0o 0

A-t-on

ot
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Exercice 21 Exercice 22
1. Soit f la fonction définie sur R par 1. Déterminer la nature des intégrales généralisées suivantes :
% xT +oo 1 +oo +oo
0 + 0
C désigne la courbe représentative de f dans un repére orthogonal. oo (avec ne N) oo |
_ n(z
a) Montrer que f est continue et dérivable sur R. b) / e da d) / i T dx f) / +<z$ dx
B - 1 - 0 e
b) Etudier les variations de f et déterminer ses limites en +00 et —o0 iooo oo
Tracer la courbe C. 9) / = t1+ = dt i) / o—at (1 _ eft)n di
0 0
c¢) Montrer que pour tout x > 0,ona: 0< f(z) < 1. (avecn € N) (avecn €N et a>0)
2. Montrer que 'aire comprise entre la courbe C et ses asymptotes est finie. too gt +oo yhgat
+oo h) / — dt ) / —— dt
3. Pour tout entier naturel n, on pose : I,, = / f(x)e™ du. 0 L+t 141
0 (avec n € N) (avec x € R} et k € N)
a) Montrer que, pour tout n € N, l'intégrale I,, est convergente. 3
1 p . P x
b) Montrer que pour n > 1, ona: 0< I, < —. En déduire lir}rl I.. 2. Déterminer un équivalent de 7(1 pep lorsque x tend vers +oo.
n n—-+00
+oo x
¢) Montrer que pourn > 1,ona: Vo >0, f(z) = f(z)e ™+ roke En déduire la nature de l'intégrale /0 1+ o) dz.

k=1
+oo 1 +oo
En déduire que : Y — = / f(z) dx.
0

=1 k2
+oo
dret K, = v
1
0

euz —

eur 41
a) Montrer que, pour tout v > 0, les intégrales J, et K, sont conver-
gentes.

b) Calculer, pour tout v > 0, J, et K, en fonction de J; et K.
c¢) Etablir que J; — K1 = 2.J5.

d) Déduire des questions précédentes une relation simple entre J; et K7,
puis entre J, et K.

+oo
4. On pose pour tout u > 0, J,, = /
0

Intégrales a paramétre (avant d’avoir traité le chapitre)

Exercice 23

2.

3.
4.

xZ. 1 +T
P >0 = dt.
our x , on pose f(x) /0 11
1
1. Vérifier que pour x > 0, f(z) + f(z + 1) = ar 1
T

Donner le sens de variation de f.
(indication : pour tout 0 < a < b, montrer que f(b) < f(a))

En utilisant la question 1, déterminer la limite de f en +o0.
a) Démontrer que : Vo > 0, f(z) + f(x +1) < 2 f(x).
b) Démontrer que : Vo > 0, f(z) + f(x +1) > 2 f(z +1).

¢) En déduire un équivalent simple de f en +oo.
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Exercice 24
Etude de la fonction T
+00 2
On rappelle que I'intégrale e 2
—O

dt est convergente et :

dt = V27

+o0 2
1. Montrer que l'intégrale / e” T dt est convergente, et calculer sa va-
0
leur.

2. a) Déterminer, pour tout réel =, la valeur de lim ¢**le~?

t—+00

+oo
b) En déduire la convergence de 'intégrale / t*~le=t dt, pour tout
1

réel .

1
¢) Déterminer les valeurs du réel z pour lesquelles I'intégrale / t*le7t dt
0
est convergente.

d) En déduire que la fonction Gamma d’Euler :
+oo
iz / t*te=t at
0

est définie sur |0, +ool.
3. a) Calculer I'(1).
b) Etablir une relation entre I'(x) et I'(z 4 1), pour tout réel strictement

postif z. En déduire la valeur de I'(n), pour tout n € N*.

2

1 too
¢) Démontrer : I’ (2> = \/i/ e 2 du.
0

2p+ 1Y (2p)!
2 - 220!

En déduire : Vp e N, T’ < NG

Exercice 25

Soit f la fonction définie pa =
it f nction définie par f(x) /1 T 1

1. Déterminer I’ensemble de définition de f.

“+00 T
dt

2. Quel est le sens de variation de f 7

3. Soient a, b deux réels tels que 0 < a < b, montrer que :

0<

Q[+
S| =

fla) = f(b)

<

En déduire que f est continue.

. Déterminer f(z)+ f(x + 1) pour z > 0.
En déduire la limite de f en 0 et en 4o0.

Exercice 26

+0c0 1
Soit f la fonction = +— /
1

——dt.
t=(1+1)
. Déterminer I'’ensemble de définition de f.

. Montrer que f est monotone.

1
2
1
3. Montrer que f(z) + f(z + 1) = — pour z > 0.
x
4. a) En utilisant les questions 2 et &, déterminer la limite de f en 0.

b) Déterminer un équivalent de f en +o0.
(on pourra démontrer que : Vx>0, f(x)+ f(x +1) <2 f(x)
et f(x) + flz+1)=>2 f(z+1))

1
5. Calculer f(1) et f (2>
1
Exprimer f(n+1) et f <n + 2) en fonction de n pour n € N*,

(_1)k—1 (_1)k—1
En déduire que les séries > - oh 1 sont convergentes
k>1 -

et calculer leur somme respective.

et >

k>1
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Exercice 27
dt

1+ ¢4 ¢+l
1. Montrer que le domaine de définition de f est ]0, +o0.

+oo
On pose, quand 'intégrale converge, f(x) = /
1

2. Montrer que f est décroissante sur |0, +o00].

oo dt
3. a) Pour z > 0, justifier 'existence de g(z) = / —_—.
1 (1)

1 t:v—l
b) Pour z > 0 et t > 1, simplifier Pl puis calculer g(z).

" In(2)
¢) En déduire que, pour tout z > 0: 0 < f(z) < —=.

T

Déterminer la limite de f en +oo0.
In(2
4. a) Montrer que : Vz > 0, 0 < n; ) — f(x) < 1

b) En déduire la limite et un équivalent de f(z) quand z tend vers 0.

Autre

Exercice 28

, . t2—1
Soit f définie par : f(t) =

A+ epVie

+o0
1. Montrer la convergence de [ = / f(t) dt.
0

. On pose F(z) = /OI f(t) dt.

1
Calculer I a I’aide du changement de variable u = T

1
2. Montrer que, pour tout x > 0, F(z) = F ()
x

En déduire qu’il existe (a,b) € R? et une fonction ¢ tels que :
V>0, Fl)= 242 4 lim e(z) =0
v ’ )= x x3 3 x—1>r—o{loo e =

On précisera les valeurs de a et b.

€T
3. Montrer que G(x) = In(x) +/ F(t) dt posséde une limite finie en +oo.
1

Intégrale faussement impropre

Exercice 29

1
On pose [ :/
0

1
" /
0

1. Montrer que 'intégrale I est convergente.

xIn(x)

dx, et pour tout n € N :

11—z

2" In(x)
11—z

1
dr et Jn:/ " In(z) dx
0

2. Montrer, pour tout n € N, que l'intégrale I,, est convergente.
xIn(x)

3. Montrer que, pour tout z € ]0,1[, —1 < < 0. En déduire que,

pour tout n € N*, —— < [, <0, puis la limite de I,,, lorsque n tend vers
+00. "

4. Montrer que l'intégrale J, est convergente pour tout n € N, et calculer
sa valeur.

n
5. Calculer ) Ji, pour tout n € N*.

k=1
n+l 1
En déduire que : Vn € N*, [ = —’;2 72 + Iyt

Enoncés de concours

Exercice 30 (E3A 2021)
—+00

Pour tout entier naturel n non nul, on pose : I,, = / exp (—t") dt.
1

1. Justifier, pour tout n € N*, I'existence de I,,.

2. (Question modifiée en attendant d’avoir accés au théoréme de convergence
dominée)
a) Démontrer : Vu € Ry, (1+u)" > 1+nu.

+o0o
b) En déduire : Vn € N*, 0 < I, < / exp(—1—n(t—1)) dt.
1

¢) En déduire la limite de la suite (I;)nen-
3. En le justifiant, effectuer le changement de variable u = t" dans I,,.
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Exercice 31 (CCINP 2022)

Partie I — Convergence d’une suite

Soit n € N'\ {0}. Pour tout k& € [0,2n], on pose : aj, =

22n+1 \ k

m

1
Pour tout m € N, on pose : I, = / (1 — t2) 2 dt.
0

1. Montrer que la suite (I,),,cy est décroissante.

m+ 2
2. Montrer que pour tout m € N : I, 19 = m+2 m-
m+ 3

3. En déduire que pour tout n € N* :

I V2n ¢ s

= - e 1= — Q
T @20+ 1) ann’ el o
Iop—1 _ Ipp—o

4. Montrer que pour tout n € N* : 1 <

— <27 (apn)? < L
2n

5. En déduire la convergence de la suite (an,p),~, puis :

1
En déduire : 17

1/«
n—+oo 2 n

Partie II — Calcul d’une intégrale de Gauss

Vn £2\"
Pour tout n € N*, on pose : J, = / (1 — > dt.
0 n

Pour tout n € N* et pour tout ¢t € Ry, on pose :

2\ "
(1—) si0<t<vn
un(t):

n

0 sinon

Enfin, on considére I'intégrale de Gauss :

oo 2 dt
K = e 2 ——
/oo V 27'['

V2n <2n> |

A laide d’un changement de variable simple, déduire de la 5 que la suite
(Jn)pen+ converge et donner sa limite.

Montrer que la suite de fonctions (uy), oy« converge simplement sur R

et donner sa limite.

(Autrement dit, on cherche, pour toutt € Ry, la limite de la suite (un(t))nen+)
Montrer que pour tout x € R, on a : 14 x < e”.

En déduire que pour tout n € N* : Vt € Ry, 0 < up(t) < et

Montrer que 'intégrale K est convergente, puis déduire des questions pré-
cédentes une valeur exacte de K.

/0+°° un(t) dt—/0+oo < Jim un(t)> it)

(On pourra admettre : lim
n—-+00

n—-+40o

Exercice 32 (CCINP 2021)

Dans toute cette partie, on suppose que « € |0, 1].
L’objectif est de donner un équivalent de f,(z) quand x tend vers 1.

+oo
Pour tout x € ]0, 1], on considére I'intégrale : I(z) = / — dt.
0

IL’t

toz

1. Justifier que, pour tout = € |0, 1], 'intégrale I(x) est convergente.

o

On rappelle que la fonction I' d’Euler est définie sur R par :
+00
Vs e R, I'(s) = / t57t et dt
0

Pour tout z € |0, 1[, déterminer une expression de I(x) faisant intervenir
In(z), a et T'(1 — ).
t
x
Prouver que, pour tout z € |0, 1], la fonction ¢ — = définie pour tout

t € R% est décroissante sur R* .

. En déduire, pour tout z € ]0, 1], 'encadrement :

too it too ot
1 0

En déduire un équivalent de f,(x) quand z tend vers 1.
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Exercice 33 (CCINP 2020) N Exercice 35 (E3A 2020)
o -
Pour z > 0, on note : F(x) = / sin(?) et dt, Soient a un réel strictement positif et f une fonction continue sur R.
0 t +o0 A — f(t)
Pour tout A réel, on pose I(\) = / ————= dt, lorsque cela existe.
+oo +oo a t
G(z) = / e sin(t) dt et H(z)= / e " cos(t) dt ) ) )

0 0 1. Dans cette question, et uniquement cette question, f est la fonc-
1. Montrer que : Vt € Ry, |sin(t)| < t. tion ¢+ cos <1 T2 )
2. Montrer que les fonctions I, G et H sont bien définies sur |0, +o0]. a) En utilisant un développement asymptotique de f au voisinage de oo,
3. Montrer que lim F(z) = 0. donner un équivalent de A — f(¢) lorsque ¢ tend vers I'infini.

T—+00

4. Montrer que F est de classe %1 sur 10, +00[ et exprimer F' a Iaide de la b) En déduire 'ensemble des valeurs du réel A pour lesquelles I(\) existe.

x
; t
fonction G. ¢) Donner alors un équivalent de / f®) dt lorsque x tend vers I'infini.
(Question admise a ce stade de 'année. On pourra utiliser dans la suite : a t
Vo >0, F'(z) = —G(x)) 2. On suppose qu’il existe A et p deux réels pour lesquels I(\) et I(u)

5. Trouver une expression simple pour G et pour H. existent. Prouver que 'on a : A = p.

(On pourra calculer H(z) +iG(z)) 3. Pour tout z réel, on pose Hy(z) = / (A= f(t)) dt.

—+o00
En déduire, pour a € ]0,4+00], la valeur de / e cos(at) dt. a) Justifier que H) est de classe €' sur R et préciser H ().
0

6. En déduire une expression simple pour F. Que vaut F(1)? b) Démontrer que si Hy est bornée sur R, alors I(\) existe et :

oo Hy(t)
Exercice 34 (CCINP 2019) I(A) = / 2 dt
On considére la fonction f définie sur R par : ¢

4. Désormais on suppose que f est continue sur R et T-périodique (7" > 0).

+oo )
Ve eR, f(x)= / e~t1—it2) gy a+T
0 a) Démontrer que la fonction ¢ : x — / f(t) dt est constante.
x

1. Montrer que la fonction f est bien définie sur R. Montrer alors que 'on a, pour tout réel x :

“+o0o
Pour tout p € N, on note I'), = / tP et dt. T
0 H)\(:c—i-T)—H)\(x):/\T—/ f@t) dt
2. Pour tout p € N, justifier I'existence de I',, et déterminer une relation 0

entre I'p 1 et T'y.
ptl P b) Montrer qu’il existe une unique valeur Ag du réel A pour laquelle la

3. En déduire, pour tout p € N, la valeur de I',. suite (Hy(a + nT)), ey st bornée
n )

¢) Prouver que, dans ce cas, la fonction H) est périodique et bornée dans R.

10
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d) Déterminer alors toutes les valeurs du réel A pour lesquelles I(\)
converge.

x
t
e) Dans le cas oit A\g # 0, déterminer un équivalent de / fi) dt lorsque
x tend vers 'infini. ¢

5. Pour tout entier naturel n non nul, on pose :
w/2 : w/2 :
sin(nt sin(nt
An:/ Mdt et Bn:/ Mdt
0 sin(t) 0 t
a) Prouver que A, existe. On admettra qu’il en est de méme pour B,.
b) Déterminer un équivalent au voisinage de 0 de la fonction :

t— = !
t  sin(t)

¢) Démontrer que la suite (A, — By )nen+ est bornée.
d) On effectue dans B,, le changement de variable u = nt.

(i) Donner un équivalent de B,, lorsque n tend vers U'infini.
On pourra utiliser les résultats établis a la question 4.

(i1) En déduire un équivalent de A, lorsque n tend vers I'infini.
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