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Feuille d’exercices n°1 : Séries numeériques

Nature d’une série

Exercice 1
Déterminer la nature des séries suivantes, sans chercher a calculer leur somme.
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Exercice 2
Déterminer la nature des séries suivantes, sans chercher a calculer leur somme.
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Exercice 3
Déterminer la nature des séries suivantes, sans chercher a calculer leur somme.
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Nature d’une série a ’aide d’un développement asymptotique
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Exercice 4
Déterminer la nature des séries suivantes, sans chercher a calculer leur somme.
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Calcul de sommes a vue (sommes usuelles) Suites adjacentes
Exercice 5 Exercice 7
Etudier la nature et calculer la somme (si elle existe) des séries suivantes (on  On considére les suites (uy, )nen+ et (vn)nen définies par :
pourra discuter selon la valeur de x, dans les questions ot un z intervient). 0 1 w1
5 7 An? +5n n(n — 1)z" Vn € N7, un:glgfln(n) et vn:kglgfln(n+1)
a. v - -~ @@
92n—5 9- > 5n m. ). oy
1) a. Montrer que (up)nen+ et (vn)nen+ sont deux suites adjacentes.

nitl n—1 n2gn b. En déduire qu’il existe v € R et une suite (a,) de limite nulle tels

b. > ln( - ) Y 3n DY ol que : .
n
S 4 =In(n) 7+ a
2 —1)" k=1
> n i 2 ?” 0 2 (471) (le réel v est appelé constante d’Euler)
¢ ¥ 5 nd —1 v est app
2) a. Démontrer que : Vn € N, v, < v < up.
_9)n 2nt2 ; :
S iy 3( '2) p. Ty b. [?emontrer que : Vn € N, |y — up| < |vn — up.
n: ) c. Ecrire un programme Python qui affiche une valeur approchée de ~v
a 1074 preés.
n n+1)2 n(n 4+ 3)
D kY In <( >2 ) ¢ 2 " . . '
n(n +2) Critére spécial des séries alternées
(—1)7n2 l o . n2—n }Sxercme 8 (d§fres INP).d\ SR ‘4

> g Y S (n13)! our tout n € N*, on considére le polynéme P, (X) = +vnX —1.

Exercice 6
Justifier la convergence et calculer la somme des séries suivantes :

2 1 1
a.Zln(l—i—M) bzm c.

Pour la question e., on pourra déterminer la valeur de 14 5™ + 52" pour
n congru a 0, 1 ou 2 modulo 3.

(3n)!

1. Montrer que, pour tout n € N*, P, admet une unique racine réelle posi-
tive, notée u,, dans la suite.

2. Déterminer la limite de (uy,).
3. Etudier les séries Y uy, et > (—=1)" uy,.
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Exercice 9
Etudier la convergence des séries Y. a, et > (—1)"a, dans les cas ou la
suite (a,) est définie par :

ap € 10,1] ap >0

2 Vn e N, = In(1
Vn e N, Ap41 = Aan _; 2% n an+1 1’1( + CLn)
Exercice 10 (d’aprés Centrale)

Pour tout n € N*, on note respectivement S, et S la somme partielle d’ordre

L. 1 n+1
n et la somme de la série > ( \/)ﬁ .
n=>1

1. Démontrer : Vn € N*, Sy, <5 < Sopy1-
En déduire un entier n tel que : S, < S < S,, + 1074,

2. Ecrire les instructions Python permettant de tracer les 200 premiers
termes de la suite (.Sy,).

3. Pour tout n € N*, on permute les termes de S, alternant, dans 'ordre

d’apparition, un terme positif, deux termes négatifs et on note :

1 1 1 1

1
VR TVAT T T

la somme partielle d’ordre n associée.

T, =

a) Ecrire les instructions Python permettant de tracer les 200 premiers
termes de la suite (7},).

b) Que peut-on conjecturer sur la limite de la suite (7},) ?
¢) Démontrer cette conjecture.

4. Méme question en alternant deux termes positifs, puis un terme négatif,
dans l'ordre.

Exercice 11
Soit a € 10, ].
On souhaite démontrer la convergence et calculer la somme des séries :

cos(na) . sin(na)
AT e A
nx1 n nx1 n
1 tn
1. Pour tout n € N, on note : I, = / dt.
o 1+t

a. Montrer que la suite (,,) tend vers 0.
Calculer Iy, et I, + 1,41 pour n € N.

n _]_ k
b. Montrer : Vn € N*, (=1)"I,, =1In(2) + > ( k) .
k=1

c. En déduire la convergence et la somme de la série

2. On pose, pour t € [a, 7| et pour tout n € N* :

1 n

o(t) = T et

a. Montrer : S,,(t) = p(t) (/D — ¢it).
. oit/2
Exprimer ¢(t) e en fonction de Snt/2)’
™

o(t) TVt gr — 0.

a n—+oo
(indication : on pourra utiliser une intégration par parties)

mno

b. Montrer :

c. En déduire que la série >
n>1 n

converge, et :

+ eina ™ )
3 = —1In(2) —i—i/ o(t) e dt

n=1 T

. . cos(na
d. En déduire la convergence et la somme des séries > cos(ner) et
n=>1 n
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Séries de Bertrand

Exercice 12 !
—— ou (o, ) € R2.
ne (ln(n))ﬁ

1. Cas a # 1. Comparer asymptotiquement u,, &

Pour tout n € N*, on note : u,, =

nd+a)/2
En déduire la nature de la série ) uy.

(indication : on distinguera les cas a« > 1 et a < 1)

2. Traiter le cas a = 1 & ’aide d’une comparaison série-intégrale.

Produit de Cauchy

Exercice 13
On considére la série > u, dont le terme général est défini par :

U0::0
(="
NG

1. Montrer que la série > wu, converge, et qu’elle ne converge pas absolu-
ment.

Yn>1, u, =

2. Soit Y wy, le produit de Cauchy de la série > u, avec elle-méme.

a. Montrer que pour tout n > 2 :

n—1 1
w, = (=1)" _—
0" 2 k(n — k)
b. Justifier : )
Vi€ [Lin—1], 0 < k(n—k) < %

En déduire que le produit de Cauchy > w,, diverge grossiérement.

3. Ce résultat est-il en contradiction avec le théoréme de convergence des
produits de Cauchy ?

Reste d’une série convergente

Exercice 14 (d’aprés INP)

LU | too ]
Poura>1etn€N*,onposeS:Zk—aetRn: > T
k=1 k=n+1

1. Encadrer R, et en déduire un équivalent de R,,.
2. Etudier la convergence de la série < selon .
3. Soit x, = R,2/R,,. Discuter la nature des séries Y x, et > (—1)"xy,.

Formule de Stirling

Exercice 15
Le but est de prouver I’équivalent suivant (a connaitre) :

2mn (ﬁ>n
e

n"y/n U
PV e — <n+1>

1. Pour tout n € N*| on pose u, =
e”n! Un,

n! ~
n——+oo

a. Déterminer la nature de la série > v, puis de la suite (ln(un))neN*.

A (3)" NG

b. Montrer qu’il existe A € R% tel que : n! ~
e

n—-+oo
2. Intégrales de Wallis

jus

2
On pose, pour tout n € N, w,, = / (sin(t))" dt.
0

a. Montrer que la suite (wy,)nen est positive, décroissante, et :

n+1
VTLEN, Wp+2 = mwn
2n)! T T
b. Montrer : Vn € N, wq,, = 22(”(71)')2 X 5 et (n+1) wpyrw, = 9

c. Déduire des questions précédentes deux équivalents de wo,, et conclure.
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Séries a termes positifs et critéres de convergence des séries

Exercice 16 (d’aprés INP)
Soit (an)n>1 une suite réelle positive. Pour tout n € N* on note :

n an,

bp =[] (14+ag) et Un = 3=

k=1 n
n 1
1. a) Montrer : Vn € N*, >~ up =1 — o
k=1 n

b) En déduire que la série > w, converge.
1
2. Pour tout n € N*, on note : a, = —, ot v € R.
n

Etudier la convergence de la suite (by,).

Exercice 17
1. a) Soit z € [0,1]. Montrer que : 0 < 22 < z.
b) On considére (z,) une suite de réels positifs.
Montrer que : Y. x, converge = Y. x2 converge.

2. Exhiber un contre-exemple dans le cas ou la série étudiée n’est pas a
termes positifs.

Exercice 18
Soient (uy,) et (vy,) deux suites réelles.
On suppose que les séries Y u,2 et > v,? convergent.

1. Démontrer : Va € R,Vb € R, 2ab < a® + b.

2. A laide de I'inégalité précédente, démontrer que la série > up vy est
(absolument) convergente.

Exercice 19

o . . ug >0
0) dére 1 t défi :
n considére la suite (u,,) définie par { Vi €N, Unii = tin + U2

1) a. Montrer que la suite (u,) est croissante.
b. Montrer que la suite (uy,) diverge vers +oo.
In(uy,)
o
a. Montrer que pour tout ¢t > 0 : In(1 +1¢) < .

2) On pose, pour tout entier naturel n, v, =

1
b. Montrer que, pour tout n € N: 0 < vpy1 —vp < ——.
on+1 Uy,
c. Montrer que la série de terme général v,41 — v, est convergente.
d. En déduire que la suite (v,)nen converge. On note ¢ sa limite.

3) a. Montrer, a 'aide de la question 2b :

1

2™ U,

n evape Na 0< Un4p+1 — Un <

b. Montrer que, pourn € N: 0 < /f— v, <

’ . n
c. En déduire : u,, ~ €2

n——+oo
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Reégle de Raabe-Duhamel

Exercice 20 (d’aprés TPE - écrit ESA 2009)
Soit (uy,) une suite & termes strictement positifs.

un—l—l:l_é_i_ o 1
Up, n  noteo \n /)

1. Soient (z,,) et (yy,) deux éléments de (R )N telles que, a partir d'un certain

On suppose qu’il existe 8 € R telle que :

rang :
T+l _ Yntl
nr. < Jnr.
Tn Yn
Montrer : z, = O (yp).
n—-+oo
2. Soit o € R tel que o # 5.
. U w .
Trouver un équivalent de il ”H, ol w,, = n%
Up, W

3. Montrer que si § > 1 (resp. f < 1), alors la série > w, converge (resp.
diverge).

4. Montrer que pour 8 = 1, on ne peut pas conclure a priori sur la nature
de la série Y up.

1
(indication : on pourra considérer les cas des séries ), — ety ——5—)
n nln(n)

Sommes télescopiques

Exercice 21

s . Lo ag >0
On considére la suite (ay,) est définie par :
(an) P { VneN, ap1 = e ™ ay,

. Montrer que : Vn € N, a, > 0.

a
b. Quelle est la nature de la suite (a,)?

e

Montrer que la suite (a,) est convergente et déterminer sa limite.
d. On pose b, = In(a,). Calculer b,+1 — b, en fonction de a,,.

e. En déduire la nature de ) a,.

Exercice 22
On consideére la fonction f définie sur R par :

flo) = S

On appelle (uy,) la suite définie par :
Un

{ ug = 1
Vn €N, upig = -
i f(un)

1) a. Etudier la fonction f et dresser son tableau de variations.
b. Montrer que (uy,) est strictement positive et strictement décroissante.

c. En déduire que (uy,) est convergente et donner sa limite.
Un+1
Unp

— 1.

On pose pour tout n € N: v, =

2) a.

b. Montrer que (v,) est convergente de limite nulle.

Montrer que (v,,) est strictement négatif.

n—1
c. Pour tout n € N*| simplifier > In(1+ vy).
k=0

d. En déduire la nature de la série > vy,.
Dans la suite, on admettra :
x? 2

ST Sl <

Vz € [0,1] i

8) a. En déduire la nature de la série > u,2.

b. En utilisant le résultat de I'exercice 17, déterminer la nature de ) wy,.
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Exercice 23 c. Déterminer la limite de I,, — In(n) quand n tend vers +oo.
: . . 0,1 . : .
On considére la suite (u,,) définie par : uo € 0,1] 9 3. On définit, pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 2 :
VneN, uptr = Up —uj
1. Montrer : Vn € N, u,, € ]0,1]. S — i 1
. .. n 2 1
2. Montrer que la suite (u,) converge et donner sa limite. k=2 VK= —
3. Etudier la nature de la série Z U%L et donner sa somime, si elle existe. a. Pour tout k entier Supérieur ou égal a trois’ montrer qu’on a:
U
4. Prouver que la série ) In <n+1> est divergente. k+1 1 k
Un / flx) de < —=——= < f(x) dzx
5. En déduire la nature de > up. k Vk®—1 k=1
P 1
Comparaison séries intégrales b. En déduire : Vn > 3, Ini1 < Sp < In + el
Exercice 24 c. Démontrer : S, ~ In(n).

n——+oo

On définit la fonction :
4. On considére a € R et on définit, pour tout entier n > 2 :
f o+ [2,400] = R

n 1
1 — -
T e S N T

1 1 a. Dans cette question, o = 1. Trouver deux réels a et b tels que :
1. Démontrer que pour tout réel z >2ona: — < f(z) < .

x x—1 1 a b

' - " o1 k-1 ktl
2. Pour tout entier n > 2, on définit 'intégrale : I, = / f(z) dx.
2

a. En utilisant Vinégalité de la question 1., démontrer : En déduire une expression de T, et sa limite quand n tend vers +oc.

) b. Pour quelles valeurs de « la suite (7,) est-elle convergente ?
hIJIrl I, =+
n—-+0o0

b. On définit la fonction F' suivante :
F : [2,400] — R
T = In(z+ V2?2 -1)

Calculer la dérivée de F.
En déduire une expression de I, en fonction de n.
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Exercice 25
On note f la fonction définie sur |1, +oo[ par :

1
xIn(z)

Vo e |l,4o00[, f(x)=

1) Etudier les variations de la fonction f et tracer sa courbe représentative.
k
2) Montrer : Vk >3, ona: f(k) < f@t) dt < f(k—1).
k-1

Pour tout entier naturel n > 2, on note : S, = Z f(k).

1
. M n '
3) a. Montrer que : Vn >3, S, 21n / ft) nln(n)
b. En déduire que pour tout entier naturel n =
1
— < < -
In(in(n) — In(In(2)) < Sa < In(In(n)) ~In(n(2)) + 777

c. Etablir que : S, ~ In(In(n)).

n—-+oo

Pour tout entier naturel n > 2, on note :
up, =S, —In(In(n+1)) et v, =S, —In(In(n))

4) A T'aide de la question 2, montrer que les suites (uy)n>2 et (v )n>2 sont
adjacentes. On note ¢ leur limite commune.
1

nlin(n)’

(indication : on pourra commencer par démontrer que vy, —{ < vy —Uy )

5) a. Montrer, pour tout entier n > 2: 0 < v, — £ <

b. En déduire une fonction en Python qui calcule une valeur approchée
de £ 4 1073 prés.




