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Feuille d’exercices n°1 : Séries numériques

Exercice 25
On note f la fonction définie sur |1, 4+00] par :

1
xIn(z)

Vo e |1, 4o00[, f(z)=

1) Etudier les variations de la fonction f et tracer sa courbe représentative.

Démonstration.
1

« La fonction f est de classe € sur |1, +oo[ car elle est I'inverse f = — ot g : © +— zIn(x) :
g

x est de classe € sur |1, 4o00].
x NE S’ANNULE PAS sur |1, +ool.

e Soit x > 1.
In(z) + 7 ~ In(z) +1

S @) =~ GnE) = en@)?

Comme (x In(z))? > 0, la quantité f/(z) est du signe de —(In(z) + 1).
Or:In(z) 4+ 1> 1> 0. On en déduit le tableau de variation suivant.

T 1 +00

Signe de f'(z) —

“+00

Variations de f \

o La courbe représentative de f admet pour tangente en e la droite d’équation :

y=f(e) (x—e)+ f(e)

0

Or: f'(e) = —e% ~ —0,27.

8 |




PSI 2024-2025

2) Montrer : Vk > 3, on a: f(k) < - ft) dt < f(k—1).
Démonstration.
Soit k > 3. Soit t € [k — 1, k].
E—1<t<k
donc fB) < f(t) < f(k—1) (par décroissance de f sur]l,4o00[)

k k k (par croissance de lintégrale sur un
et / f(k) dt < f(t) dt < f(k—1)dt SEGMENT, les bornes étant dans l’ordre
k

-1 k=1 k=1 croissant (k >k —1)
k
ainsi FRy< [ f) dt< fk—1)
k—1
k
On a bien : Vk > 3, on a : f(k) < f@t) dt < f(k—1). .
k—1
Pour tout entier naturel n > 2, on note : S, = > f(k).
k=2
3) a. Montrer : Vn >3, S, — = </nf(t)dt<S— !
* T 2In(2) T, =7 nln(n)
Démonstration.
Soit n > 3.

D’aprés la question précédente :

k
vk € [3,n], f(k) < A;lﬂﬂdté Flk—1)

En sommant ces n — 2 inégalités, on obtient :

k n

Sk o< S [ fwa <X fh—1)
k=3 k=3 Jk-1 k=3
S, — 1(2) Lnﬂﬂﬁ S(n) — f(n)

(relation de Chasles)

La derniére égalité est obtenu par décalage d’indice :

n n—1
> f(k=1)= 3 f(k) = S~ f(n)
k=3 k=2
. . 1 ! 1
On obtient : Vn > 3, S,, — 2 (2) < /2 f(t) dt < Sp — nln(n) O
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b. En déduire que pour tout entier naturel n > 3 :

1
In (In(n)) —In (In(2)) < S, <In(In(n)) —In (In(2)) + ()
Démonstration.
o D’aprés la question précédente, pour tout n > 3 :
" 1
< e
x Sp < /2 f@t) dt+ 3(2) (inégalité de gauche),
x Sp = /2 f(t) dt + nhi(n) (inégalité de droite).
On en conclut :
n 1 n 1
l+——= < 5 < PEY
é fO it Ty < 0 A U ™)
. Or .
n n 1
ft)dt = / L dt
IR s (D)
= [In(|In(®)]) ]
= In(In(n)) —In(In(2))
On en conclut :
1 1
_ < < _
In(In(n)) — In(In(2)) + nn(n) S Sp < In(In(n)) — In(In(2)) + ()
Enfin, comme n > 3, In(n) > 0 et donc ! > 0.
nln(n)
Finalement : ¥n > 3, In (In(n)) — In (In(2)) < S, < In(In(n)) — In (In(2)) + 21;(2)
0

c. Etablir: S, ~ In(In(n)).
n—-+oo
Démonstration.

« Soit n > 3. Alors n > e et donc In (In(n)) > In(In(e)) = 0.
En divisant I’encadrement de la question précédente par In (ln(n)), on obtient :

~ In(In(2)) Sh, ~ In(In(2)) 1 1
! In (In(n)) S In(In(n)) s In (In(n)) * 21n(2) In (In(n))
o (n(2)
. In(In(2
< T () = 1
im In(In(2)) 1 1
) nL—&-oo ! In(In(n)) + 21n(2) In (In(n))

D’aprés le théoréeme d’encadrement, on en déduit :

S

lim ———~ =1
n—+oo0 In (In(n))

Autrement dit : S, ~ In(In(n)).

n—-+oo
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Commentaire

Puisque S, ~ In(In(n)) et que lim In(In(n)) = +o0, on obtient : lim S, = +oo.

n—+oo n—-+o0o n—-+o00

Cela permet de conclure que la série ) est divergente.

1
nln(n)

Pour tout entier naturel n > 2, on note :
Uup =Sy, —In(In(n +1)) et v, =S, — In(In(n))

4) A laide de la question 2, montrer que les suites (uy,)n>2 et (vn)n>2 sont adjacentes.
On note ¢ leur limite commune.
Démonstration.
Soit n > 2.
o Remarquons tout d’abord :

Uptl — Uy = Spy1—Sp — (ln (ln(n + 2)) +In (ln(n + 1)))

= f(n+1) = [m(n(®) |
n+2 1
_ f(n+1)—/n+1 i

(par application de l’inégalité 2)
aveck=n+2>3)

WV

0

La suite (up)n>2 est donc croissante.

« En raisonnant de méme (on applique 'inégalité de la question 2) avec k = n+1 > 3), on obtient :

n+1

vn+1vn:f(n+1)/ fit)ydt <0

n

La suite (vy,)n>2 est donc décroissante.

o Enfin :
vn—t, = In(In(n+1)) —In(In(n)))

= ()

In(n)+In 1+%
= In < ln(n() )>
In (1 + 1)
= In (1 &
" < + In(n) )
. 1
(car lim In 1+) =
n——+oo n
norhe Y In(1) =0 et :
lim In(n) =4o00)
n——+o0o

On en conclut : lim (v, —u,) =0.
n—-+o0o

Finalement, les suites (uy)n>2 et (vpn)n>2 sont adjacentes.
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Commentaire

Les suites (uy,) et (vy,) étant adjacentes, elles convergent vers une méme limite ¢ € R.

Puisque lim v, —¢ =0, on en déduit : v, —¢ = o (1). Ainsi, par définition de v, :
n—+00 n—+oo

Sp—In(In(n)) == o (1)

n——+oo

Ce qui permet de conclure : S, =In (In(n)) + £+ o (1).

n——+oo
- =
. 1
5) a. Montrer, pour tout entier n > 2 : 0 < v, — ¢ < .
nln(n)

Démonstration.

e Pour tout n > 2 :

- (car la limite inférieure d’une suite est
v, = liminf v, . . .
n—-+o0 toujours un minorant de cette suite)

=/ (car la suite (vy,) converge vers ()

Vn =2, v, =24

o On démontre de méme : Vn > 2, u, < £. Ainsi, pour tout n > 2 :
A< —u, e v,—f¢<v,—u,
« Enfin :
Un —tup = In(In(n+1)) —In(In(n)))
= [ (In(0) |

ntl 1 (par application du 2) a
= t)ydt < ——
/n J® nln(n)  k=n+1>3)

n+1

n

b. En déduire un fonction en Python qui calcule une valeur approchée de £ & 1073 prés.

Démonstration.

« On cherche ici & trouver un entier N tel que vy est une valeur approchée de ¢ & 1073 prés.
Autrement dit, on souhaite exhiber N € N tel que :

loy —£] < 1073

o Or, d’apreés la question précédente, pour tout n > 2 :

1
n In(n)

lon =] <
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« Il suffit alors de trouver N € N tel que : m <1073
En effet, par transitivité, on aura alors :
| (] < 1 < 1073
v - AN ~
N N In(N)
« On propose alors le programme suivant :
1 def approx()
2 n=1
3 S=0
4 while 1 / (n % log(n)) > 10%%x(-3)
5 n=n+1
6 S=8+1/ (n* log(n))
7 v =S - log(log(n))
s return v

Commentaire

» Pour ce type de questions, on opére souvent comme suit.

1
1) On trouve un ng tel que : ———— < 1073,
no In(ng)

2) On détermine, & I'aide d’une boucle for la valeur de :
Sne — In(In(ng))

e On a choisi ici d’opérer a 'aide d’une boucle while (ce qui oblige & mettre a jour un
compteur n). Ce choix n’en est en fait pas un : on opére ainsi car on ne peut, par des
manipulations algébriques basiques, trouver le ng du point 1).

« Ces deux présentations (boucle for ou while) sont évidemment correctes. Le choix de I'une
d’elle peut-étre dicté par I’énoncé.

&
Exercice 26 )
ez
On note f la fonction définie, pour tout réel x strictement positif, par : f(z) = —.
x
+00
1. a) Pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 1, montrer que l'intégrale I,, = / f(x) dz est
convergente et exprimer I,, en fonction de n. "
Démonstration.
« La fonction f est continue sur |0, +oo[ car elle est le quotient f = ;1 ol :
2

x frix e er continue sur 10, 4-o0].
En effet, f1 est la composée fi = go0gp ol :
- g1:T— i est :
» continue sur |0, +o0.

» telle que : g1 (]0,—1—00[) C R.

— g9 : x — €e” est continue sur R.




PSI

2024-2025

x forxa?:
— est continue sur |0, +o0[.

— NE S’ANNULE PAS sur |0, +o0].

« Soit n € N* et soit A € [n, +o0l.
A
D’aprés ce qui précéde, f est continue sur le segment [n, A]. Ainsi, 'intégrale / f(x) dx

n

est bien définie. De plus :

A
/ f(z) dx :/ ﬁe% dx = [—e%] —en —ed
0

) 1
Or: lim e4a =¢"=1.
A—+oo

1
L’intégrale impropre I, est donc convergente, de valeur I, = e» — 1.

Commentaire

e On a détaillé ici la démonstration de la continuité de f sur Uintervalle |0, +oo[. I faut
savoir mettre en place ce type d’argumentation lorsque 1’énoncé demande de démontrer la
régularité d’une fonction. Ici, la continuité de f n’est qu’une étape de ’argumentation. La
citer suffit certainement & récolter les points alloués & cette étape.

o Il convient de faire la différence entre :
+oo
x Ip = / f(x) dz, intégrale impropre en +oo.
n
Démontrer la convergence de I,, c’est démontrer que cette intégrale existe autrement dit
A

que lim f(x) dzx existe et est finie.
A—4o0 J,

x (Ip), suite réelle (qu’on ne peut considérer qu’aprés avoir démontré la convergence de
chaque intégrale impropre I,,).

Démontrer la convergence de (I,,) c’est démontrer que liI_’I_l I,, existe et est finie.
n—-—+0o

Il est important de bien comprendre les objets manipulés sans quoi il est difficile de com-

prendre certaines questions.
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1
b) En déduire: I,, ~ —.
n—+oo M

Démonstration.

1
Comme — — 0, on obtient : en —1 ~

n—-+oo

n n—+oo

1
o

On en déduit : I,, ~

1
n—+oo MN ’

Commentaire

\

o Il faut connaitre les équivalents classiques suivants :

1
In <1 + > ~
n n—-+oo

o Ces équivalents peuvent étre utilisés sans en effectuer la démonstration. Mais la
connaitre peut s’avérer utile en cas de doute sur la formule.
Rappelons que si une fonction f est dérivable en 2y € R alors on a (par définition) :

En choisissant f = exp et g = 0, on en déduit : lim

Ainsi, par théoréme de composition des limites :

lim f(CC) _ f(xO) — f,(xO)
T—TQ r — X
T
-1
SR
x—0 xT
| 1
n — 1
¢ T =1 et en —1 ~ —
- n—+oco N D

1 1
et en —1 ~ —
n—+oo M

2. Montrer que la série de terme général u,, = f(n) est convergente.

Démonstration.
« Tout d’abord :

d’ou
ainsi
« On obtient :
e

X VHEN*,Ogungﬁ
n

(par croissance de la
fonction exp sur R)

x la série ) — est une série de Riemann d’exposant 2 (2 > 1). Elle est donc convergente.

n=1 n

. € L R
Il en est de méme de la série ), — (on ne change pas la nature d’une série en multipliant son
n=1 T

terme général par un réel non nul).

Par critére de comparaison des séries a termes positifs, la série > w, est convergente.

>
n>1 0
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Commentaire

o On pouvait aussi remarquer :

1 ‘
en 1 (former le quotient
D
N2 notoo N2 pour s’en convaincre)

et rédiger alors par le critére d’équivalence des séries & termes positifs.

o De maniére générale, on préférera mettre en place un critére d’équivalence puisqu’il
permet d’obtenir un résultat plus fort (les deux séries comparées sont de méme nature).
Le choix s’est ici porté sur un théoréme de comparaison pour rappeler son énoncé.

\

k+1
3. a) Btablir : Vk € N*, f(k + 1) g/k f(@) de < f(R).

Démonstration.
« Déterminons le sens de variation de la fonction f sur |0, 4ool.

x La fonction f est dérivable sur ]0,4o0o[ d’apreés la question 1.a).

x Soit z €10, +o0].

1 1
) = —ha’es —2rer 1421 1
x) = 1 = -1 °°
T T

Comme ez > 0, 24 > 0 et 1+ 2z > 0 alors : f'(z) <O0.

On obtient le tableau de variations suivant :

x 0 “+00

Signe de f'(z) -

Variations de f

« Soit k € N*. Soit = € [k, k + 1]. Alors :

E < = < k+1

SR CENCRF I vt

Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans 'ordre croissant (k < k+ 1) :

k+1 k+1 k+1
/k f(k) dz > /k flz)dx > /k f(k+1)dx

f(k) fk+1)

k+1
VeeN*, f(k+1) < /k fz) de < f(k) .
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b) En sommant soigneusement cette derniére inégalité, montrer :

N +o0 +o0 e%
Vn € N*, Yo oup < In <) upt—
k=n4t1 k=n-+1 n
Démonstration.
Soit n € N*.

e Soit N > n. On somme les encadrements précédents pour k variant de n a N.

N N k+1 N
S fE+1) < z/ f@) de < S F(R)
k=n k=n JEk

k=n
N N+1 N ( lati
par relation
< <
donc kgn flk+1) < /n flx)de < kgn f(k) de Chasles)
NA1 N+l N (par décalage
d’ou k) < / z) dx < kY] + f(n ]? i
k:§+1 f(k) ; f(z) (kzgﬂ I )> fn) d’indice)
N+1 N+1 N
c’est-a-dire > up < / fl@)de < S uk | tun
k=n+1 n k=n+1
o Or:

+oo
x d’apres la question 1.a), 'intégrale I, = / f(x) dz est convergente,

n

x d’aprés la question 2., la série Y wu, est convergente.

n>1
On en déduit que tous les membres de 'inégalité admettent une limite finie lorsque N tend
vers +00.
Par passage a la limite dans 1’encadrement, on obtient alors :
+oo +oo 1
Z Uk < In < Z Uk + %
k=n-+1 k=n-+1

Commentaire \

o Les questions 38.a) et 3.b) sont une illustration d’'une méthodologie classique connue
sous le nom de comparaison série-intégrale.

n n
o Généralement, on compare une intégrale / f(t) dt a la somme partielle > ug.
0

k=0
+oo +o00
Ici, le résultat est utilisé pour comparer I, = / fO)ydtaR,= > u.
n k=n+1

Profitons-en pour faire un point sur ce dernier objet.
La série Y w, étant convergente, on peut écrire, pour tout n € N :

+00 n “+o0o

Z Ug = Z Uk + Z Ug

k=0 k=0 k=n+1

N 7 N N

S = Sn + R,

+o00

La quantité R, = > wy est appelé reste d’ordre n de la série ) uy,. Il est aisé
k=n+1

de démontrer que ce reste admet une limite nulle. En effet :

R, =8-5 — S§-5=0

n—-+4o0o

10
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¢) Déduire des questions précédentes un équivalent simple, lorsque n tend vers +o0o, de > 72
k=n+1
Démonstration.
Soit n € N*.
o D’aprés la question précédente :
1
+oo +00 en
k=n+1 k=n+1 n
On en déduit :
—+00
x d'une part : Y. wp < In.
k=n+1
+o0 1 o 1 +oo
x d’autre part : I, < Y wup+ Sy Ainsi: I — % < Y0 g
Finalement :
1
en too
In ) < Z up < In
n k=n+1
“+o0o
e De plus : Vk € N*, up > 0. On en déduit : > wug > 0.
k=n-+1
+oo
D’ou, par transitivité : I, > > wur > 0. Ainsi :
k=n+1
+oo
e% Z Ug
In -z k=n+1 In
S —— < +—
I, I, I,
I I
1
en
1+ 1
n? I,
Or:
x lim 1=1,
n—-+o0o
1
. en
x lim 1+ 57— = L.
n—+o0 n? I,
1 1 1
. en en n
En effet, d’apres la question 1.b) : — ~ = — — 0
n In n—+o0o nZ; n n—-+o0o
—+00
> Uk
.. PN s . k=n-+1
Ainsi, par théoréme d’encadrement : lim ——— =1.
n—-+00 In
—+00
Autrement dit : > wup ~ I,.
k’=n+l n—-+oo
1
: e KX ek 1
Enfin, comme I, ~ —, on obtient par transitivité : > = ~ =
n—+oo T k=n+1 k n—+oco T D

11
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Exercice 15
Le but est de prouver I’équivalent suivant (& connaitre) :

n
n!l ~ 27n (ﬁ)

n——+oo e

n"\/n U
1. Pour tout n € N*, on pose u,, = vn et v, =1In )
emn! Uy,

a. Déterminer la nature de la série ) vy, puis de la suite (ln(un))n .

Démonstration.

« Tout d’abord, pour tout n € N* :

(n+1)" 1 /nr1
Un+1 en 1 (n+1)!
U - n"y/n
" e n!

(n+1)""yn+1 " e n!
et (n+1)! n"\/n

(n+1)" wl n+1 ¢~
nt (o) wf n el

1 (n1\"E
- e n

+1
Vn € N*, Untl _ 1 <n+1>n 2

= ]

Unp, n

Commentaire

Cela démontre, au passage, que la suite (v,) est bien définie.

nt+i
En effet : Vn € N*, Untl =e ! (n—|—1> i > 0.

n n

e On en déduit, pour tout n € N* :

Un+1
v, = In nt
Un

12
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1 1
- o (=
n 4 n? T <n3>
1
n——+oo mn

1 1 1
Finalement : v, = -1+ ([(n+~-) In{14+~-| = O — .
2 n n—too \ N2

1
x La série ) | — est convergente en tant que série de Riemann d’exposant 2 (> 1).
n

Ainsi, par théoréme de comparaison des séries a termes positifs, la série > v, est convergente.

e Soit N € N*.
N N
Suo= S (“’“*1)
k=1 k=1 Uk
N
= > (In(ugt1) — In(ug))
k=1
= In(un41) — In(ug) (par télescopage)
N
Ou encore : In(un41) = In(ui) + > vp.
k=1
N
La suite <Z vk> est convergente par définition de la convergence de la série Y vy,.
k=1 NeN*
On en conclut que la suite (ln(un))n cn- €st convergente. O
n\n
b. Montrer qu’il existe A € RY tel que : n! ~ X (—) V.
n—+oo e
Démonstration.

o D’aprés la question précédente, la suite (ln(un))n cn- €st convergente. Notons £ sa limite.
Remarquons alors :
u, = exp(In(u,)) — exp(f)

n—-+00
Ce qu’on peut écrire : u, ~ e (puisque e’ # 0).

n—-+oo
n
n \/ﬁ , .
~ ef. On en déduit :
e” n! notoo

o Ainsi : u, =

e" n!
: —L
~ e
nn \/ﬁ n—+00

n" \/n
Et enfin: n! ~ e°¢ 4

n——+oo e

n
En notant A = e~* > 0, on a bien démontré : n! ~ A (—) V.

13
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2. Intégrales de Wallis

jus
2

On pose, pour tout n € N, w,, = / (sin(t))" dt.
0

a. Montrer que la suite (wy),en est positive, décroissante, et :

n-+1
w
n+2 "

Vn € N, wpqo =

Démonstration.

o Tout d’abord : V¢ € [0, 5], sin(t) > 0.

Soit n € N. La fonction élévation a la puissance n étant croissante sur [0, +o0c[, on en déduit :
™ . n
vt € [0, 5}, (sin(¢))" =0

On en déduit, par croissance de lintégrale sur un segment (la fonction ¢ — (sin(t))" est
continue sur le SEGMENT [0, 7]), les bornes étant dans Iordre croissant (5 > 0) :

%
Wy, = / (sin(t))" dt >0
0

« Démontrons maintenant que la suite (wy,) est décroissante. Pour tout n € N :

vte[0,5], 0 < sin(t) < 1

(en multipliant de part et

donc: ¥t € 0,3, 0 < (sin(t))n—H S (sin(t))n d’autre par (Sin(t))n =>0)

Finalement, par croissance de I'intégrale sur un segment, les bornes étant dans I’ordre croissant :

Wni1 = /02 (sin(t))™"" dt</2 (sin(t))" dt = w,

0

On a démontré : Vn € N, w11 < wy,. Ainsi, la suite (wy,) est décroissante.

e Soit n € N. Par définition :

On procéde alors par intégration par parties (IPP).

u(t) = (sin(t))n+1 u'(t) = (n+1) (sin(t))" cos(t)

v'(t) = sin(t) v(t) = — cos(t)

14
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Cette IPP est valide car u et v sont de classe € sur [0, 5]. On obtient :

/O * (sin()"? at

= — [cos(t) (sin(t))nJrl r - (n+1) /02 (sin(t))" cos(t) (—cos(t)) dt

0

™

7 i z SN ( cos(f))? car cos(3) =0
_ 0 + ( —i—l)/o ( (t>) ( (t>) di gtsin(o)(i)o)

s

= (n+1) /02 (sin(®)" (1 (sin®))* ) at

s

= (n+1) /02

= (n+1) w,—(n+1) wpso

s

(sin(®)" dt — (n+1) / (sin(t))"* dt

0

On obtient : Vn € N, wp42 = (n + 1) wy — (n+ 1) wpy2 ou encore : (n +2) wpi2 = (1 +1) wp.

2n)! 7r T
b. Montrer : Vn € N, woq,, = 2251(2“)2 X 5 et (n+1) wyprw, = 3
Démonstration.
Démont ’ .VneN, 2 L P(n) wa = et T
émontrons par récurrence : ¥n € N, Z(n)  ou (n) : way = 0 (I X5

» Initialisation :

« D’une part : wg = /2 (sin(t))0 dt = /2 1dt= g
0

0
2 x 0)! 0!
« D’autre part : u X il

T__ 2 il
220 ()2 " 2 2000 " 2 27
D’ou #(0).

» Hérédité : soit n € N.

2 2)!
Supposons & (n) et démontrons Z(n+1) | c’est-a-dire : wa, 42 = (2n +2) 5 X .
92n+2 ((n+1)!) 2
2 1
Wopto = 2Z 1 5 Won (d’apres la question précédente)
2n+1  (2n)!

= 532 o (n)2 X g (par hypothese de récurrence)

_ 2n+2 2n+1 (2n) W7
 2n 42 2n 42220 (pl)2 T 2

_ (2n+2) x (2n+1)((2n)!) T
T D xmtD)x2Zx2 (a2 2

2 2)!
ety

22042 ((n + 1)1)?

2oy

15
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D'ou Z(n+1).

Ainsi, par principe de récurrence : ¥n € N, & (n).

Démontrons par récurrence : Vn € N, Z(n)  ou  Z(n): (n+ 1) wpir1 w, = g
» Initialisation :
7 T o7 T Toow
e D’une part : wy = sin(t) dtx — = | —cos(t X—=— cos(—)—cosO - =
ane part sy o = |7 sin(t) dx G = [ —cos(t) ] x5 = —(cos (§) —eos(0)) § = 3
1
o D’autre part : —— T_T
0+1 2 2
D’ou £(0).
» Hérédité : soit n € N. .
Supposons Z(n) et démontrons & (n + 1) ( cest-a-dire : (n+ 2) wpy2 Wyt = 5)
n+1 , . .
(n+2) wpyowWnp1 = (n42) pyr= Wy, Wp a1 (d’apres la question précédente)
= (n+1) wyywy
T
= 3 (par hypothese de récurrence)
D’ou Z(n+1).
Ainsi, par principe de récurrence : Vn € N, & (n). 0
c. Déduire des questions précédentes deux équivalents de ws,, et conclure.
Démonstration.
o Tout d’abord :
2n) !
Wap, = M X g (d’apres la question 2.b)

1 7 (en utilisant 2 fois
22n (A (2)" \/5)2 2 la question 1.b)

V()

n 1 1
= A B G

1 V2,4
AV /i

. 1
Finalement : wo, ~ —
n—-+oo )\

T
N
I
> =
SR

3

16
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o Par ailleurs :
(2n + 1) wopt1 wop ~ g (d’apres la question 2.b)
n—-+oo
d 1 T
onc w w ~ —
2n—+1 2n e too 27’L—|— 1 2
1«
~ — — *
n——+oo 2n 2 ( )
Or, d’aprés la question 1.a :
2n+1 W — w w < w (car la suite (wy,)
o4 T At ntl = Win est décroissante)
2n+1 Won+1
donc < 1 car woy > 0
2n + 2 Won = ( 2n )
Comme :
2n+1
X — 1,
2n 4+ 2 n—+o0
x 1 — 1,
n——+o00
P R Won+1
alors, par théoréme d’encadrement : ——— — 1.
Wop N—>+00
Autrement dit : wo,11 ~  wop.
n—-+oo
2 ™ ﬁ
On en conclut, d’aprés (*) : (w ~ — Ou encore : w ~ ——.
p ( ) ( 27’L) n—+o0o 477, n n—+oo \/ZR
o En combinant ces 2 équivalents :
1 = T T V21 T V27
w ~ _—— = — = ~ —w
Malie A VI A Von A VAn nore A
Ou encore :
Won . \/27T
Won N n—+o00 A
n n
On en conclut : A=+v27metainsi : n! ~ V27n <7) .
n—-+oo e
O
Exercice 19
. . . 0
On considére la suite (u,,) définie par : { g%z N, U1 =t +
1) a. Montrer que la suite (u,) est croissante.
Démonstration.
Soit n € N. Par définition : up+1 — uy = (un + ui) — Uy = u?l > 0.
Ainsi, la suite (u,) est croissante. O
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b. Montrer que la suite (u,) diverge vers +occ.

Démonstration.
« D’aprés la question précédente, la suite (uy,) est croissante. Deux cas se présentent alors :
x si la suite (u,) est de plus majorée, alors, d’aprés le théoréme de convergence monotone,
elle est convergente.
x sinon (c’est-a-dire si on sait de plus que la suite (u,) n’est pas majorée), alors elle diverge
vers +00.

« Démontrons que la suite (u,) n’est pas majorée.
On procéde par I'absurde.
On suppose que la suite (u,) est majorée.
Comme elle est de plus croissante, elle est convergente vers une limite £ € R.
Or, par définition : ¥n € N, wuy 1 = Uy + un?.
Chaque quantité admettant une limite finie, on obtient, par passage a la limite :

(=0+10°

Dot #2 = 0 et donc ¢ = 0.

Or, comme (uy) croissante, on a en particulier : Vn € N, u, > ug.
Par passage a la limite, on obtient : £ > ug > 0 = £.

Absurde!

On en conclut que la suite (u,) n’est pas majorée.
Etant croissante, elle diverge vers 4ooc.

Commentaire

o On utilise dans cette question le théoréme de convegence monotone. Il stipule que pour
toute suite (u,) € RN :

(up,) croissante } (un) converge vers une limite £ € R

(up,) majorée par M € R qui vérifie £ < M

Plus précisément, la limite ¢ d’une telle suite est : £ = sup u,, (le fait que la suite (u,) soit
neN

majorée assure l'existence de cet objet).
« Il faut retenir que toute suite (u,) croissante admet une limite (éventuellement infinie) :

x si (up) est majorée, alors lim w, = sup u, (limite finie).
n—-+0o neN

x si (up) est non majorée, alors lim wu, = +oo.
n—-+00

Ainsi, si la question consiste a démontrer qu’une suite (u,) croissante diverge vers —+oo, il
est classique de procéder par I’absurde pour démontrer que la suite (u,) n’est pas majorép.

J
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2) On pose, pour tout entier naturel n, v, =

In(uy,)
n

a. Montrer que pour tout ¢t > —1 : In(1 +¢) < ¢.
On tracera l’allure des courbes représentatives des fonctions t — ¢ et ¢ — In(1+1¢) sur une méme
représentation graphique.

Démonstration.

« La fonction f : 2+ In(1 + z) est concave sur | — 1, +o0[.

En effet, elle est de classe €2 sur | — 1, +oo et, pour tout 2 > —1 :

1 -1
= t / = — O
1+z et Slz) <

f/(x) (1 +l’)2

« Ainsi, la courbe représentative de f est située en dessous de ses tangentes, notamment sa

\.

Commentaire

tangente en 0, droite d’équation :

y=70) (x—0)+[(0) ==

Y

4 T

o Donner I'allure d’une courbe ce N’est PAS relier des points mais effectuer la démarche
consister & résumer graphiquement les informations du tableau de variation. En particulier,
on doit faire apparaitre :

x les limites éventuelles.
Pour la question considérée, comme In(1 + x) —>1 —00, la droite d’équation x = —1
T——

est une asymptote verticale de la courbe représentative de f (¢ se rapproche de cette
droite sans jamais la rejoindre).

x une tangente en un point d’intérét.

x le caractére concave ou convexe.
On doit s’attacher a ne pas faire apparaitre de creux ou de protubérances (qui consis-
teraient en des changements de convexité) si la courbe n’en présente pas. Un tracé
« trmblotant » ne peut étre accepté.

o Il est primordial de comprendre la notion de tangente. La tangente en un point (zg,yo)
d’une courbe € représente la meilleure approximation affine de €y au voisinage de (o, o).
D’un point de vue tracé, cela signifie que courbe et tangente doivent apparaitre comme
confondues au voisinage de (xg, yo). Profitons-en pour rappeler que le terme tangente trouve
son étymologie dans le terme latin « tangere » qui signifie toucher.

« On pouvait aussi démontrer 'inégalité en étudiant le signe de la fonction x — x —In(1 +x&}.
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1

b. Montrer que, pour tout n € N: 0 < vpp1 — v < ————.
2ntly,

Démonstration.
e On a montré dans la question 1) : Vn € N, 0 < ug < up.
On en déduit en particulier : Vn € N, u, > 0 et L > 0.
Ainsi, la suite (v, )pen est bien définie. o
« Par définition des suites (up)nen €t (vp)nen, pour tout n € N :

In(upy1)  In(uy)
Untl = Un = ontl  9n

1
= <2> 5 — In(uy,)
I\" {2 In(u,) + In(1 + ui)
= |z "= — In(uy,)
2 2
- (3) w00
n
1 (en appliquant ’inégalité de la
< (1) i question précédente a
h 1
2 tn t:u—n>06t car (%)n—H}O)

1 1
o Par ailleurs, comme — > 0 alors : In <1 + > > 0.
n Up

1

On obtient bien : Vn € N, 0 < 11 — vy < ————
2n+1un

c. Montrer que la série de terme général v,,+1 — v, est convergente.

Démonstration.

1 1
o D’aprés la question 1), pour tout n e N: — < —.
Unp, uQ

o Finalement :

1 n+1 1 1 n+1 1
0 < - < (5] — < (2) —
2 Uy, 2 U

x La série ) ﬁ (%)n est convergente car, a constante multiplicative (non nulle) pres, il s’agit

de la série géométrique de raison % e]—1,1].

D’aprés le théoréme de comparaison des séries & termes positifs, la série > v,41 — vy
est donc convergente. 0
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d. En déduire que la suite (v, )nen converge. On note £ sa limite.

Démonstration.
Soit n € N*. Par sommation télescopique :

n—1

Spn—1 =Y. (Vg1 — vk) = vy, —v9 oOUencore v, = vy + Sp_1
k=0

La suite (S,) est convergente par convergence de la série Y vp41 — Up.
Il en est de méme de la suite (S,—1).

On en déduit que la suite (vy,) est elle aussi convergente.

O
3) a. Montrer, a l’aide de la question 2b :
1
VneN,VpeN, 0< — Uy, <
n p Untptl = Un S 5 w,
Démonstration.
Soient n € N et p € N.
o D’aprés la question 2.b, pour tout £ € N, on a :
1 k+1 1
0 < vpyr — vk < <> —
2 Uf
. , . 1 1
La suite (u,,) étant croissante, on a, pour tout n > k : — < .
Uk u
On en déduit : "
Vk>=n, 0<wv — v < —
e ()
En sommant ces inégalités pour k € [n,n + p], on obtient :
n+p ntp 1 1\ FF!
0 < (Vg1 —w) < D — <)
k=n fen Un \ 2
I
Untpt1 — Un (par télescopage)
o D’autre part :
EO - SE )
Un k=n 2 B Un k=n+1 2
1 1 n+11_(%)p+1
T oup (2) 11
1 /1\" 1\P* 1 /1\"
N (e 1— (= < -
Unp, <2> <2> Up, <2>
1 1\ " 1 p+1
car <> >Oet:1—<) <1
Up \ 2 2
_ 1
On en conclut : Vn € N,Vp € N, 0 < vp4pt1 — vp < o n
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1
b. Montrer que, pour n € N: 0 < {— v, < g
Up

Démonstration.
o D’apres 'inégalité précédente :

1

Vn € N,Vp S N, 0 < Un+4p+1 — Un <
2" up,

La suite (vy,) étant convergente : vy ypy1 —> L.
p——+00

o On peut alors passer & la limite, lorsque p — +o0o dans cette inégalité.

1
On obtient : Vn € N, 0 < 4 — v, <
2™ Uy, 0
c. En déduire : u, ~ 2L
n—-+oo
Démonstration.
Soit n € N.
o D’apreés I'encadrement précédent :
</ L
0 X —Un X 2"un
1
donc 0< 2% — 2", < — (car 2" >0)
Unp,
1 P
donc 0< 2™ —In(up) < — (par définition de vy,)
Un,
donc 1 < oxp (27 — In(un)) < o (par croissance de la
= OXp s fonction exp sur R)
o2 )
donc 1< — <em
Un
e Or:
1
x lim ewn — e =1 car u, — 400,
n—-+o0o
x lim 1=1.
n—-+o0o
62"6
Ainsi, par théoréme d’encadrement, on obtient alors : lim —— = 1.

n—+00  Up

Cela démontre : u, ~ 2"t
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