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Feuille d’exercices n°10 : Séries entiéres

Sujets de concours

Exercice 1 (d’aprés E3A 2024 - MP)

1.

Question préliminaire.
En utilisant I’égalité cos(26) = 2 cos?(§) — 1 pour § € R, démontrer que la

suite ( cos(n) ) ne converge pas vers 0.

neN

On considére la série entiére > a,z™ ou :

n=1

cos(n)

Vn € N*, a, =
n

On note R son rayon de convergence.

2.
3.

4.

Montrer que R > 1.

Prouver que la série de terme général cos(n) diverge.

En déduire la valeur de R.
o0 cos(n)
On note alors, pour tout x € | — R, R[: f(z) = >_ a™.
n=1 n
. Donner le rayon de convergence et la somme de la série entiére définie par :
+oo
3" e 2", ou i désigne le nombre complexe usuel tel que i2 = —1.
n=0
En déduire une expression simple de f’(x) pour tout z € | — R, R|[.

7. Déterminer alors une expression de la somme de la série entiére proposée a

I'aide de fonctions usuelles.

. En déduire le rayon de convergence et la somme g(z) de la série entiére

5 cos? (%)

n=1 n

",

Exercice 2 (d’aprés E3A 2022 - MP)

“+oo
1. Pour tout réel z, on pose, lorsque cela est possible, I'(x) = / t* et dt.
0

a) Déterminer l’ensemble de définition A de T'.

b) Démontrer que pour tout réel x de A, I'(x + 1) = z '(x).
1
¢) On admet que I’ <2> = /7.

1
Calculer I’ <n + 2> pour tout entier naturel n. On exprimera le résultat

A 'aide de factorielles.

+o0
. Pour tout entier naturel n, on pose I, = / 2" exp (—t2) dt.
0

a) Justifier 'existence de I,.

b) En utilisant la question 1. calculer I,,.

. Pour tout réel x, on pose, lorsque cela est possible :

+o0
H(x) :/0 cos(zt) exp (—t?) dt

a) Donner le développement en série entiére de la fonction cos au voisinage
de 0 et préciser son domaine de validité.

b) Justifier que H est définie sur R et 'exprimer a I’aide de fonctions usuelles.

On citera les théoréemes utilisés en s’assurant que toutes leurs hypothéses
sont bien vérifiées.

. On se propose de retrouver le résultat établi a la question 3b par une autre

méthode.
a) Démontrer que H est de classe ¢! sur R.

b) Montrer que H est solution d’une équation différentielle linéaire du pre-
mier ordre.

¢) Retrouver I'expression de H obtenue a la question 3b.
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Exercice 3 (d’aprés E3A 2021 - PSI) 3. a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére )
+00 nso M+ 2
Pour tout entier naturel n non nul, on pose : I, = / exp (—t") dt. too  gn
0 b) Déterminer 'ensemble réel de définition de la fonction x +— :
1. Justifier, pour tout n € N*, Iexistence de I,,. n=0 1 +2

2. En citant le théoréme utilisé, justifier 'existe et déterminer la limite de la
suite (1), ey

3. En le justifiant, effectuer le changement de variable u = t" dans I,,.

lim nl,.
n—-+4o0o

On donnera le résultat en fonction d’une intégrale J que l’on me cherchera
pas a calculer.

4. Déterminer alors la

5. En déduire un équivalent de I,, au voisinage de +oo en fonction de J.

6. On considére la série entiére > I z™.
n=1

a) Déterminer le rayon de R de cette série entiére.

+o00
b) On pose pour tout z réel et lorsque cela est possible f (z) = > I,a".
n=1

Donner I'ensemble de définition de f.

Exercice 4 (d’aprés E3A 2020 - PC)

On considére la suite (ay)nen définie par ag = 1 et la relation de récurrence :

VneN, apy =

2.

1
n+lZon—k+2

7 a’k

1. En utilisant un raisonnement par récurrence, démontrer :
neN, 0<a, <1

2. On considére la série entiére . a, x".

n=>0
Justifier que son rayon de convergence est supérieur ou égal a 1.

+oo
Pour z € | — 1, 1], on pose f(x) = Y a, z™.
n=0

¢) On pose, lorsque cela est possible :

an T = Wy, T
n=0 " n=0 N +2 n=0 "
xn
produit de Cauchy réel des deux série > a, z" et ) .
n=0 n=0 n+ 2

Justifier que le rayon de convergence de la série entiére > w, z" est
n=>0
supérieur ou égal a 1 et donner pour tout entier naturel n, une expression

de w, a l'aide de la suite (ay).

d) En déduire que, pour tout x € | — 1,1] :

+00 :Cn

fle) =1 S

4. Démontrer alors que pour tout x € [0, 1] :

400 anrl

b (/@)= G iDmiy

5. En déduire, pour tout = € [0, 1[, une expression de f(x) a 'aide de fonctions
usuelles. On utilisera sans le redémontrer :
1 1 1

m+)(n+2 n+tl n+2

. L an
6. Justifier que la série ) on converge et calculer sa somme.
n=0
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Exercice 5 (d’aprés E3A 2019 - PSI-2) Exercice 6 (d’aprés E3A 2016 - PC-2)

. s : e (3) , o
Soit (E1) 'équation différentielle : y Y On rappelle que pour une série » | wuy convergente, le reste d’indice n, pour

1. Soit f une solution & valeurs complexes de cette équation. k>1
_l’_
a) Déterminer une équation différentielle linéaire du premier ordre (E2) vé- € N, est le réel défini par ZOO U
rifiée par la fonction : g = f + f' + f”. k=n-+1
b) Résoudre I'équation (Fs). .
) i 4 (E2) . ) Partie 1.
¢) En déduire I'ensemble des solutions a valeurs complexes de ’équation
(Ey). 1. Rappeler, en précisant le rayon de convergence, le développement en série
2. Soit (S) le systéme différentiel a coefficients constants X' = AX entiére de la fonction définie sur | —1, +oo[ par 2 — In(1 + ).
010 z(t) \ | (o) = 3% 1
ot A= (0 0 1| € #(C)et:VteR, X(t)= |y ], oz, yet zsont 2. Montrer alors que In(2) = kz_:l ok
L oo 2(t) 3. a) Donner le rayon de conve_rgence uis calculer la somme de la série entiére
des fonctions de la variable réelle a valeurs dans C. ’ ok Y b
a) La matrice A est-elle diagonalisable dans .#3(C) ? dans .#5(R) ? > CESh
k>1
b) Résoudre le systéme (.5). oo )
¢) Retrouver alors par cette méthode les solutions de ’équation (E;) obte- b) En déduire la valeur de ) m
nues a la question 1.3. de cette partie. k(l it
3n L. —1)F~
3. On considére la série entiére réelle > . 4- @) Montrer que la série ) ok est convergente.
nso0 (3n)! k21
a) Déterminer le rayon de convergence de cette série entiére. b) Montrer que pour tout n € N et tout = € [0, 1] :
. 400 .,ESn
On note alors, lorsque cela existe, p(z) = nZ::O B Jio (_1)k_1xk _ 1
~
b) Justifier que ¢ est de classe € sur R. k=n+1 k n+1
¢) Déterminer les développements en série entiére de ¢/, ¢, p(®) puis p*) foo (k-1
pour tout k € N. ¢) En déduire : In(2) = ) (_]2
d) En utilisant les questions précédentes, déterminer une expression de ¢ k=1
n’utilisant que des fonctions usuelles & valeurs réelles.
too gt Exercice 7 (d’aprés E3A 2018 - PC-1)
e) Déterminer une expression de ¥(x) = >, ———— n’utilisant que des 1 2
n=o0 (3n +2)! On admet légalité Y — = —.
fonctions usuelles 4 valeurs réelles. ns1 n? 6
. . too g0 - n o1
f) Déterminer une expression de 6(z) = ZO m n'utilisant que des fonc- Op définit pour tout entier naturel non nul n, by, = > T
n= ' k=1

tions usuelles a valeurs réelles.
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On introduit les fonctions H, S et F', somme de séries entiéres :

h

S e et T(a) = ¥ e

n>=1 n n=1 n

H(z) = > hpz", S(z)

n>1

On note I l'intervalle (ouvert) de convergence de la série entiére Y hy,z™.
n=1

ha,

2. Démontrer que la suite (hy)nen+ diverge vers +oc.

1. Soit n un entier naturel non nul. Justifier hy, — > %

3. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Y h,z".
n>1

En déduire I.

. . . 1
4. Déterminer les rayons de convergence des séries enticres ), —a™et
n>1 T n>1 M

5. Quel est le développement en série entiére de la fonction g : x — In(1 — x) ?
Préciser son rayon de convergence.

6. Justifier que la fonction G : x — In(1 — z)/(1 — z) est développable en série
entiére sur l'intervalle | — 1,1[.
Etablir une relation entre G et H.

Soit L la primitive de H sur l'intervalle I telle que L(0) = 0.

7. Exprimer L a l'aide de la fonction g : x — In(1 — ).

8. Justifier que L est développable en série entiére et expliciter son développe-
ment en série entiére. On énoncera précisément le théoréme utilisé.

9. En déduire une relation entre T'— S et L.
10. Soit y dans |0, 1].

Y In(1 —
a) Justifier que/ In(l =)
0

I'égalité :

du est une intégrale convergente et démontrer
U

/y In(1 — u)
0 U

On pourra utiliser le développement en série entiére de la fonction x
In(1 — ).

du+S(y)=0

1
In(1 —
b) Justifier que/ u
0 u

du est une intégrale convergente et démontrer

11 1— 2
/ - , _ 7
0

I’égalité :

U 6

2
c¢) Justifier : %

S(y)+ S —y)+In(y) In(1 —y).

1
11. Exprimer la valeur de T' <2> en fonction de 7. Justifier votre réponse.

Exercice 8 (d’aprés E3A 2017 - PC-2)

hyn , Partie I
—X.

1
1. a) Calculer f(t) = / e ¥ ds pour t € R, sit =0 puis t # 0.
0

b) Montrer que f est une application continue sur R et établit une bijection
de R sur un intervalle & préciser.

c¢) Montrer que f est développable en série entiére sur R et donner son
développement

2. Pour z € R, soit S(x) = / f(t) dt.
0

a) Montrer que S est développable en série entiére et donner son dévelop-

pement.
+oo (1 n+1 1 1—et
b) Justifier I'égalité : > % :/ O
n=1 n(nl) 0 t
too ot
3. a) Pour tout = > 0, justifier 'existence de R(x) = / - dt.
T
1 1 _eft +o0 eft
b) On pose v = S(1) — R(1) = / dt — e dt. Justifier
0 1

+oo
égalité : v = — / In(t)e™" dt.
0

¢) Montrer que R est de classe ¢! sur R* , donner une relation entre R'(z)
et S'(z) pour x > 0 et justifier : S(z) = R(x) + In(z) + 7.
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4. a) Pour z > 0 et n € N*, notons g,(x) =

=1 k

et prouver que, pour tout n € N* :
0 < gn(x) —g(z) <
b) Prouver que la suite de fonctions (g, )nen+ converge uniformément vers g

sur |0, 1].

¢) En admettant que lim g¢,(1) = lim g(x), montrer :
n—+o0o

rz—1— L)

+00 e—at o e—bt
5. Soient a > 0 et b > 0. En utilisant R(ax)—R(bx), calculer / — dt.
0

—x

e
6. a) Montrer que, pour tout z > 0,ona: R(x) < —, puis: lim xR(z)=0. 5
€T T—>+00

b) Au moyen d’une intégration par parties, prouver que R est intégrable sur
R* et :
+

oo 6.
/ R(z) de =1
0

z" 2
n

Exercice 9 (d’aprés Centrale 2019 - PSI-1)
Soit v un réel. On note fo : & +— (1 — )~

Pour tout x € ]0, 1], justifier 'existence de g(x) = — = / dt 1.
1

Préciser le domaine de définition D de f,.
Justifier que f, est de classe € sur D et donner une équation différentielle
linéaire du premier ordre vérifiée par f, sur D.

Enoncer le théoréme de Cauchy pour une équation différentielle scalaire li-
néaire du premier ordre et démontrer que, pour tout x € | — 1, 1],

n

+oo T
fa(z) = Z::O Ln(a)ﬁ

. Rappeler la définition du produit de Cauchy de deux séries entiéres et énoncer

le théoréme qui s’y rapporte.

. En déduire que, pour tout entier n et tous réels a et j3,

Lot 8)= 3 () Ea(@) Loa®

=0 \K

—+00

. Pour x €] — 1, 1], donner la valeur de la somme de la série entiére ) zP

p=1
ainsi que celle de sa dérivée.

Démontrer par récurrence que, pour tout entier n € N*, il existe un unique
polynéme R,, € R, [X] tel que, pour tout x €] — 1, 1],

too Rn(‘/ﬂ)
n,p _
PO
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Exercice 10 (d’aprés CCINP 2018 - PSI)
Partie III - Une équation de Bessel

On se propose dans cette partie d’étudier I’équation différentielle :

2.1

22y +ay + 2%y =0

1. Rappeler la définition du rayon de convergence d’une série entiére.

Série entiére dont la somme est solution de (1)

k

On suppose qu'il existe une série entiére »  cpa®, avec ¢y = 1, de rayon de

k>0
convergence R non nul et dont la fonction somme Jy est solution de (1) sur

] - R,R].

2. Montrer que pour tout £ € N, on a :

cop41 =0
_ (=DF
2 = gk (k)2

8. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére > cpa®.

k>0

4. Soient r > 0 et f une autre solution de (1) sur |0, r[.
Montrer que si (Jo, f) est liée dans I'espace vectoriel des fonctions de classe
€2 sur ]0,r[, alors f est bornée au voisinage de 0.

Inverse d’une série entiére non nulle en 0

Soit > apx® une série entiére de rayon de convergence R, > 0 telle que o = 1.
k=0
L’objectif de ce paragraphe est de montrer I'existence et 'unicité d’une série en-

tiere > Brax® de rayon de convergence Rg > 0 telle que pour tout x appartenant
k>0
aux domaines de convergence des deux séries :

(&) (Zm) =1

10.

12.

5. Montrer que si > B4z* est solution , alors la suite (Bg),cy satisfait aux
k>0
relations suivantes :
fo=1
S (2)
Vn € N*, Z apfBp—r =0
k=0
Soit 7 un réel tel que 0 < r < R,.
M
6. Montrer qu'il existe un réel M > tel que pour tout k € N : [ag| < —.
T

7. Montrer que (2) admet une unique solution (3% ),cy et que, pour tout & € N*:

M (M + 1)+1

Bk < ———.
,

On pourra raisonner par récurrence.

8. Que peut-on dire du rayon de convergence Rz > 0 de la série entiere ) | Bk ?
k>0

Ensemble des solutions de (1)

9. Soient r > 0 et A une fonction de classe €2 sur 0, r[.
Montrer que la fonction y: x — A(z)Jo(z) est solution de (1) sur ]0, 7| si et
seulement si la fonction z: — zJ2(2) N (x) est de dérivée nulle sur ]0,7[.

Montrer que J& est somme d’une série entiére dont on donnera le rayon de
convergence. Que vaut JZ(0) ?

11. En déduire l'existence d’une fonction 1 somme d’une série entiére de rayon

de convergence I, > 0 telle que :
x = n(x) + Jo(z) In(z)

soit solution de (1) sur un intervalle ]0, R,[.

En déduire I'ensemble des solutions de (4) sur ]0, R,|.
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Exercice 11 (d’aprés CCINP 2019 - PC)
On considére I'équation différentielle suivante :

?(l—a)y —z(+2)y +y=22" (E)

Partie I - Solution particuliére de I’équation homogéne

Dans cette premiére partie, on souhaite déterminer les solutions développables
en série entiére de 'équation différentielle homogeéne associée a (E) :

P?2AQ—z)y —x(l+2)y +y=0 (H)

On fixe une suite de nombres réels (an)nen telle que la série entiére | ay, ="

ait un rayon de convergence r > 0. On définit la fonction f: | —r,7[ — R par :
+00
Vee]—mrrl, flx)=> a,z"
n=0

1. Justifier que la fonction f est de classe €2 et que les fonctions f’ et f” sont
développables en série entiére.
Exprimer avec la suite (a,)nen les développements en série entiére respectifs
des fonctions f’ et f” en précisant leur rayon de convergence.

. Montrer qu’il existe une suite (by,),>2 de nombres réels non nuls telle que
pour tout z € | —r,7[, on a :

22 (1-2) (@) — 2 (1+2) f(2) + F(@) =ao+ 5 by (@ — an1) 2"

n=2
3. Montrer que f est solution de (H) sur U'intervalle | — r, [ si et seulement si
ag =0 et ap4+1 = a, pour tout n € N*.

4. En déduire que si f est solution de (H) sur | — r,r[, alors r > 1 et il existe

A € R tel que :
A

S 1-2a

5. Réciproquement, montrer que si A € R, alors la fonction
Az

1—2)

est une solution de (H) sur | — 1, 1] développable en série entiére.

Vee]—-1,1], f(z)

g:1-1L,1[=R, z—

Partie II - Solutions de (FE) sur |0, 1] ou |1, 00|

On désigne par I I'un des intervalles ]0, 1] ou |1, +o0].
Soit 3 : I — R une fonction de classe €2.

On définit la fonction z : I — R par la relation :

X

vz e, x(z) = <1 _ 1> y(@)

6. Justifier que z est de classe €2 sur I'intervalle I, puis exprimer 2’ et 2" avec
y, y/ et y//.

Montrer que y est solution de (E) sur [ si et seulement si z est solution sur
I de I'équation différentielle :

2" + 2 =2« (E1)
8. Montrer que si z est solution de (Fj) sur I, alors il existe A € R tel que :
, A
Veel, 2'(z)=—+x
x

9. En déduire 'ensemble des solutions de I’équation différentielle (E) sur I.

Partie III - Solutions de (F) sur |0, +o00|

10. Déterminer I’ensemble des solutions de I’équation différentielle (E) sur |0, +o00].
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Exercice 12 (d’aprés E3A 2017 - PC-2)
On s’intéresse dans cette partie & 1’équation différentielle :

zy' +y —(z+ 1Dy =1

1. On suppose qu’il existe une solution € développable en série entiére de cette
“+00

équation différentielle. On note alors 6(x) = Y a, " pour tout = € | —r,r|

n=0
ot r > 0 est le rayon de convergence et (an),cy une suite réelle.

a) Déterminer alors une relation entre a; et ag, ainsi qu'une relation entre
Qn+2, Gn+1 €t ay pour tout n € N.

b) Pour une telle suite (ay,), ¢y, montrer qu’il existe K > 0 telle que :

K
vn € N7 |an| < *'
n:

En déduire qu'une telle solution 6 existe et que de plus r = +o0.

2. On souhaite résoudre ici cette équation différentielle sur I'intervalle I = R
et l'on note :

S = {y € €*(I,R) | Vx>0, 29/'(x) + 3/ (z) — (z + Vy(z) =1 }
a) Pour tout y € €%(I,R), on pose z(x) = e Ty(x) pour tout z > 0.
Montrer que y € S si et seulement si z vérifie :
Vo >0, 22" (z) + 22+ 1)/ (z) =™ (%)
b) Déterminer les fonctions Z € €1(I,R) telles que :
Vo >0, 2Z'(z) + 2z +1)Z(x) =0
¢) Déterminer les Z € €1(I,R) telles que :
Vo >0, 2Z'(z) + 22+ 1)Z(z) =e™*

d) En déduire I'expression des fonctions z € €2(I,R) vérifiant (x) de 2.a),
+oo -t
e

en utilisant la fonction R définie pour x > 0 par R(z) = / - dt.

(on utilisera R(z) et R(2x)) ‘

e) Donner alors I'expression de la solution générale y € S.

3. a) Sachant que R(x) = —In(x) + v+ o(1) quand = — 0 avec & > 0, déter-
miner les solutions y € S ayant une limite finie en 0.
Exprimer alors ces solutions en utilisant la fonction S de la partie I et
reliée & R par :

S(z) = R(z) + In(z) + v pour z > 0

(vuen L3.c)).

b) Sachant que S est développable en série entiére sur R, donner I’expression
des solutions f de la question 1. : on exprimera f(z) en fonction de S(z)
et S(2z) pour tout x € R.
Comment pourrait-on obtenir une expression des suites (a,),, oy de 1.7

Exercice 13 (d’aprés E3A 2022 - PSI)
1. Question de cours

Soit f une fonction continue sur R, a valeurs réelles et T-périodique.
z+T T
f(u) du = / f(u) du.
0

Xk sk ok ok

Montrer : Vx € R, /

T

On se propose de déterminer des fonctions y de classe €2 sur R et vérifiant,
pour tout réel z, la relation :

vy (z) + 9/ (z) — dzy(z) = 0 (%)

2. On suppose qu’il existe une fonction g, développable en série entiére, de

+o0o

rayon de convergence non nul, vérifiant (xx), sous la forme g : z — > a,a”
n=0

et telle que : g(0) = ap = 1.

a) Prouver que a; = 0 et déterminer pour tout n > 1 une relation entre

Gn-1 €t any1.
b) Déterminer alors a, pour tout entier naturel n.

¢) Déterminer I’ensemble de définition de la fonction g ainsi obtenue.
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Rayons de convergence, calculs de sommes

Exercice 14 (d’aprés oraux CCINP 2022 - MP)

1. Donner la définition du rayon de convergence d’une série entiére de la variable
complexe.

2. Déterminer le rayon de convergence de chacune des séries suivantes :

(”!)2 L2041 b) 3 D" n
(Qn)!

Exercice 15

a) > c) > cos(n) 2"

Déterminer le rayon de convergence, et calculer la somme sur l'intervalle ouvert
de convergence, des séries entiéres suivantes :

ch(n)

n

a) Y (N +n+1) 2" c) 3 200"

Z2n

e) 2.
2n +1
(2n)!

n+2

2n
z z
n+1

b) S n DY

Exercice 16

1. Soit > anz™ une série enticre de rayon de convergence R.

a) Supposons que la suite (a,) est bornée.
Que peut-on en déduire sur R 7

b) Supposons a, —/» 0.

n—-+oo
Que peut-on en déduire sur R 7

2. Soit 6 € R. On considére la série entiére Y cos (n ) 2" de rayon de conver-
gence noté R.

a) Déterminer R.
(on pourra remarquer : Vn € N, cos(2n6) = 2 (cos(n 0))2 -1)

b) Déterminer une expression explicite de la somme de la série entiére > e z

Exercice 17 (d’aprés oraux CCINP 2022 - MP)

Pour chacune des séries entiéres de la variable réelle suivante, déterminer le
rayon de convergence et calculer la somme de la série entiére sur l'intervalle
ouvert de convergence :

3n .562"‘
1.
n=1 n
aop — 4mn
2. Y ap x" avec : Vn € N, it
a2n4+1 = O

Exercice 18 (d’aprés oraux CCINP 2022 - MP)

1. Donner la définition du rayon de convergence d’une série entiére de la variable
complexe.

2. Soit (an)nen une suite bornée telle que la série > a, diverge.
Quel est le rayon de convergence de la série entiére Y a, 2™ 7 Justifier.

3. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére :

£ v (1 + %) o

Exercice 19
1 2\ ™
1+t
Pour tout n € N, on note a,, = / < + > dt.
0

2
1. Montrer que la suite (a,) est convergente, et déterminer sa limite.

2. Montrer que la série > (—1)"a, est convergente.
2
3. Comparer

et t pour ¢ € [0, 1].
n

En déduire le rayon de convergence de la série entiére > a, x".

n

¢) En déduire une expression explicite de la somme de la série entiére Y . cos(n ) z™.
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Fonctions développables en séries entiéres Exercice 23 (d’aprés oraux CCINP 2022 - MP)
Exercice 20 (d’aprés oraux CCINP 2022 - MP) On pose f: (Sx—:;
T+

1. Que peut-on dire du rayon de convergence de la somme de deux séries en-
tiéres 7 Le démontrer.

2. Développer en série entiére au voisinage de 0, en précisant le rayon de conver-  2- En déduire que f est développable en série entiére sur un intervalle du type

1. Décomposer f(z) en éléments simples.

gence, la fonction f : z +— In(1 4+ z) + In(1 — 2x). | =7 r[(our>0).
La série obt tell I O o Préciser ce développement en série entiére et déterminer, en le justifiant, le
& SCIE ODENuE Converge-l-Clie pour =7 = ¥ =5 = = 75 ¢ domaine de validité D de ce développement en série entiére.

3. a) Soit > a, z™ une série entiére de rayon R > 0.
Exercice 21 (d’aprés oraux CCINP 2022 - MP) +oo
(2n)' On pose, pour tout x € | — R, R[, g(z) = > an z".
: n=0

1. Montrer que la série ) converge.

(n!)z 241 (2, + 1) Exprimer, pour tout entier p, en le prouvant, a, en fonction de g(p) (0).

On se propose de calculer la somme de cette série. b) En déduire le développement limité de f & l'ordre 3 au voisinage de 0.
2. Donner le développement en série entiére en 0 de t +— en précisant .
V91—t Exercice 24 (d’aprés oraux CCINP 2022 - MP)

le rayon de convergence. n

Remarque : dans l'expression du développement, on utilisera la notation 1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére ) | (2n)!

factorielle. )

+00 n

3. En déduire le développement en série entiere en 0 de x — arcsin(z) ainsi que  QOn pose S : z L'

son rayon de convergence. n=0 (2”)

+00 (Qn)! 2. Rappeler, sans démonstration, le développement en série entiére en 0 de la

4. En déduire la valeur de .
=0 (n!)® 20 (2n + 1)

fonction = — ch(z) et préciser le rayon de convergence.

3. a) Déterminer S(x).

Exercice 22 b) On consideére la fonction f définie sur R par :
1. Expliciter les développements en série entiére des fonctions 0 Gir—1
1 1 )
T T et me f:x'-) Ch(\/E) siz>0

R cos (v—x) siz <0
2. A laide d’un produit de Cauchy, démontrer : ( )

i 1 (2K  2n+1 (2n Démontrer que f est de classe € sur R.
=4k \ k) 4n

n
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Séries entiéres et équations différentielles Exercice 28 ,
. Soit f :x — i )
Exercice 25 (d’aprés oraux CCINP 2022 - MP) oit f : &+ ( arcsin(z)
Soit équation différentielle : @ (x — 1) y” + 3z 3 +y = 0. 1. Justifier que la fonction f est développable en série entiére sur | — 1, 1].
1. Trouver les solutions de cette équation différentielle développables en série 2+ Trouver une équati01.1 différentielle dont f’ est solution, et en déduire le
entiére sur un intervalle | — r,r[ de R, avec r > 0. développement en série entiére de f sur | —1,1[.

Déterminer la somme des séries entiéres obtenues.

2. Est-ce que toutes les solutions de z (z — 1) ¢y +3x v/ +y = 0 sur |0, 1| sont
les restrictions d’une fonction développable en série entiére sur | — 1,1[?

Exercice 26
n n
Soit (up)nen définie par ug =3 et Vn € N, upyg = > <k:> W Upy— ko
k=0
1. Montrer que pour tout n € N, 0 < u,, < 4" !nl.

U
2. a) Montrer que la somme f de la série entiére ) —T z" est solution de
n

I'équation différentielle v/ = y? sur un intervalle & pféciser.
b) En déduire une expression simplifiée de f, sur un intervalle ol f ne s’an-
nule pas.

3. Expliciter, pour tout n € N, le terme général u,, en fonction de n.

Exercice 27
2

Onposeag=a;=1et:VneN, anto = ant1 +
n+2

anp,.

1. Montrer que Vn € N*, 1 < a, < n?.
2. Quel est le rayon de convergence R de la série entiére » | a,z" 7

3. Donner une équation différentielle du premier ordre vérifiée par la somme f
de cette série entiére, puis calculer f sur | — R; R].
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