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Feuille d’exercices n°7 : Suites et séries de fonctions

Suites de fonctions

Exercice 1

Soit @ € R. Etudier la convergence simple et la convergence uniforme des suites
de fonctions (f) :

1. Ry — R 4. R - C
T x r — ell-i)nz
n(1+ zn)
2 R+ SR 5 R+ — R
n® e x +— sin (\/17 + 4n? 7r2>
T = 1 %e
3. Ry — R 6. Ry = Ry
—nT xr 1+ z e 27 (ﬂ?)
r — e " sin(nx) n [0,n]

Exercice 2

Soit (fn)nen une suite de fonctions définies sur un intervalle I et & valeurs
réelles. On suppose que (fy,) converge uniformément sur I vers une fonction f.

In
1+ fu2

1. Montrer que (g,) converge simplement sur I.

Pour tout n € N, on pose : g, =

2. Montrer que pour tout (z,y) € R? : (1+ay) < (1 +2%) (1 + ¢?).

3. Montrer que (g,) converge uniformément sur I.

Exercice 3

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme des suites de fonc-
tions (fp) :

1. ]0,1] — R 4. R - R
r = 2" In(x) r s T
14 n? z?
2. R - R
1 5 R+ — R
T COS( <1+n> $> T sin(\/x+4n2ﬂ'2>
3. R —- R 6. R+ — R+
n+2 T\
x e ne T <1+E> e g ()

Exercice 4

Pour tout n € N, on note f,, la fonction : f, : x — nz" (1 — ).
1. Montrer que (f,) converge simplement sur [0, 1] vers la fonction nulle.
2. Montrer que (f,) ne converge pas uniformément sur [0, 1].

Exercice 5
On considére la suite de fonctions définie pour tout = € [0, 1] par :
Py(z) = 0
r — Py(x)?
2

. Montrer que (FP,) est une suite de restrictions de polynémes dont on précisera
le degré.

Vn €N, Pn—l—l(x) = Pn(x)"i_

~

2. Montrer que (P,) converge simplement vers une fonction f a préciser.
3. Montrer que, pour tout x € [0, 1] et tout n € N :

f(z)
2+ n f(z)

4. Montrer que (P,) converge uniformément vers f sur [0, 1].

0 < f(x) = Pu(x) < 2
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Exercice 6
1
Pour tout n € N*, on note f,, la fonction définie par : f,, : x — /22 + —.
n

1. Montrer que (fy,) converge simplement sur [—1, 1].

2. La limite simple de la suite (f,,) est-elle de classe € sur [-1,1]?
Commenter.

Exercice 7
Pour tout n € N*, on note f, la fonction définie par : f,, : x — nz™ sin (7r w)

1. Montrer que (fy,) converge simplement sur [0, 1].

2. a) Démontrer que (f,) converge uniformément sur tout segment de la forme

[0,a] ot a € [0, 1].
b) En déduire que (fy,) converge uniformément sur tout segment de [0, 1].

3. La suite (fy,) converge-t-elle uniformément sur [0, 1]?

Exercice 8

Pour tout n € N*, on note g,, la fonction définie par :

gn it n(n+1)t" ! sin(nt)

1
On note de plus, pour tout n € N* : [, = / gn(t) dt.
0

1 I
1. Démontrer : Vn > 3, In:M (1— z 2).

s ™

2. Montrer que (g,) converge simplement sur [0, 1].

1
3. a) Que vaut : /
0

b) En déduire que (gp) ne converge pas uniformément sur [0, 1].

lim g,(t) dt?

n—-+o00

. a) Démontrer, pour tout n € N et tout x € R : ‘fn(;r)‘ <

Exercice 9

2

2 —n
Pour tout n € N*, on note f, la fonction définie par : f, : x — (1 + 2) .
n

2

. Démontrer : Vz € ]0, +o0], x — % < In(l+2) < =

2. Montrer que (f,) converge simplement sur [0, +o0|.

3. a) Démontrer que (f,) converge uniformément sur tout segment de la forme

[0,a] o a > 0.

b) En déduire que (f,,) converge uniformément sur tout segment de [0, +oo].

Exercice 10

On note (fy,) la suite de fonctions définie par :

fo: x> sin(x)

Wn €N, ¥z € R, foyi(z) = / Lt di
0

. a) Calculer fi et fo.

b) Démontrer, pour tout n € N* :
Vz € R, fn+1($) = (2’1’L + 1) fn(l‘) - 12 fnfl(l‘)

¢) Montrer qu’il existe P, et @), des polynomes a coefficients entiers de degré
inférieurs a n tels que, pour tout z € R :

fn(x) = Qn(z?) sin(x) + z P,(z%) cos(x)

‘x|2n
S oonpl’

b) La suite (f,) converge-t-elle simplement, ?
Converge-t-elle uniformément sur tout segment de R?

. Montrer que 72 est irrationnel.
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Exercice 11
Soient p € N* et (P,)nen une suite de polynomes de Cp[X].

On suppose que (P,) converge simplement sur R vers une fonction f.

1. Montrer qu’il existe des polyndémes (Li)z‘e[[o,p]] telle que :

p
VneN, P, =) P.(k) L
k=0

2. En déduire que f est un polynéme de degré au plus p.

3. Montrer que (P,) converge uniformément sur tout segment de R vers f.

Exercice 12. (d’aprés Mines 2 2019 - PSI)

« Dans cet exercice, on se propose de démontrer le théoréme de Stone-Weierstrass

qui stipule : toute fonction continue sur [0, 1] est limite uniforme d’une suite
de fonctions polynomiales.

« Il s’agit de démontrer que, pour toute fonction f continue sur [0, 1], il existe
une suite (P,) de polyndmes qui converge uniformément sur [0, 1] vers f.

n

1. Justifier : Vo € [0,1],Vn € N, ) <k>xk(1 — gv)"*"g =1.
k=0

n

2. Montrer : Vz € [0,1], Vn € N, > k(k
k=0

>a:k(1 —2)"* = na.

n

3. Montrer : Vz € [0,1], Vn € N, > k2 <k
k=0

)xk(l —2)"* =nx +n(n—1)22

n
4. En déduire : Vz € [0,1], Vn € N, 3 (k —nx)?
k=0
pour une constante C' > 0 & préciser.

(Z) ok (1 —z)"F < Cn,

On considére maintenant f : [0, 1] — R continue et € > 0.
On admet l'existence de o > 0 tel que, pour tout (z,y) € [0, 1]? :

[z -yl <a = [fx) - fly)l <e

Pour n € N, on définit la fonction polynomiale :
. N\ k n—k k
Vr € R, By(z)= > (1 —z)" " f | =
k=0 \F n
Pour x € [0, 1] on partitionne les entiers k naturels entre 0 et n en :
X ={ke{0,1,...,n}: ‘x—%‘ <a}
et Y:{kE{O,l,...,n}:|x—%|>a}

[Bu(z) = f(@)] <e+2|fllee 2

key

5. Montrer que, pour tout x € [0,1] et tout n € N,
ou on rappelle que || f|lco = sup |f(x)|.
<x<1

(1) oy,
0<

6. En utilisant la définition de I’ensemble Y et les questions précédentes, conclure
qu’il existe n suffisamment grand tel que :

| Bn — flloo < 2¢

Exercice 13. (CCINP)
On lance un dé a 6 faces.
Les lancers sont indépendants et le dé n’est pas pipé.

On note X}, la variable aléatoire égale a la valeur obtenue au k™€ lancer.

1. Déterminer la loi de X}, et la fonction de répartition F' associée a Xj.

o

On note Z,, la valeur maximale obtenue au bout de n lancers.
Déterminer la fonction de répartition F), de Z,, en fonction de F.

3. Déterminer la limite de (F},) lorsque n tend vers 'infini.
La convergence est-elle uniforme ?

4. On note Y,, la valeur minimale obtenue au bout de n lancers.
Déterminer GGy, sa fonction de répartition.
Etudier les convergences simple et uniforme de (Gy,).
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Exercice 14. (CCINP)
t n
Pour n € N*, on définit sur [0, 1] la fonction G, : t — (1 - ) el.

n
t
1. Démontrer pour tout (n,t) € N* x [0,1] : |G/,(t)] < <
n
tet
2. En déduire, pour tout (n,t) € N* x ‘G 1| <
n
t
3. On définit, pour tout n € N* et tout = € [0, 1] : I,,(x) = (1 — >
n

Montrer que la suite de fonctions (I,,) converge snnplement sur [0, 1].

4. Converge-t-elle uniformément sur [0, 1] ?

Exercice 15

1. Justifier l'existence des intégrales suivantes (on notera chacune d’elle I,).

2. Déterminer leur limite et en donner un équivalent simple en 4oc0.

(dans le cas ou
n—-+oo

valent)
sin (1)
2\ oy

1 1 400
1. — dt .
/0 tm d /0 t(1+t2)
51 1 1 n
2. /2 (sin(z))™ dt 6. / RN
0 0 14 zn

1 1 +00 .
: 0 x4 et dx 7. / e ¥ dx
1

o

dt

>

1
/0 Vift+.. . +tn

Exercice 16 (d’aprés oraux CCINP 2022 - MP)
ne®+xe *
Pour tout n € N, on note : f, : @ + (22 + 1) %
n+x

1. Démontrer que la suite de fonction (f,) converge uniformément sur [0, 1].

2. Calculer lim

1
n—)—i—oo/o fn(t) dt

lim I, =0, on pourra étudier n I, pour obtenir un équi-

Exercice 17 (d’aprés oraux CCINP 2022 - MP)

efx
Pour tout n € N* on note : f, : x = ———— et u, = / fn(x) dx.
’ 1 +n2 .’L'2 0

1.

Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,) sur [0, 1].

2. Soit a € ]0,1]. La suite de fonctions (f,) converge-t-elle uniformément sur

[a,1]?

3. La suite de fonctions (fy,) converge-t-elle uniformément sur [0, 1] ?

4.

Trouver la limite de la suite (up)pen+-

Exercice 18 (d’aprés oraux CCINP 2022 - MP)

1.

2.

Soit X un ensemble, soit (g,) une suite de fonctions de X dans C et soit g
une fonction de X dans C.

Donner la définition de convergence uniforme sur X de la suite de fonctions
(gn) vers la fonction g.

Pour tout n € N, on note :

n+ 2
n-+1

fnix— e " cos (Vnaz)

a) Démontrer que la suite de fonctions (f,,) converge simplement sur [0, +o0[
vers une fonction f & déterminer.

b) La suite de fonctions (fy,) converge-t-elle uniformément sur [0, +oo[?

¢) Soit a > 0. La suite de fonctions (f,) converge-t-elle uniformément sur
[a, +oo[?

d) La suite de fonctions (f,,) converge-t-elle uniformément sur |0, +oo] ?
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Exercice 19
Pour tout n € N*, on pose :

—k
2 L siz €k k+1i], k<n
n
: E+1—
foraim ) g B 17T sizek+35,k+1,k<n
n
0 sinon

+o0o
1. Démontrer que / fn(x) dx est convergente et déterminer sa valeur.
0

2. Montrer que (f,) converge uniformément sur R vers la fonction nulle.

Séries de fonctions

Exercice 20
Soit (frn)nen € (KI )N une suite de fonctions.

Supposons :

(V)

Caractére €%

Pour tout n € N, f, est de classe €* sur I,

Convergences successives

(i)

(0) La suite (f,,) converge simplement sur /.

(1) Pout tout k£ € N*, la suite ( fr(Lk)) converge uniformément sur (tout
segment de) 1.

1. a) Démontrer que, sous ces hypothéses, la fonction f est de classe €°°.
b) Quel résultat d’interversion obtient-on sous ces hypothéses ?

2. Ecrire un résultat analogue pour les séries de fonctions.

Exercice 21

On considére la série > f,, ou, pour tout n € N, la fonction f,, est définie par :

—_nx

fn:w’_)1+n2

1. a) Démontrer que la série Y f,, converge simplement sur I = [0, +o0[.
b) Peut-on trouver un intervalle J différent de I tel que J D I pour lequel

la convergence simple est assuré ?

+oo
On note alors S : z +— Y fu(z) la somme de la série de fonction . f,
n=0

(c’est une fonction définie sur 7).

2. Démontrer que la fonction S est de classe € sur |0, +oo| et écrire S’ comme
somme d’une série de fonctions.

3. a) Démontrer : Vo € |0, 4o00[, S'(z) < 0.
b) Démontrer que S’ est croissante sur ]0, +00.

¢) Déduire de ce dernier point la limite de S’ en 0.

Exercice 22
Soit I un intervalle réel.

Soit (fn)nen € (KI)N une suite de fonctions.

1. a) Rappeler la caractérisation de la convergence uniforme d’une série de
fonctions.

b) Démontrer :

(fn) converge uniformément sur [
vers la fonction nulle

>~ fn converge

3 , =
uniformément sur [

2. On suppose maintenant que, pour tout x € I, la série numérique »_ fp(z)
est une série qui vérifie les hypothéses du critére spécial des séries alternées.
Démontrer :

(fn) converge uniformément sur [
vers la fonction nulle

> fn converge
uniformément sur 7
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Exercice 23
+0o0 1,2
On admet (sans démonstration) : / e 2" du=+v2m.

—00

2

du =

T
2

+o0 1
1. a) Démontrer : / e 2"
0

Si%

+oo 5
b) Démontrer :/ e dt =
0

On considére maintenant la série > f, ou, pour tout n € N, la fonction f,, est
définie par :

fn: T e e

2. Démontrer que la série Y f,, converge simplement sur |0, 4+00].

+o00o
On note alors S : x +— > fn(x) la somme de la série de fonction Y fp.
n=1

3. Démontrer que la fonction S est de classe € sur ]0, +o0].

4. a) Démontrer que pour tout z > 0 :
+oo +oo +oo
/ et gt < > ek < / et gt
1 k=1 0

1 ™

~  — —_

z—0 2 T’

b) En déduire : S(z)

(indication : poser un changement de variable affine et exploiter 1)

Exercice 24

On considére la série | f, ou, pour tout n € N*, la fonction f,, est définie

par :
n

. _ n
fnix = (=1) )
1. Démontrer que la série Y f, converge simplement sur R.

+oo
On note alors S : x +— > fu(x) la somme de la série de fonction » fp.
n=1

2. Démontrer que la fonction S est continue sur R.

Exercice 25. (CCINP)
“+o00
On note F:x+— > In(1+e ™).
n=0
1. Donner le domaine de définition D de F.
2. La fonction F' est-elle continue sur D ?
3. Déterminer F'(D).

Exercice 26. (IMT)

Soient a € R et n € N.

cos
On pose uy, :  +— a” ﬂ

n!
1. Etudier les convergences simple et uniforme de la série > wu,.

2. Déterminer la somme S de cette série de fonctions.

2 2
3. Calculer, pour tout p € N, S(x) cos(px) dx et S(z) sin(px) dx.
0 0
Exercice 27. (un classique)
(-1 1

+0o0o
On définit F : z — >

n=1

et X —.
n< C ngl n<

1. Déterminer I’ensemble de définition de F'.
2. Trouver une relation entre F' et (.
3. Déterminer lim (z —1)((x).
z—1
4. Déterminer lim F(z) ainsi qu'un équivalent de ¢ en 4o0.
T—+00
Exercice 28
On définit la suite de fonctions (uy,) par :
vn € N*, u, : z — (sin(z))" cos(z)

uo : x — cos(x) et

Etudier le mode de convergence et éventuellement la somme de > w,.
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Exercice 29. (Mines) 3. Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur la limite de la
+oo - suite (an)n>1 pour que la série de fonctions > f, converge uniformément
On note f :x — nzl (—1)" In (1 + E) sur [0, 1.
1. Déterminer ’ensemble de définition D de f. )
2. Montrer que f est de classe €' sur D. Exercice 33 Yoo
3. Déterminer un équivalent simple de f en (—1)7. On note f : 2 — Zo eV,
n=
4. Exprimer f’ a I'aide d’une intégrale.

1. Déterminer le domaine de définition de f, puis la continuité de f sur ce
domaine.

Exercice 30. (Centrale) 2. Montrer que f admet une limite en +o0o et déterminer cette limite.

a(z)

Soit @ : R% — [1, +o00[ une fonction continue telle que lim = +o0. 3. Déterminer un équivalent simple de f en 0.
z—+oo In(x)
+oo .
On pose f:trs > e am?, Exercice 34
. Pour tout n > 1 f e
1. Déterminer le domaine de définition de f. our tout n = 1, on note : Up : T > n
2. Trouver un équivalent de f en +oo. 1. Etudier la convergence simple, uniforme, normale de > u,. On note S sa
3. Soit b > 0. On suppose a : & — 2. Déterminer un équivalent de f en 0. somme. nz1

2. Montrer que S est continue sur R} et de classe €' sur RY.

Exercice 31 3. Calculer S’, puis S.

Jusitifier les égalités suivantes :

, /+OO ¢ " %o (_1)"—1 3 /1 1 4 oo (—1)m Exercice 35
. —— dt = — . T = -_— 1
0 ef +1 nm1 NP o l+a® n=0 an+1 Pour tout n > 2, on note uy,, : T — n(z)

Lo oo (—yn " In(n)’
2. /0 2 de =), ———

1 n" 1. Déterminer le domaine D de convergence de la série ) wuy,.
n=2
Exercice 32 2. Montrer que la série Y wu, ne converge pas normalement sur D.

. . , . , L. n=2

Soit; (an)nen+ une suite décroissante de réels positifs. 3. Montrer que pour n > 2, le reste d’ordre n de la série vérifie : Vo € D,
* — n — 1

On pose, pour tout n € N* et tout = € [0,1], fun(x) = apz™(1 — x). |Rn(z)| < BT

1. Montrer que la série de fonctions > f, converge simplement sur [0, 1]. En déduire la continuité de la somme S de cette série sur D.

2. Montrer que la série de fonctions ) f, converge normalement sur [0,1] si 4. Montrer que S est intégrable sur D.

N

. L. Qn,
et seulement si la série > — converge.
n




PSI

2024-2025

Exercice 36

+o00 1

Pour z > 0, on pose S(z) = >

1
2
3
4

izo nl(z +n)’

Justifier I'existence et la continuité de S sur R7 .

Etudier les variations de S, et préciser les limites de S en 0 et en +oo.
Montrer : Vz € RY, 2 S(x) + S(z + 1) =e.

Trouver un équivalent simple de S en 0 et +00.

Exercice 37

Pour tout n € N*, on note f, : z —

1.

(=n"

n+ax

Etudier la convergence simple, uniforme, normale, de la série de fonctions

> foosur Ry.

n=1

2. Montrer que la somme f de cette série de fonctions est de classe € sur R..

3. Déterminer la limite de f en +oo, puis trouver un équivalent simple de f en

+00.
(Indication : on pourra commencer par simplifier f(x)+ f(z+1), pour x > 0)
1 T
t
. Montrer que pour tout z € Ry, f(z) = —/ dt.
0 14t

Sujets de concours

Exercice 38 (d’aprés E3A 2023 - PSI)

1.

Question de cours
a) Soit n un entier naturel. Déterminer le quotient et le reste de la division
euclidienne dans R[X] du polynéme X"*! —1 par X — 1.

b) Donner, sans justification, la somme de la série entiére > 2™ ainsi que
n>=0
son ensemble de définition.

%k ok ok ok

2. Etude d’une suite

1—

Tt dt converge pour tout entier n € N*.

1
a) Montrer que 'intégrale /
0

1

dt
1+t4...4+t7
Démontrer que la suite (up)nen+ converge vers un réel £ que 'on déter-
minera.

1
b) On pose, pour n = 1, u, = /
0

On vérifiera soigneusement les hypothéses du théoréme utilisé.

. Etude de la série de terme général u,, — ¢

a) Soit n € N*.
Pour tout entier naturel non nul p, et pour tout réel ¢ € [0,1], on pose
gp(t) = (1 — )P 1),

Démontrer que la série de fonctions ) g, converge simplement sur [0, 1],
p=1
et déterminer sa somme.

1

b) Calculer 'intégrale / gp(t) dt et en donner un équivalent lorsque p tend
0
vers +00.
¢) En utilisant la série de fonctions définie au 4.a), démontrer que :
+0o0 1
2.
= ((n+Dp+2) (n+1)p+1)
d) Pour tout p entier naturel non nul, on pose :
2

(t+1)p+2) (t+1)p+1)

Vn € N*, u, — (=

hp :t—

Démontrer que la série de fonctions ) h, converge normalement sur R .
p=1

e) En déduire que, pour n au voisinage de +o0, on a :

w2 1
un=ttgzt, o\

On ad too 1 2
n admettra que —_ = —.
4 ngl n2 6
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Exercice 39 (d’aprés E3A 2021 - MP) Exercice 40 (d’aprés E3A 2020 - PSI)
Dans tout I'exercice, I est le segment [0, 1] et f la fonction définie sur I par :  Pour tout entier naturel n, on définit sur 'intervalle J = [1, +o0[, la fonction
e s _
sl si # 0 . fn définie par : .
1 siz=0 folw) = (—1)
() = ———
On consideére la suite de fonctions (fy,)nen définies sur I par : v1+ne
e Vzel, fo(z) =1 1. Démontrer que la série de fonctions ) f,, converge simplement sur J.
0 siz=0 n=0
e VneN, Vzel, fo(z) = (—1)" On note alors pour tout = de J, p(x) sa somme.
b ) n . N
n! (In(z)) stnon 2. Montrer que cette série de fonctions ne converge pas normalement sur J.
1. Montrer que f et toutes les fonctions f, sont continues sur I. 3. Etudier alors sa convergence uniforme sur .J.
2. On considére la série de fonctions ) f,. 4. Déterminer £ = lim 1S Ful2).
n>0 T—+00 T
Démontrer que cette série de fonctions converge simplement sur I vers une 1y
fonction que l'on déterminera. 5. Pour n € N*, on note u,, = (=1)

N

. Etudier 1 iati la f i i I, défini . .
9. Etudier les variations de la fonction ¢ continue sur [, définie pour tout a) Justifier la convergence de la série de terme général u,. On note a =

t €]0,1] par ¢(t) = t1n(t). too
4. Représenter graphiquement la fonction ¢ sur I en précisant les tangentes ngl Un Sa SOIMIME.
aux bornes. . .
5. Démontrer que la série de fonctions > f,, converge normalement sur I. b) Montrer que I'on a au voisinage de I'infini : (z) = £+ VT +0 <$3/2>'

n=0
+oo
6. On pose pour tout réel et lorsque cela est possible I'(z) = / t*letds.
0
a) Déterminer I’ensemble de définition de la fonction I'.

b) Soit n € N. Calculer I'(n + 1).

1
7. Soit n € N*. Calculer I'intégrale J,, = / fn(t)dt.

0
On pourra effectuer le changement de variable w = — In(t)

1 +oo
8. On pose J = / f(t)dt. Montrer que 'ona:J =) n™"
0

n=1
9. Trouver un rang ng pour lequel la somme partielle d’ordre ng sera une valeur
approchée de J a 1076 preés.




