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Feuille d’exercices n°7 : Suites et séries de fonctions

I. Suites de fonctions

Exercice 1

Soit a € R. Etudier la convergence simple et la convergence uniforme des suites
de fonctions (f) :

1 R+ —- R 4. R — C
€ 1—i) nx

Ty (1+zn) i
2 R+ S R 5 RJr — R

R no pont r + sin (\/:U + 4n? 7r2>

né 1 6. R, — R

3. Ry - R * T

r — e ™ sin(nw) T (1 + E) S 6D

Exercice 2

Soit (fn)nen une suite de fonctions définies sur un intervalle I et & valeurs
réelles. On suppose que (f;,) converge uniformément sur I vers une fonction f.

fn
14 fo?
1. Montrer que (g,) converge simplement sur I.

2. Montrer que pour tout (z,y) € R? : (1 +2y) < (1 +2%) (1 + ¢?).

Pour tout n € N, on pose : g, =

3. Montrer que (g,) converge uniformément sur 1.

Exercice 3. (CCINP)

n-+ 2 e—nx2
n+1

1. Etudier la convergence simple de (uy,) sur R.

Pour tout n € N, on note uy : z —

2. Y a-t-il convergence uniforme sur Ry ? sur [a, 4+o00[ pour a > 07

Exercice 4

Pour tout n € N, on note f,, la fonction : f,, : x — na™ (1 — z).

1. Montrer que (f,) converge simplement sur [0, 1] vers la fonction nulle.
2. Montrer que (f,) ne converge pas uniformément sur [0, 1].

Exercice 5
1
Pour tout n € N*, on note f,, la fonction définie par : f,, : © — (/22 + —.
n

1. Montrer que (f,) converge simplement sur [—1,1].

2. La limite simple de la suite (f,) est-elle de classe € sur [—1,1]?
Commenter.

Exercice 6. (un classique)

On considére la suite de fonctions définie pour tout z € [0, 1] par :
PO ($) =0

r — Py(x)?
2

1. Montrer que (P,,) est une suite de restrictions de polynémes dont on précisera
le degré.

Vn € N, Pn—i—l(x) = Pn(x)"i_

2. Montrer que (P,) converge simplement vers une fonction f & préciser.
3. Montrer que, pour tout x € [0, 1] et tout n € N :

f(x)
2+ n f(x)

4. Montrer que (P,) converge uniformément vers f sur [0, 1].

0 < f(z)— Py(x) < 2
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Exercice 7 Exercice 10
Pour tout n € N*, on note f, la fonction définie par : f,, : z — nz"” sin (7r a:) Soient p € N* et (P,,)nen une suite de polynomes de Cp[X].
1. Montrer que (f,) converge simplement sur [0, 1]. On suppose que (P,) converge simplement sur R vers une fonction f.

2. a) Démontrer que (f,) converge uniformément sur tout segment de la forme 1. Montrer qu’il existe des polynomes (L;);c[o) telle que :
[0,a] ot a € [0, 1].

P
b) En déduire que (f,,) converge uniformément sur tout segment de [0, 1]. VneN, P, = > P,(k) L

. . k=0
3. La suite (fy,) converge-t-elle uniformément sur [0,1]?

2. En déduire que f est un polyndéme de degré au plus p.
Exercice 8 3. Montrer que (P,) converge uniformément sur tout segment de R vers f.
2
2

—-n
x
Pour tout n € N*, on note f, la fonction définie par : f, : x — <1 + nQ> * Exercice 11. (Centrale)

x2 On note (fy,) la suite de fonctions définie par :
1. Démontrer : Vz € |0, 4o00[, z — 5 < In(l+2) < =

2. Montrer que (f,,) converge simplement sur [0, +o0[. fo @ sin(z)

x
3. a) Démontrer que (f,,) converge uniformément sur tout segment de la forme VneN, Vr e R, foii(z) = / t fo(t) dt
[0,a] ot a > 0. 0
b) En déduire que (f,) converge uniformément sur tout segment de [0, +00[. 7. 4 ) Calculer f; et fo.

b) Démontrer, pour tout n € N* :
Exercice 9

Pour tout n € N*, on note g, la fonction définie par : Vo € R, fu1(z) = (20 +1) fu(2) — 2° fa-1(2)
gn it n(n+1)t"1 sin(nt) ¢) Montrer qu’il existe P, et ), des polynomes a coefficients entiers de degré
1 inférieurs a n tels que, pour tout x € R :
On note de plus, pour tout n € N* : [,, = /0 gn(t) dt. fn(x) = Qn(z?) sin(x) + z P, (%) cos(x)
1. Démontrer : Vn > 3, I, = n(nﬂ—i—l) (1 — 17;2) 2. a) Démontrer, pour tout n € N et tout z € R : | fn(z)] < ‘;Jj:
2. Montrer que (g,,) converge simplement sur [0, 1]. b) La suite (f,) converge-t-elle simplement ? .

Converge-t-elle uniformément sur tout segment de R 7

1
. M ?
3. a) Que vaut : /0 nEI—Eoo gn(t) dt" 3. Montrer que 72 est irrationnel.

b) En déduire que (g,,) ne converge pas uniformément sur [0, 1].
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Exercice 12. (d’aprés Mines 2 2019 - PSI) 6. En utilisant la définition de I’ensemble Y et les questions précédentes, conclure
« Dans cet exercice, on se propose de démontrer le théoréme de Stone-Weierstrass qu’il existe n suffisamment grand tel que :

qui stipule : toute fonction continue sur [0, 1] est limite uniforme d’une suite

de fonctions polynomiales. 1B = flloo < 2¢

« Il s’agit de démontrer que, pour toute fonction f continue sur [0, 1], il existe

une suite (P,) de polynémes qui converge uniformément sur [0, 1] vers f. Exercice 13. (CCINP)

=0 Les lancers sont indépendants et le dé n’est pas pipé.

n /n On lance un dé a 6 faces.
1. Justifier : Vo € [0,1],Vn € N, > <k>xk(1 — :1:)”_]“ =1.

n n On note X}, la variable aléatoire égale a la valeur obtenue au k®™ lancer.
2. Montrer : Vx € [0,1], Vn € N, > k( >$k(1—x)”_k:nw. _ . . - )
=0 \k 1. Déterminer la loi de X}, et la fonction de répartition F' associée a Xj.
2. On note Z,, la valeur maximale obtenue au bout de n lancers.

n n
) 2 k —k _ 2
3. Montrer : Va € [0,1), Vn € N, 3 k (k)x (1 —2)"" =nz+n(n—1)z Déterminer la fonction de répartition F,, de Z, en fonction de F'.

3. Déterminer la limite de (F,) lorsque n tend vers l'infini.

" n
4. En déduire : Vo € [0,1], Vn € N, Y (k —nx)? <k‘> 28 (1 —2)" % < Cn, La convergence est-elle uniforme ?
k=0
pour une constante C' > 0 & préciser. 4. On note Y,, la valeur minimale obtenue au bout de n lancers.

Déterminer G,, sa fonction de répartition.

On considére maintenant f : [0,1] — R continue et & > 0. PR ) .
Etudier les convergences simple et uniforme de (Gy,).

On admet l'existence de a > 0 tel que, pour tout (x,y) € [0, 1]

o —yl <a = |f(z) - fl)l <e Exercice 14. (CCINP)
Lo . . . t\"
Pour n € N, on définit la fonction polynomiale : Pour n € N*, on définit sur [0, 1] la fonction Gy, : £ <1 _ ) ot
n
n k
v ek, Bulo) = 3 () )oha— oyt (2) ¢
k=0 \F n 1. Démontrer pour tout (n,t) € N* x [0,1] : |G, ()] < —.
n
Pour z € [0, 1] on partitionne les entiers k£ naturels entre 0 et n en : te
2. En déduire, pour tout (n,t) € N* x ‘G — 1‘ < —
X={ke{0,1,....n}: |z — £ <a}
t
et Y={ke{0,1,....n}: |z — | >a} 3. On définit, pour tout n € N* et tout z € [0,1] : I,,(x) = <l—n>
5. Montrer que, pour tout = € [0,1] et tout n € N, Montrer que la suite de fonctions (I,,) converge mmplement sur [0, 1].
. . 4. Converge-t-elle uniformément sur [0, 1] 7
Bule) = f@) < +20f e © () P00,
keYy

ou on rappelle que ||f|lcc = sup |f(x)].

SSAS
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II. Séries de fonctions Exercice 17
400
Exercice 15 On admet (sans démonstration) : / e_%“2 du = V2.
—00
Soit (fn)nen € (KI)N une suite de fonctions. 400 L Jr
Supposons : 1. a) Démontrer :/ e 2% du = ﬁ
0
(i) Régularité b v
Vn € N, f, est de classe €T sur I b) Démontrer : /0 e U dt = 5

(#) Convergence simple On considére maintenant la série > f,, o, pour tout n € N, la fonction f, est
définie par :

. _m2
(iti) Convergence uniforme fnix—e ™"

La suite (f,,) converge simplement sur I vers une fonction notée f.

* : (k) : 4
Vk € N*, la suite ( fn ) converge uniformément sur (tout segment de) I. 2. Démontrer que la série 3 f,, converge simplement sur ]0, +oo[.

1. a) Démontrer que, sous ces hypothéses, la fonction f est de classe €°°.

+oo
b) Quel résultat d’interversion obtient-on sous ces hypothéses 7 On note alors S : z Zl fn(z) la somme de la série de fonction - f.
n—=

2. Ecrire un résultat analogue pour les séries de fonctions. 3. Démontrer que la fonction S est de classe €1 sur |0, +oo].

. 4. a) Démontrer que pour tout x > 0 :
Exercice 16

On considére la série > f,, o, pour tout n € N, la fonction f,, est définie par : /+°° ot g < +200 o He o /+Oo 0Tt gy
~X ~X
e Nz 1 k=1 0
frniz— 3
1+n 1 [7

b) En déduire : S(z) ~ = 4/—

1. a) Démontrer que la série > f, converge simplement sur I = [0, 4o00]. a0 2\l 2’

b) Peut-on trouver un intervalle J différent de I tel que J D I pour lequel (indication : poser un changement de variable affine et exploiter 1)
la convergence simple est assuré ?

+oo .
On note alors S : z — > f,(x) la somme de la série de fonction >  f, Exercice 18
n=0

Soit I un intervalle réel.

(c’est une fonction définie sur I ). N
Soit (fn)nen € (KI ) une suite de fonctions.

2. Démontrer que la fonction S est de classe € sur |0, +oo] et écrire S’ comme

somme d’une série de fonctions. 1. a) Rappeler la caractérisation de la convergence uniforme d’une série de
3. a) Démontrer : Vz € 0, 4+o0[, S’(z) < 0. fonctions.
b) Démontrer que S’ est croissante sur |0, +oo. b) Démontrer :
P : : o y
¢) Déduire de ce dernier point la limite de S” en 0. S f, converge (f) converge uniformément sur I
uniformément sur [ vers la fonction nulle
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2. On suppose maintenant que, pour tout = € I, la série numérique » . f,(x)
est une série qui vérifie les hypothéses du critére spécial des séries alternées.
Démontrer :

(fn) converge uniformément sur
vers la fonction nulle

>~ fn converge
uniformément sur [

Exercice 19

On consideére la série > f, o, pour tout n € N*, la fonction f, est définie

par :
n

. n
friwe (U S
1. Démontrer que la série Y f, converge simplement sur R.

+o0
On note alors S : z — Y fy(z) la somme de la série de fonction > fp.
n=1

2. Démontrer que la fonction S est continue sur R.

Exercice 20. (CCINP)

+oo
Onnote F':x+— > In(1+4e™ ™).

n=0
1. Donner le domaine de définition D de F.
2. La fonction F' est-elle continue sur D ?
3. Déterminer F'(D).

Exercice 21. (IMT)

Soient a € R et n € N.
cos(nx
On pose u, : ¢+ a” #
n!

1. Etudier les convergences simple et uniforme de la série > u,,.

2. Déterminer la somme S de cette série de fonctions.
27 27
S(zx) cos(px) dr et
0 0

3. Calculer, pour tout p € N, S(x) sin(pzx) dz.

Exercice 22. (un classique)

e (-1t oy
On définit F:x— Y, ——— et (x> Y, —.
n=1 n® n=1 n*

1. Déterminer I’ensemble de définition de F'.

2. Trouver une relation entre F' et (.

3. Déterminer lim (z — 1) {(x).
z—1

4. Déterminer lim F(z) ainsi qu'un équivalent de ¢ en +o0.
T—r+00

Exercice 23

On définit la suite de fonctions (uy,) par :
ug : x — cos(x) et Vn € N*, w, 1z (sin(z))" cos(z)

Etudier le mode de convergence et éventuellement la somme de > w,.

Exercice 24. (Mines)
+oo
Onnote f:x+— > (—=1)" In (1+ f).
n=1 n

1. Déterminer ’ensemble de définition D de f.

2. Montrer que f est de classe € sur D.

3. Déterminer un équivalent simple de f en (—1)%.
4

. Exprimer f’ & I’aide d’une intégrale.

Exercice 25. (Centrale)

Soit @ : RY — [1, +o0o[ une fonction continue telle que lim alz) = +o00.
z—+oo In(x)

+oo
On pose f:trs 5 e-dMt,

n=1
1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. Trouver un équivalent de f en +oo.

3. Soit b > 0. On suppose a : & — 2. Déterminer un équivalent de f en 0.
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