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Feuille d’exercices n°3 : Endomorphismes et
matrices carrées

Généralités sur les espaces vectoriels et les applications li-
néaires (révisions)

Exercice 1
On considére I'espace vectoriel R muni de la base canonique %.
On note P le plan d’équation = 4+ y + z = 0 et D la droite définie par le

x:§z'

systéme d’équations {
Yy=3=%

1. Vérifier que P @ D = R3.

On note p la projection sur P parallélement & D.

2. Soit u un vecteur de R3.
Calculer p(u) et déterminer la matrice de p dans 2.

Exercice 2
Soient E, F' et G trois K-espaces vectoriels de dimension finie.
1. Soient f € L(E,F), g1, g2 € ZL(F,G), et hy, hs € Z(G, E).
a) Montrer que si f est injective et si f o hy = f o hy alors hy = ha.
b) Montrer que si f est surjective et si g1 o f = g2 0 f, alors g1 = go.

2. Application.

0o -1 -1
Soient A € #32(R) et B € M>3(R) telles que AB=|-1 0 -1].
1 1 2

Calculer (AB)? et en déduire BA.

Exercice 3
Soient E et I deux K-espaces vectoriels de dimension finie.
Soit V' un sous-espace vectoriel de E.
Onnote A={fe Z(E,F) |V Cker(f)}.

Montrer que A est un K-espace vectoriel et calculer sa dimension.

Exercice 4

1. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de R™. Montrer :
(Elu € Z(R"), Im(u) = F et ker(u) = G) & dim(F) + dim(G) = n

2. Exemple.
Dans R3, F est le plan d’équation z +y + 2z = 0 et G = Vect ((1, —1,0)).
a) Déterminer un endomorphisme u dont I'image est F et le noyau est G

b) Exprimer la matrice de u dans la base canonique.

Exercice 5
Soit F un K-espace vectoriel.
Soit n € N* et soient F1,..., F, des sous-espaces supplémentaires de E.

Pour tout ¢ € [1,n], on note p; la projection sur F; parallélement a € Fj.
ki
1. Montrer :

(i) iddg =p1+p2+---+pn (%) Y(i,j) €[L,n]* i#j = piop; =0
2. Soient p1, ..., p, des endomorphismes de E vérifiant (%) et (iz).
On note F; = Im(p;).
n
a) Montrer : £ = @ F;.
i=1

b) Montrer que pour tout ¢ € [1,n], 'application p; est la projection sur

F; parallélement & @ Fj.
ki
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Formes linéaires et hyperplans Exercice 9
Montrer que si H1 et Ho sont deux hyperplans d’un espace vectoriel E, alors

E i .
xercice 6 Hi et Hy ont un supplémentaire commun dans F.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n > 2.

Soit p € N* et soient ¢1,...,¢, des formes linéaires sur £ linéairement Exercice 10

indépendantes. Pour tout j € {1, p], on note : H; = ker(g;). Soient EZ un C-espace vectoriel de dimension p € N*.

1. Justifier que les espaces Hi, ..., Hp sont des hyperplans deux a deux  gg it (fi

.., [p) une famille de formes linéaires sur E.
distincts de E.

Démontrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes :

2. On considére 'application : ) ) )
(i) La famille (f1,..., fp) est libre;

¢ + E — KP
T (@1(x),...,cpp(:z)>

(i) p:x € B (fi(x),..., [o(x)) € CP est surjective;

(i) (w1, ..., xp) € EP, det ((fi(z)))i<ij<p) # 0.
a) Justifier que ¢ est linéaire, surjective et de noyau Hy N---N H,

-
b) En déduire : dim(HyN---NHy) =n —p. Exercice 11
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*,

Exercice 7 1. Soit B = (e1,...,e,) une base de E.

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies. Pour tout ¢ € [1,n], on note e I'application qui a tout z € E associe la

Soit u € Z(E, F) surjective i-éme coordonnée de x dans Z.

Soit H un sous-espace vectoriel de F. Montrer que la famille * = (e, ..., e}) est une base de Z(F,K).
Montrer que si H est un hyperplan de F, alors u~!(H) (sous-espace vectoriel 2- Soit C = (¢1,...,%n) une base de Z(E,K).
de FE) est un hyperplan de E. a) Montrer que 'application :

n

Exercice 8 ¥ E - K

xr (1#1(50)7 s 7wn($))

Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.
Soit # = (e1,...,e,) € E™. est un isomorphisme.
On suppose : Vf € Z(E,K), f(e1) == f(en) =0 = f= 0.(5.K)- b) En déduire qu’il existe une base Z = (ey, ..., e,) de Uespace vectoriel

E tell = P
Montrer que 4 est une base de E. telle que € = %
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Exercice 12 d) Soit f € Z(F). Démontrer :
Pour toute matrice M € .#,(C), lle trace de M, et te tr(M),
o s do coufictents i Qe e D fof=if o {E=Im(f)eKe()
' f est le projecteur sur Im(f) parallelement a Ker(f)
1. a) Montrer : tr € Z(4,(C),C).
b) Montrer : V(M,N) € #,(C)?, tr(MN) = tr(NM). 2. a) Démontrer : so s =1idg (on dit que s est involutive).
2. Soit ¢ € L (M, (C),C). b) Démontrer : F' = Ker(s —idg) et G = Ker(s +idg).
a) Montrer qu’il existe une unique A € ., (C) telle que : c¢) Démontrer : s =2p—idg =p—q.

d) Soit Z(F). Dé trer :
VM e #,(C), o(M) = tr(AM) ) Soit g € Z(F). Démontrer

E =Ker(g —idg) @ Ker(g + idg)
g est la symétrie par rapport a Ker(g — idg)
parallélement & Ker(g 4 idg)

b) On suppose de plus : V(M,N) € (%n(C))2, O(MN) =@o(NM). gog=idp <
Montrer qu’il existe A € C tel que ¢ = A - tr.

Projecteurs et symétries 3. a) Démontrer : Ker(p) = Im(idg — p).
b) Démontrer : Im(p) = Ker(idg — p).

On note A une base de F et B une base de G. On note enfin & la
famille obtenue par concaténation des bases Zr et Bg.

Exercice 13
Soit E un K-espace vectoriel. 4

Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires de £ (E = F @& G).
a) Démontrer que £ est une base de F.

Pour tout élément = € E, on note (xr,zg) € F x G 'unique couple de vec- )
b) Déterminer Mat z(p), Mat4(q) et Matz(s).

teurs tel que © = zp + xg. On appelle alors projection sur F' paralléelement
a G, Vapplication p définie par :

Exercice 14
p : EFE —- F

Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie.
r = TF

On considére p et ¢ deux projecteurs de E.

On appelle symétrie par rapport a F' parallélement & G, ’application s : .
PP Y P PP b pp 1. Montrer : p 4 q est un projecteur de £ < pogq=gqop=0gg).

s+ B = E 2. On suppose dans cette question que p + ¢ est un projecteur de E.
r = TF—Xqg Montrer :

‘ ‘ ker(p + q) = ker(p) N ker(q)
1. a) Démontrer : pop = p (on dit que p est idempotente).

b) Démontrer : F =Im(p) et G = Ker(p). Im(p) NIm(q) = {0g}
¢) On note ¢ = idg — p. Démontrer que ¢ est un projecteur. Im(p + ¢q) = Im(p) + Im(q)
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Déterminant et trace

Exercice 15

Soit (ai,...,a,) € R™. Calculer le déterminant de la matrice :
1 2(14a) n(a?™? +a}™t)
1 2(1+a9) n(ay=2 +ah™t)
1 2(1+ayp) n(a"2 + a1

Exercice 16
Soit n € N* et soient (A, B,C, D) € (//ZH(K))4.
On suppose AC = C'A.

1. On suppose dans cette question que A est inversible.

) . A C _ _
Démontrer : det < < B D > > = det(DA — BC).

2. Méme question si la matrice A est non inversible.

Exercice 17
Soit n € N* et soit (A, B) € (///,L(]K))2
Démontrer : det < < é i ) ) = det(A + B) det(A — B).

Exercice 18

Soit A € #,,(K) une matrice non nulle. On considére I’application f :

f o (K - K
M — M+tr(M)-A
1. Montrer que f est un endomorphisme de ., (K).

2. Déterminer ses points fixes, son noyau et son image.
On discutera selon la valeur de tr(A).

3. Calculer la trace de f.

Exercice 19
Soit £ un espace vectoriel de dimension finie.
Soient p1, ..., pr des projecteurs de E.
Notons p 'application définie par : p =p; + - -+ + pg.
1. On suppose : V(i,5) € [1,k]* i #j = piop; = 0 (E)-
Montrer que p est un projecteur de E.
2. On suppose que p est un projecteur de FE.
a) Que dire de tr(p) et de tr(p;) pour ¢ € [1,k]?
b) Montrer : Im(p) = Im(p1) @ - - - & Im(py)
puis : ¥(i,5) € [1,Ek]%, i # j = piopj = 0z(p).

Polynomes de matrices carrées et d’endomorphismes

Exercice 20

01 0
On considére la matrice A = (1 0 1) )
1 11

Montrer que A3 est combinaison linéaire de A et A2, puis calculer A" pour
tout n € N*.

Exercice 21

11 0 0
On considére la matrice A = 8 é i ol€ M4 (C).
00 0 —i

1. Trouver un polynoéme Py € C[X] de degré 3 annulant A.
2. Montrer qu’il n’existe pas de matrice B € .#4(R) semblable & A.
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Exercice 22
Soit f € Z(F).
On suppose qu’il existe P € R[X] vérifiant :

P(0)=0

P(f)=0g@rE) et { P0) %0

1. Si E est de dimension finie, montrer : £ = ker(f) & Im(f).

2. Montrer la propriété précédente dans le cas général.

Exercice 23
Soit E un espace vectoriel de dimension n € N*,
Soit f € Z(E).
On suppose qu'il existe e € E tel que la famille 2 = (e, f(e),..., " *(e))
est une base de E (on dit que f est cyclique).

1. Soit (ao, ..
a) Expliciter la matrice de f dans Z. Que peut-on dire du rang de f7?

b) Montrer que P(X) = X" —a, 1 X" ' — - — a3 X% — a1 X —ag est un
polynéme annulateur de f.

.yan—1) le n-uplet de coordonnées de f™(e) dans la base 2.

2. Montrer que les endomorphismes de F qui commutent avec f sont les
polynémes en f.
Matrices semblables - Changement de base

Exercice 24
Montrer que les matrices A et B ci-dessous sont semblables, et que les ma-

trices C' et D ne le sont pas, oul :
2 3 3 1 2
1 2letD=1(2 0 1}.
01 1 00

14 18 18 210 1
A=1|-6 -7 -9],B=10 2 0],C={0
-2 -3 -1 0 0 2 0

Exercice 25

Ttk W
~N O Ot

On considére la matrice A = ( ) )

elles que Im(B) = ker(A), ker(B) = Im(A)

= W N~

Trouver les matrices B € .Z3(R)
et tr(B) = tr(A).

Exercice 26
Soient A et B deux matrices de ., (R).
On suppose que ces deux matrices sont semblables dans ., (C).

Montrer que A et B sont semblables dans ., (R).

Exercice 27

Soit A € 4, (R).

On suppose : rg(A4) = tr(A) = 1.
Montrer : A% = A.

Exercice 28
Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie.

Soient f et g deux endomorphismes de E tels que :

fP=¢"=idg et fog+gof=0

1. Montrer que la dimension de E est paire.

2. Montrer qu’il existe une base £ de E telle que :

My(f) = (I(;L —OIn> et Mg(g) = (I(i I(?)
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Sous-espaces stables

Exercice 29
Soit H un hyperplan d'un K-espace vectoriel £ de dimension finie.
Soit u € Z(E).

1. Montrer : wu stabilise H < 33X €K, Im(u— ANidg) C H .

2. On suppose dans cette question qu’il existe une base & telle que :

2 =21
2 =3 2
-1 2 0

Trouver tous les sous-espaces stabilisés par u.

Matg(u) =

Exercice 30

On note f € .Z(R3) 'endomorphisme canoniquement associée a la matrice :

1 1 -1
M=|-13 -3
-2 2 =2

1. Montrer : R3 = ker(f?) @ ker(f — 2id).
Donner alors un élément de ker(f2) \ ker(f).

o O O

1
2. Montrer que M est semblable & la matrice ( 0
0

0
0].
2
3. Soit g € .Z(R3). On suppose : g% = f.

a) Montrer que ker(f2) est stable par g.

b) En déduire qu’un tel g n’existe pas.

Exercice 31
Notons & = {u € L(M,(R)) | VM € Mp(R),u(*M) =" (u(M))}.
1. Montrer que ¢ est un espace vectoriel.

2. Montrer que les éléments de ¢ sont les éléments de £ (4, (R)) qui sta-
bilisent .7, (R) et 7,(R). En déduire la dimension de ¥.

Matrices carrées par blocs

Exercice 32
Soient (A, B) € A, (K) x #,(K).
A | (0) [ A]A
0 B > o= <ﬂ?>

1. a) Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur A et B pour que
M soit inversible.

On note M = <

b) Expliciter 'inverse de M en fonction de A et B lorsque cette condition
est remplie.

¢) Déterminer le rang de M en fonction de celui de A et de B.

d) Dans le cas ott M est inversible, déterminer M ! en fonction de A et
B.

2. Méme question avec N.

Exercice 33
Soient n et p des entiers tels que 1 < p < n.
On note : g =n — p.

1. Soit A € GLy(R), soit B € 4}, 4(R), soit C' € 4, ,(R) et soit D € 4,(R).

A B
On note : M = (O D) € My (R).

Justifier : rg(M) > p, avec égalité si et seulement si D = CA™'B.
2. Soit V un sous-espace de ., (R) formé de matrices de rang < p, et

contenant <Ié’ 8) Montrer : dim(V') < np.

Indication : considérer {(t% g

) | Be.#,,(R), De ///q(R)}.
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Exercice 34

Soit B € #,(R). On note A = (Ig IB)

1. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur B pour que A soit in-
versible.

2. Expliciter l'inverse de A lorsque cette condition est remplie.

Exercice 35
Soit (A1,...,Ap) € KP un p-uplet de scalaires deux & deux distincts.
Soit (n1,...,n,) € (N*)”.
On note n =ny + -+ + np.

On note A la matrice diagonale définie par blocs par :
A =diag(Ailny, .., Aply,)

1. On note C(A) = {M € #,(K) | AM = MA} l'espace des matrices qui
commutent avec A.

a) Montrer que M € C(A) si et seulement si M est diagonale par blocs
selon le découpage (n1,...,nyp).
b) En déduire la dimension de C(A) de A.
2. On note K[A] = {P(A) | P € K[X]} I'espace des polynémes en A.
a) Montrer que Py(X) = (X —A1)(X —A2) -+ (X — Ap) est un polynome
annulateur de A.
En déduire : K[A] = Vect (In,A, A% ,Apfl).
b) Montrer que la famille (I,,, A, A%, ..., AP~1) est libre.
Quelle est la dimension de K[A]?
3. Justifier : K[A] C C(A).
A quelle condition sur nq, ..., ny y a-t-il égalité ?
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Enoncés de concours o Plus généralement, si A; € #,,(C), Ay € M,,(C),--- , Ay € My, (C), on
te :

Exercice 36 (Centrale 2019 - M2) note
Notations et rappels A0 0

. 0 A2 :
« Dans tout le sujet, n désigne un entier naturel non nul et £ un C-espace diag(Ay, Az, ..., Ap) = : S € My +ny+-4n,, (C)

vectoriel de dimension n. : ’
0 0 A

e Si M € #,(C), on note M” la transposée de M.

e Si M est une matrice de .#,(C), on définit la suite des puissances de M 1. Premiers résultats

0_ : - k1 _ k
par M I et, pour tout entier naturel &, par la relation M MM 1. Que peut-on dire d’'un endomorphisme nilpotent d’indice 17

o De méme, si u est un endomorphisme de F, on définit la suite des puis-

sances de u par u = idg et, pour tout entier naturel k, par la relation I.A - Réduction d’une matrice de .#(C) nilpotente d’indice 2

Uk+1 = Uuo ’LLk.

On suppose que n = 2.

o Une matrice M est dite nilpotente s’il existe un entier naturel £ > 1 tel ] : ) o
Soit u un endomorphisme de E nilpotent d’indice p > 2.

que M* = 0. Dans ce cas, le plus petit entier naturel & > 1 tel que M* =0

s’appelle I'indice de nilpotence de M. 2. Montrer qu’il existe un vecteur x de E tel que uP~(x) # 0.
« Soit % une base de E, un endomorphisme de E est nilpotent d’indice p si 8- Vérifier que la famille (uk(:p))og k<p—1 5t libre. En déduire que p = 2.
sa matrice dans 4 est nilpotente d’indice p. 4. Montrer que Ker(u) = Im(u).
« On pose J; = (0) et, pour un entier o > 2 : 5. Construire une base de E dans laquelle la matrice de u est égalea Js.
0 0 6. En déduire que les matrices nilpotentes de .#5(C) sont exactement les
1 : matrices de trace et déterminant nuls.
Jo= 0 € #a(C) I.B - Réduction d’une matrice de .#,(C) nilpotente d’indice 2
(:) () 1 0 On suppose que n > 3. Soit u un endomorphisme de E nilpotent d’indice 2

et de rang 7.

« Si A€ #,(C) et B € .#,(C), on note diag(A, B), la matrice diagonale 7, Montrer que Im(u) C Ker(u) et que 2r < n.

par blocs : 40 8. On suppose que Im(u) = Ker(u). Montrer qu’il existe des vecteurs ey,

diag(A, B) = (0 B) € Mp+m(C) €s,...,e, de E tels que la famille (el,u(el),eg,u(eg), .. .,er,u(er)) est
une base de F.

9. Donner la matrice de v dans cette base.
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10. On suppose Im(u) # Ker(u). On considére ’endomorphisme ¢ de R[X] défini par :

Montrer qu’il existe des vecteurs : 2 i /
VP € R[X], p(P)=X*P"+aXP +bP

x €1, €a,...,e. de B,

x et des vecteurs vy, va,. .., v,—2, appartenanta Ker(u), 8. Montrer que ¢ induit un endomorphisme de R,,[X], endomorphisme que
Y

tels que (e1,u(er), ez, u(ea), . .., er,uler), v1,v2, ..., vn9,) est une base I'on notera ¢n. '

de Exprimer ¢, en fonction de A,,.

11. Quelle est la matrice de u dans cette base? 9. Exprimer la matrice de ¢, dans la base canonique de R,,[X]

On consideére 1’équation :
Exercice 37 (CCINP 2018) P4 (a—1)s+b=0
Dans la suite, n désigne un entier naturel non nul et a et b sont des
constantes réelles. 10. Expliciter le noyau de ¢, lorsque I’équation (1) admet deux racines en-

1. On note A I'endomorphisme de R[X] défini par : tieres ma, my € [0,n].

11. Expliciter le noyau de ¢, lorsque 1’équation (1) admet une unique racine
VP e R[X], A(P)=XP' entiére m € [0, n].
12. Déterminer le noyau de . En déduire qu’il est de dimension finie et

k
Calculer, pour tout k € [0, n], A(X). déterminer sa dimension.

2. Montrer que pour tout P € R[X], X?P" = Ao (A —idg[x)).

3. Montrer que si P € R,[X], A(P) € R, [X].

On notera A,, 'endomorphisme de R, [X] induit par A.

4. Déterminer la matrice de A, dans la base canonique (1, X,..., X") de
R, [X].

5. On définit I'application ® par :

VP e R[X],®(P) = X*P" +aXP

Montrer : ® = A% + (¢ — 1) A et en déduire que ® définit un endomor-
phisme ®,, de R,,[X].
6. Montrer que ® induit un endomorphisme ®,, de R, [X].

7. Montrer que ®,, est diagonalisable.




