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Feuille d’exercices n°13 : Fonctions réelles de deux

variables réelles

Exercice 1. (%)

Pour chaque sous ensemble de R?, préciser s’il s’agit d’un ouvert, d'un fermé,

ou d’un fermé borné. Aucune justification n’est demandée.

1. A=R? 6. F =R% xR}

2. B=1[0,1] x [0,1] 7. G =10,1] % ]0,1]

3. C=R* xR 8. H=R xR,

4. D =1]1,4o00[ xR% 9. I =R—-{-1;1} xR}

5. E={(z,y) eR?*; z+y>1} 10. J=TR*—{(0,0)}

Exercice 2. (%)
On considére la fonction f définie sur Ry x Ry par :

In(1 + x)

f(z,y) = S

— Ty

1. Expliciter les applications partielles de f en (2,1).
2. Montrer que f est continue sur Ry x Ry.

3. Montrer que f admet un maximum et un minimum sur [0, 1] x [0, 1].

Exercice 3. (%)
On considére la fonction f définie sur R? par f(x,y) = xy.

1.
2.

Montrer que f est continue sur R2.

Déterminer les lignes de niveau de f.

Exercice 4. (%)
Montrer que les fonctions suivantes sont de classe C? sur 'ouvert U proposeé,
et calculer les dérivées partielles premiéres et secondes de f.

1.

f définie par f(x,y) = 2% + 322y — xy + y? sur U = R?;

2. f définie par f(z,y) = (z +y)(1 — 2z — 2y) sur U = R?;

A : :I:y
f définie par f(z,y) = W

. sur U = R? — {(0,0)};

. f définie par f(z,y) =z (In(z) + 2 + ¢*) sur U = R% x R;

f définie par f(z,y) = zy eV gqur U = R?;

f définie par f(z,y) = sur U = |0, 4o00[ x |1,400];

Vv
In(y)
f définie par f(z,y) = e In(1 + 22 + y?) sur U = R2.

Exercice 5. (%)
Soit f définie sur R? par f(z,y) = 522 — 6zy + 22 + 2% — 2y + 1.

1.
2.

Calculer les dérivées partielles premiéres de f.

Déterminer I'unique point (a, b) en lequel f est suceptible de présenter un
extremum local.

Prouver que f atteint un minimum en (a, b).

3 1\* 1
. Calculer, pour tout (z,y) € R% 5 <a: ——y+ > +-(y— 2)2.

5 5
En déduire que f admet un minimum global su R2.
Quelle est la valeur de ce minimum ?

5
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Exercice 6. (%) (d’aprés ECRICOME 2000 ) Exercice 8. (%) (d’aprés INSEEC 2002)
T est I’ensemble des couples (x,y) € R? solutions du systéme d’inéquations : On considére la fonction g définie sur R3 par :
1 1 3
T2 Yz rty< ] V(z,y,2) €R®, g(x,y,2) = 42® + 4y* + 22° + dzz — dyz

On note 7" « I'intérieur de T' » & savoir I’ensemble des couples (z,y) solutions On définit la fonction f : R2 — R par :
du systéme d’inéquations :
V(z,y) €R%, f(z,y) = g(z.y,9%)

SLoys iy <3
€ 479 4a$ Y 4

/ 2 2 2
On admet que T" est un ouvert de R® et que T’ eist uil fermg de R°. 1. Expliciter f(z,y), et calculer :

Soit f la fonction définie sur 7" par : f(z,y) = — + — —
. 61(f>(-75,y)7 62(f>(x7y)7 a%(f)(xvy)v 6%2(f)<x7y) et a%(f)([l?,y)

On dit alors qu’on étudie la fonction ¢ sous la contrainte z = y2.

y Tty
1. Représenter sur un méme graphique T et T".

2. Montrer que f admet un minimum et un maximum sur 7. 2. Déterminer les extrema éventuels de f sur R2.

3. a) Montrer que f est de classe C! sur T". , 1\2 1\2
b) Déterminer les dérivées partielles d’ordre 1 sur 17" de la fonction f. 3. Montrer que, pour tout (z,y, z) € R*, g(z,y, 2) = 4 <x + 22> +4 <y - 22> :

c) Montrer que f n’admet pas d’extremum local (et donc a fortiori ab- En déduire que f admet un minimum global en (0,0).

!
solu) sur 7", 4. Montrer que f présente un minimum local en (—2,2).

4. a) Montrer que le minimum et le maximum de f sont atteints sur :

1 1 3 5. Déterminer le développement limité d’ordre 2 de f en —%, 1]).
C5:{(33,y)6T;:L‘:4ouy:40ux+y:4} 1
En déduire le développement limité d’ordre 2 de f (—2 +h,1+ h> et de
b) Démontrer par de simples considérations sur des inégalités que 'on a
at

1
pour tout couple (x,y) de T : —=+h,1—- h>, lorsque h est au voisinage de 0. En déduire que f ne

2
16 1
2< f(z,y) < 3 présente pas d’extremum local en (—2, 1) )

Exercice 7. (%)

On considére la fonction f définie sur R? par f(x,y) = 2% + y* — 2(z — y)?.

1. Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 et 2 de f.

2. Déterminer un équivalent de f(x,z)— f(0,0) et de f(z,0)— f(0,0) lorsque
x tend vers 0. La fonction f présente-t-elle un extremum en (0,0) ?

3. Rechercher les extrema de f sur R2.
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Exercice 9. (%) (d’aprés EDHEC 2005) Exercice 11. (% %) (d’aprés ESC 2005)
Soit f la fonction définie sur R2 par : V(z,y) € R2, f(z,y) = re®(¥’+1)  On considére la fonction f définie sur Iouvert U = ]0; +o00[ x ]0; +-00[ par :

1. Justifier que f est de classe C? sur R2,
o " . . f(z,y) = 2”In(y) — yIn(z)
2. a) Déterminer les dérivées partielles premiéres de f.
b) En déduire que le seul point en lequel f est susceptible de présenter 1. On note g la fonction définie sur ]0; +oo[ par g(t) = 4t — 2tIn(t) — 1.
un extremum local est A = (—1,0). a) Montrer que g est C? sur son domaine et calculer ¢/(¢) et ¢”(t) pour
3. a) Déterminer les dérivées partielles secondes de f. t>0.
b) Montrer qu’effectivement f présente un extremum local en A. En pré- b) Etudier les variations de g’ sur ]0; +oo|, puis celle de g sur ]0; +oo].
ciser la nature et la valeur. (On précisera a chaque fois les limites aux bornes)
. 2 T
4. @) Montrer que : V(z,y) €R?, f(z,y) > ze®. ¢) En déduire qu’il existe un unique élément strictment positif « tel que
b) En étudiant la fonction g : x +— z €%, conclure que 'extremum trouvé g(a) = 0.
a la question 8.b) est un extremum global de f sur R2. 1
d) Vérifier que : In(a) = 2o — %
«
Exercice 10. (%) (d’aprés EDHEC 2006) 2. a) Montrer que f est de classe C2 sur U.

Soit f la fonction définie pour tout couple (z,y) de R? par :

. a) Calculer les dérivées partielles premiéres de f. )

. On considére la fonction g définie pour tout couple (x,y) de R? par : 21n(yo) + Yo _ 2

b) Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de f.
flay) =222 +2° + 20y —z —y i y N ‘

¢) En déduire que si (xg,yo) est un point critique de f, alors g > 1 et
2

! 1> 7 In(ao)’
66/ d) Etablir alors que g(In(zg)) = 0.
En déduire que f posséde un unique point critique noté M, de coor-

b) En déduire que le seul point critique de f est A = <

a) Calculer les dérivées partielles secondes de f.

, .. 2a
b) ﬁo:(jrer' que f présente un minimum local en A et donner la valeur m données [ e, e ) oft @ est le réel défini au 1.c).
minimum. Qo
2 2
. y 1 3 1 3. a) Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 de f.
Dével 2 = — - —|ly—=] .
a) Développer (x + 5 4) + 5 (y 5

b) En utilisant la relation de la question 1.d), montrer que :
b) En déduire que m est le minimum global de f sur R2,

9)?  «
gz, y) = 2e*" + 2%V + 2"V — o — oV, (@)

. ) ) _ ) 1 En déduire que la fonction f ne présente pas d’extremum.
a) Utiliser la question 3) pour établir que : V(z,y) € R?, g(z,y) > 5

b) En déduire que g posséde un minimum global sur R? et préciser en
quel point ce minimum est atteint.

(¥¢): application directe du cours, (¥ ): pas de difficulté majeure, (¥ ): plus difficile, (S ¥ ): costaud 3
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Exercice 12. (%) (d’aprés ESCP 2002 - Maths III )
Soit @ un paramétre réel et F, la fonction définie sur R? par :

-3 1 1 T
V(x,y)ERQ, Fo(z,y) = (:z; Y a)(l -3 1) (y)

1 1

1. Déterminer, pour tout (z,y) € R?, 'expression de F,(z,y) en fonction de
z,y et a.

2. Vérifier que cette fonction est de classe C! sur R? et calculer ses dérivées
partielles d’ordre 1 en tout point (z,y) de R2.

3. Montrer qu’il existe un unique point (g, 30) de R?, que I'on précisera, en
lequel les dérivées partielles d’ordre 1 de F, sont nulles.
Calculer Fi(zo,0).

4. Calculer, pour tout couple (z,y) de R?, le nombre :

1
Ga(J:?y) = Fa(.’E,y) + 5(3‘%‘ —Yy—- a’)2 + 20“2

et préciser son signe.

5. En déduire que la fonction F, admet un unique extremum sur R?.
Préciser ¢’il s’agit d’'un minimum ou d’un maximum global et donner sa
valeur notée M (a).

6. Montrer que la fonction M qui, a tout réel a associe le nombre M (a),
admet un unique extremum que 1’on précisera. Que peut-on en conclure ?

Exercice 13. (%) (d’aprés EML 1997)
On considére la fonction f: RxR — R
(z,y) = 22 —2zy+2y°+e*
1. Etablir que 'équation e™* = z, d’inconnue z € R, admet une solution et
une seule, qu’on notera par la suite xg.

T

2. Montrer que 'unique point critique de f est le point (xg, %0)

8. a) Ecrire la matrice hessienne, notée H, de f au point (xo, %0)

b) Montrer que H admet deux valeurs propres distinctes, notées A; et
Ao, vérifiant :
6 + xg

4+41’0

A1+ A2 =
AlAy =

¢) La fonction f présente-t-elle un extremum local au point (xg, ”%0) ?

Exercice 14. (%) (d’aprés ECRICOME 2009)
On considére lapplication ¢ définie sur R** par :

T 1

=21 (f) -

plz)=2n(5)+—

ainsi que la fonction numérique f des variables réelles x et y définie par :

¥ (2,y) €10, +00[ x]0,+00[, f(z,y) =" In (zy)

Etude des zéros de ¢
1. Déterminer la limite de ¢ (z) lorsque = tend vers 0 par valeurs positives.
Interpréter graphiquement cette limite.

2. Déterminer la limite de ¢ (z) lorsque z tend vers +o0, ainsi que la limite

4o £(2)

lorsque x tend vers 4oc0. Interpréter graphiquement cette limite.

3. Justifier la dérivabilité de ¢ sur R*T*, déterminer sa dérivée.

B

. Dresser le tableau de variation de ¢, faire apparaitre les limites de ¢ en
0" et +oo.

5. On rappelle que In (2) ~ 0, 7.
Montrer 'existence de deux réels positifs a et 8 tels que :

pla)=p(B)=0 avecO<a<%<ﬂ

6. Proposer un programme en Scilab permettant d’encadrer o dans un in-
tervalle d’amplitude 1072,
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Extrema de f sur |0, +o0o] x ]0, +o0[ Exercice 15. (%) (d’aprés EDHEC 2017)

N . .. 2 . L .
1. Justifier que f est de classe O sur ]0, +00] x 10, 400 On considére la fonction f qui a tout couple (z,y) de R* associe le réel :

2. Calculer les dérivées partielles premiéres et prouver que pour x et y stric- flz,y) = gt 4yt —2 (z —y)?

tement positifs :
1. Justifier que f est de classe C! sur R?.

1
n(f)(z,y) = f(z,y) + ;exﬂy 2. a) Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de f.

b) Montrer que le gradient de f est nul si, et seulement si, on a :

B—z+y = 0
v4+z—y = 0

Oo(f) (x,y) = 4f (x,y) + ;ex+4y

e
3. Montrer que les points de coordonnées respectives (a, Z) et (5, f) sont

des points critiques de f sur ]0, +oo[ x ]0, 400 . ¢) En déduire que f posséde trois points critiques : (0,0), (v2, —v/2), (—v/2,v/2).

4. Calculer les dérivées partielles secondes sur J0, +-00[ x 0, +-00[ et établir g 4) Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 de f.
que :

2.(f) (o « a—1,, b) Ecrire la matrice hessienne de f en chaque point critique.
1,1 ’

4 a? ) . . : :
¢) Déterminer les valeurs propres de chacune de ces trois matrices puis

montrer que f admet un minimum local en deux de ses points critiques.

33 5(f) (a, E) _ 162" L ea

4 ) Donner la valeur de ce minimum.
) a 4 o, d) Déterminer les signes de f(x,z) et f(x,—x) au voisinage de z = 0.
L 93,1(f) (a, Z) = 5° Conclure quant & I’existence d'un extremum en le troisiéme point cri-
: ti de f.
5. La fonction f présente-t-elle un extremum local sur ]0, +o00[ X |0, +-00[ au ique de f
point de coordonnées (a, %) ? 4. a) Pour tout (z,y) de R?, calculer f(x,y)—(2*—2)*—(y>—2)* —2(x+y)*.
Si oui, en donner sa nature (maximum on minimum). b) Que peut-on déduire de ce calcul quant au minimum de f 7

6. De méme, f présente-t-elle un extremum local sur |0, +oo[ X ]0, +o0[ au

point de coordonnées (5 , i) ?

5. a) Compléter la 2°™€ ligne du script suivant afin de définir la fonction f.

function z = f(x,y)

1
2 z = ---

3 endfunction

4 x = linspace(-2,2,101)
5 y=X

¢ fplotd3d(x,y,f)

(¥¢): application directe du cours, (¥ ): pas de difficulté majeure, (¥ ): plus difficile, (S ¥ ): costaud 5
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b) Le script précédent, une fois complété, renvoie 'une des trois nappes 5. Calculer les dérivées partielles premiéres de f.
suivantes. Laquelle 7 6

. Démontrer que pour tout (z,y) € U :
Justifier la réponse.

r=1Y,

x,y) est un point critique de f <
(z,y) P que de f { o) — 0.

7. Démontrer que si a < \/Q—Ie, la fonction f admet exactement deux points

critiques : (z1,21) et (z2,22), ol z1 et zo sont les réels définis dans la

o050 05 1oy Partie A. Déterminer aussi les éventuels points critiques de f dans les
3 Yy Y N 1 1
cas ou a = 4/5: et a > /5.
Nappe 1 Nappe 2 Nappe 3 Ze 2e
. Partie C
Exercice 16. (%) (d’aprés ECRICOME 2017)
Dans tout I'exercice, a est un réel strictement positif. Dans cette partie, on suppose que a < |/ 3-. On rappelle alors que la fonction
f admet exactement deux points critiques : (21, 21) et (22, 22), ol 21 et 23
Partie A sont les réels définis dans la partie A.

On considére la fonction ¢ définie sur R* par : Va > 0, p(z) = In(z) — ax2®. 8. Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 de la fonction f.

a) Déterminer lim ¢(x) et lim ¢(x). 9. Calculer la matrice hessienne de f au point (21, 21). Vérifier que cette
z—0 T—+00

. matrice peut s’écrire de la forme :
b) Etudier les variations de la fonction ¢ et dresser son tableau de variations.

1 \ 32 2,202 1 42,202
On fera apparaitre dans ce tableau le réel xg = | — 2 _ ! 22 !
242 VA(f)(z1,21) = | ¢
. 2 _2a—2 2. 2a—2
1 Z% a Zl a~z
¢) Démontrer que si a < 20 I’équation ¢(x) = 0 admet exactement deux
V 2e
solutions 21 et zo, Vériﬁantlz 2 < x0 < 221. 10. On pose M = V2(f) (21, 21), X1 = G) ot Xy = (11>'
Que se passe-t-il si a = 4/ % ?Sia >4/ % ? Calculer M X1 et M X5, et en déduire les valeurs propres de M.
11. La fonction f présente-t-elle un extremum local en (z1,21)?

Partie B Si oui, est-ce un minimum ? Un maximum ?

12. La fonction f présente-t-elle un extremum local en (22, 22) ?

. . o 2
Soit f la fonction définie sur l'ouvert U = (Rj) par : o - )
Si oui, est-ce un minimum ? Un maximum ?

V(z,y) €U, f(z,y)=In(z)In(y) — (zy)".

4. Justifier que f est de classe C? sur U.

(¥¢): application directe du cours, (¥ ): pas de difficulté majeure, (¥ ): plus difficile, (S ¥ ): costaud 6
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Exercice 17. (%) (d’aprés EML 2017)
On considére la fonction f : ]0,+oo[— R définie, pour tout x de |0, +oo],
par :

f(x) =¢e" —eln(z).

On admet les encadrements numériques suivants :

2,7<e<2,8 7,3<e’<74 0,6<In(2)<0,7.

Partie I : Etude de la fonction f
1. a) Montrer que f est deux fois dérivable sur ]0,4o00] et calculer, pour
tout  de ]0, +ool, f'(z) et f"(x).
b) Dresser le tableau de variations de [’ avec la limite de f’ en 0 et la
limite de f" en +oo et préciser f'(1).
2. Dresser le tableau de variations de f avec la limite de f en 0 et la limite
de f en +oo et préciser f(1).
3. Tracer I'allure de la courbe représentative de f.

10,400[ — R

4. a) Etudier les variations de la fonction u : { T o fz)-a

b) En déduire que I'équation f'(z) = z, d'inconnue z €]0, +o00[, admet
une solution et une seule, notée a, et montrer : 1 < a < 2.

Partie IV : Etude d’une fonction de deux variables réelles

On considére la fonction F :]1, +00[2— R, de classe C? sur I'ouvert |1, +00[?,
définie, pour tout (x,%) de ]1,c0[?, par :

F(z,y) = f(z) + f(y) — zy.
1. Montrer que F' admet un point critique et un seul et qu’il s’agit de («, «),

le réel a ayant été défini a la question 4. de la partie I.

2. a) Déterminer la matrice hessienne de F en (o, «).

b) La fonction F' admet-elle un extremum local en (o, o) ?
Si oui, s’agit-il d’'un maximum local ou s’agit-il d’'un minimum local ?

Exercice 18. (%) (d’aprés EML 2018)
Dans tout cet exercice, f désigne la fonction définie sur |0, +o00[ par :

Vo €10, 4+o00[, f(z) =2 —In(z)

Partie I : Etude de la fonction f

1. Dresser le tableau de variations de la fonction f en précisant ses limites
en 0 et en 4o00.

2. Montrer que 'équation f(z) = 2, d'inconnue z € |0, +oo], admet exacte-
ment deux solutions, que I'on note a et b, telles que 0 < a <1 < b.

3. Montrer : b € [2,4]. On donne : In(2) ~ 0, 7.

Partie IV : Etude d’une fonction de deux variables

On considére la fonction H de classe C? sur 'ouvert U = ]0, +oo[? définie

par :
2

Y(z,y) €10, +oof%, H(z,y) = % —ay — 2z +¢Y

1. a) Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de H en tout (z,y) de U.

b) Montrer que la fonction H admet exactement deux points critiques :
(a,In(a)) et (b,In(b)), o les réels a et b sont ceux introduits dans la
question 2.

2. a) Ecrire la matrice hessienne, notée M,, de H au point (a,In(a)).

b) Montrer que M, admet deux valeurs propres distinctes, notées A\; et
Ao, vérifiant :
a+1

a—1

AL+ X =
Al A2 =

¢) La fonction H présente-t-elle un extremum local au point (a,In(a))?

3. La fonction H présente-t-elle un extremum local au point (b,1n(b)) ?
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