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CH VI : Variables aléatoires réelles discrétes

I. Généralités sur les variables aléatoires discrétes

I.1. Définition
Définition
Soit (£2,.47) un espace probabilisable.
Soit X une variable aléatoire réelle sur (€2, 7).

o Lav.ar. X est dite discréte si son esemble image X (Q2) est au plus dénom-
brable (i.e. si X (2) est un ensemble fini ou si X (€2) est infini dénombrable).

e On dit que la v.a.r. X est finie si X (Q) est fini.
On dit que la v.a.r. X est infinie si X (§2) est un ensemble infini.

Remarque

« Le caractére au plus dénombrable de X (€2) est a l'origine des spécificités
des v.a.r. discrétes. La premiére conséquence est que ’on peut numéroter
les ¢léments de X () i.e. I'écrire :

X(Q) ={a;|iel}

ol I est un ensemble :
x fini (i.e. que I peut étre mis en bijection avec [1,n] pour un n € N*),

x ou infini dénombrable (i.e. que I peut étre mis en bijection avec N).

« Rappelons que Z est un ensemble (infini) dénombrable puisque ’applica-
tion ¢ suivante est une bijection :

¢ + Z — N
—2z si z négatif
zZ > . oy
2z — 1 si z positif
(« il y a autant d’entiers relatifs que d’entiers naturels »)

e De méme, N x N et Q sont des ensembles (infinis) dénombrables donc
peuvent (en théorie) servir & indexer I’ensemble image d’une v.a.r. discréte

X.

« En pratique, les v.a.r. que nous étudions ont un ensemble image X ()
indexé par une partie (finie ou non) de N (voire de Z). Ce qui s’écrit :

X(Q)={zi|iel} ou ICN

g% Il faut faire attention & ne pas confondre les deux notions suivantes.

« L’ensemble image X (§2) est indexé par N.
Autrement dit : X(Q) = {zo, z1, 22,23, ...}

« L’ensemble image X (§2) est a valeurs dans N.
Par exemple : X () = {3,5,7,10,11...}

On peut d’ailleurs préciser que :
X est a valeurs dans N = X est une v.a.r. discréte

X est a valeurs dans N % X est une v.a.r. discréte

Par exemple, si X (Q) = {1,v/2,e5,23}, alors :
x X est une v.a.r. discréte (puisque X (£2) est un ensemble fini),

x X () n’est pas a valeurs dans N.




ECE2-B

2017-2018

I.2. Systéme complet d’événements associé & une v.a.r. dis-
créte
Théoréme 1.
Soit (2, 27) un espace probabilisable.
Soit X une variable aléatoire réelle discréte sur (2, 7).
Notons X (Q) ={x; | i€} ou I CN.

La famille ([X = z;]);es est un systéme complet d’événements,
appelé systéme complet d’événements associé a X.

Démonstration.
Il y a deux propriétés & démontrer.

1) ([X = x4])ier est une famille d’événements deux a deux incompatibles :
Soit (i,7) € I? tel que i # j et soit w € [X = z;] N [X = x;].
Cela signifie que :
x w € [X = z;] donc X (w)
x w € [X = ;] donc X (w)
Par définition, x; # z;.
On en conclut qu’il n’existe pas d’élément w € [X = z;] N [X = x;].
Ainsi [X = 2| N[X =zj] = 2.

2) Q= [X =]
el

L,

iL‘j.

(D) U [X =2 C Q puisque U [X = z;] est un événement (en tant
i€l iel
qu’union dénombrable d’événements).
(C) Soit w € Q.
Alors X (w) € X(Q) ={z; | i € I'}.
Ainsi, il existe i € I tel que X(w) = z; t.e. w € [X = z4].

1.3. Loi d’une v.a.r. discréte
Définition
Soit (£2,.e7,P) un espace probabilisé.
Soit X une variable aléatoire réelle discréte sur (€2, o7).

« On appelle loi de probabilité de X et on note Px 'application :

Py :|X(©Q) — R

x = Px(x) = P(X =2x])
« Autrement dit, la loi de X est la donnée de I’ensemble des valeurs P([X = z])
pour = décrivant X (Q).

Remarque
Dans le cas d’une v.a.r. discréte finie, on pourra représenter la loi de X sous
la forme d’un tableau.

Exemple
On considére 'expérience aléatoire consistant a effectuer 4 lancers successifs
d’une piéce de monnaie équilibrée.
. Q={P F}.
e On munit € de la probabilité uniforme notée P.
(2, P(Q),P) est un espace probabilisé)
Card(Q2) = 2% = 16.
e On note X la v.a.r. qui compte le nombre de P obtenu lors du lancer.
X(Q)=1{0,1,2,3,4}.

T € X(Q) 0 1 2 3 4
P([X = z]) 1] 4] 6 | 4 1 1
16 16 16 16 16
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Remarque (POLY)

Exemple

« Dans le cas ot X est une v.a.r. discréte, nous avons vu que la loi de X est On reprend I'exemple précédent. La fonction de répartition de la v.ar. X

déterminée par la suite (P([X = z])).ex(q)-

« Inversement, si I'on se donne une suite (p,,)nen dans quel cas peut-on dire

que cette suite est la loi d’une v.a.r. discréte ?

. +oo
Evidemment, il faut que : Vn € N, p, > 0et > p, = 1.
Cette condition est méme suffisante. n=0

Plus précisément, pour toute suite (x,)neny de réels, il existe un espace
probabilisé (£2, o7, P) et une v.a.r. discréte X telle que X () C {z,, | n € N}

et : Vn € N, P([X = z,]) = pn.

I.4. Fonction de répartition d’une v.a.r. discréte

Théoréme 2.

Soit (2, o/, IP) un espace probabilisé.

Soit X une v.a.r. discrete sur (Q, o) telle que X (Q) = {x; |i € I} (I CN).

Alors la fonction de répartition Fx est déterminée par :

2. P(X = ail)

Ve e R, Fx(z)=

T, <T
il
Démonstration.
On remarque tout d’abord que : [X <z] = | [X ==z
x; <x
(C) Soit w € [X < z]. Alors X(w) < . el

Or X (w) est un élément de l'ensemble image de X donc s’écrit sous la

forme x; pour un certain i € I.

(D) Soitwe U [X =z Alors w est un élément de I'un des
;< événements [X = z;] avec i € I et x; < x.
= Ainsi, X(w) =2; < 2z et donc w € [X < z].

On a affaire & une union au plus dénombrable d’événements deux & deux
incompatibles. On obtient alors le résultat grace a la o-additivité de P.

O

comptant le nombre de P est donnée par le graphe suivant.

Rappelons que X (Q2) = {0,1,2,3,4}.
Expliquons comment obtenir ce graphique :
xsiz<0:[X <z]=0.
Ainsi : Fx(z) =P([X <z]) =0.
x sixze[0,1]: [X <z]=[X =0].
Ainsi : Fx(z) =P([X < z]) =P([X =0]) = .
x size[l,2]: [X <z]=[X =0]U[X =1]. Ainsi :

Fx(z) = P(X <)) =P(X =0]U[X =1])
= P(X=0)+P(X=1]) =&+ &
size 23] Fx(z)=P(X =0]) X =1)+P(X =

« On obtient une fonction constante par morceaux qui présente des sauts de
discontinuité. Cette forme en escalier est caractéristique des fonctions de

répartition des v.a.r. discrétes.

o Les contremarches (i.e. les sauts de discontinuité) ont pour hauteur les
valeurs successives de P([X = z;]) (les x; étant rangés dans 'ordre).
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Théoréme 3.
Soit (Q, o/, P) un espace probabilisé.
Soit X une v.a.r. discréte sur (§2,97).

1) Si X est finii.e. X(Q) = {x1,...,2,} alors : i P(X =) =1
i=1

3) On peut résumer ces propriétés en notant :

S B(X=a)=1

z€X(Q)

Démonstration.
La famille ([X = z]),cx(q) est un systéme complet d’événements.
En particulier :

0= U

zeX ()
En appliquant P de part et d’autre, on obtient :

P(Q) — IP’( U
zeX(Q)

[X::d) = 2 P(Xx =2z
zeX(Q)

I
1

La derniére égalité est valide car ([X = z]),ex(q) est une famille d’événe-
ments deux a deux incompatibles (c’est la o-additivité de PP : le caractére
dénombrable de X () est donc indispensable ici!). O

I.5. Opérations sur les v.a.r. discrétes

Théoréme 4.
Soit (2, .2) un espace probabilisable.
Soient X etY deuz v.a.r. discrétes sur (2, 97) et X € R.

X +Y, AX et XY sont des v.a.r. discrétes.

ot l'on a noté :

e« X+Y Q — R
w = X(w)+Y(w)
w = AX(w)
« XY Q — R
w = X(w)Yw)
Démonstration.

Démontrons tout d’abord que X + Y, A\Y et XY sont des v.a.r.
(i) X +Y, AX et XY sont bien des fonctions de 2 dans R.
(it) Admis.
Il reste alors a démontrer que ces v.a.r. sont discrétes, autrement dit que leur

ensemble image est au plus dénombrable.
Les v.a.r. X et Y étant discrétes, on peut noter :

x X(Q):{SUZ”LGI}O&IQN,

x Y(Q)={y;|jeJ}ouJCN.

Ainsi: (AX)(Q) = {\x; | i € I}. Comme I C N, lav.a.r. AX est bien discréte.
D’autre part :

(X +Y)(Q) ={2i+y; [ (,5) € I x J}
et (XY)(Q) ={wiy; | (i,5) € I x J}

Or I x J est une partie de N donc est au plus dénombrable.
Ainsi, X +Y et XY sont bien des v.a.r. discrétes. O
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Remarque (Structure de l’ensemble des v.a.r. discrétes)
On peut démontrer que 'ensemble F(€2,R) des fonctions de 2 dans R est
un espace vectoriel (¢f chapitre correspondant).

L’ensemble des v.a.r. discrétes :
x est un sous-ensemble de F (€2, R),
x est stable par la loi + et la loi - (c’est 'objet du théoréme précédent).

Cela permet de démontrer que l'ensemble des v.a.r. discréte est un sous-
espace vectoriel de F(Q,R).

I[.6. Transformation d’une v.a.r. discréte

Définition
Soit (2,47, P) un espace probabilisé et X une v.a.r. discréte sur (2, .o7).
Soit g : X(2) — R une application.

On notera g(X) l'application composée go X :

g9(X) Q — R

w = g(X(w))
Théoréme 5.
Soit (2, o/, IP) un espace probabilisé.
Soit X une v.a.r. discréte sur (2, .o7) telle que X () = {x; |i € I} (I CN).
Soit g : X(2) — R une application.
L’application g(X) est une v.a.r. discréte dont la loi est donnée par :
1) g(X)(Q) = {g(z:) | i € I}.

2) | Vyeg(X)(Q), P(g(X)=y))= X2
2, €X(Q)

g(zi)=y

Démonstration.

11 faut tout d’abord démontrer que g(X) est une v.a.r.

Or, par définition : g(X) : 2 — R (c’est le point (3)).

Il reste & démontrer le point (i) qui stipule que g(X) est une machine a

créer des événements. On ne le fait jamais en voie ECE (il manque certains

notions pour le faire).

1) Par définition de g(X), on a: g(X)(2) = g(X(Q)) = {g(z;) | i € I}.
Ainsi, I'ensemble image de g(X) est indéxé par I C N, ensemble au
plus dénombrable. On récupére donc au passage que g(X) est une v.a.r.

discréte.
2) Soit y € g(X)(€2). Alors :
[9(X)=y] = {weQ|g(X(Ww)) =y}

— [weR| Xw) e {u | il et gla) = y}}
= U
el

g(zi)=y

(X = i

On obtient ainsi [g(X) = y] comme union dénombrable d’événements
deux & deux incompatibles. En effet :

x {i€l|g(z;) =y} C I est au plus dénombrable,

x (X =x;]N[X = ;] = @ pour i # j.

On a alors :

P(lg(X) =y]) =P ( -Lle

i€l
O
g(zi)=y

g(zi)=y
Remarque

o Il faut essentiellement retenir de ce théoréme que la transformée g(X)
d’une v.a.r. discréte est une v.a.r. discréte.

« La formule théorique donnant la loi de g(X) n’est pas a retenir. Par contre,
il faut savoir déterminer la loi de g(X) en pratique.
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Etude de la loi de Y = g(X) sur quelques exemples. 3) Sig:xw— x|
Soit X une v.a.r. discréte. « Y() =g(X)(Q) ={g9(z) | 2 € X(V)} = {[z] | z € X(Q)}.
On considére la v.a.r. discréte Y = g(X) pour les applications g suivantes. . Soit y € Y(Q).
1) Sig:x+—ax+boua#0.
RS _ BV =4) = B(IX|=4)
e Y(Q2) = g(X)(Q) ={g(z) [z € X()} = {az +b | z € X(Q)}.
. Soit y € (). = PX =yJUlX =—y])
P(Y =y]) = P(aX =) Deux cas se présentent alors :
— P(jaX = ) x sty #0,[X =—y] et [X = y| sont incompatibles.
N B Ainsi, pour tout y € Y/(2) \ {0} :
y=b

:pq:

(on note que comme y € Y (Q) alors Y= € X(Q))
En conclusion : « siy =0, on obtient P([Y = 0]) = P([X = 0]).
— ) — _y-b 4) Sig:w el
€Y@, B =a) =P ([ = 2]) LY = (X)) = {g(a) | 7 € X(Q)} = {7 | 2 € X},
« Soit y € Y(Q).

P(Y = y]) = P([|X]| = y]) = P(X = y]) + P([X = —y])

2) Sig:ax— 2

S V() = g(X0)(9) = {gle) | 7€ X(O)} = {22 | 2 € X(@)}. (Y =y)) = P([eX =y))
« Soit y € Y(Q). = P([X =In(y)])
P(Y =y]) = P([X*=y]) (il faut noter que In(y) est bien défini puisque y € Y () C R% )
= P([X=y]U[X=-¥]) En conclusion :

Deux cas se présentent alors :

x siy#0, [X = f\/ﬂ] et [X = \/y] sont incompatibles.
Ainsi, pour tout y € Y(Q) \ {0} :

¥y € Y(Q), P([Y =y)) =P([e¥ =y]) = P(X = In(y)])

P([Y = y)) = P([X* = y]) = P([X = vy]) + P([X = —/3])
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II. Espérance d’une variable aléatoire discréte R

L’espérance peut étre pensée comme une généralisation de la notion de
moyenne. Illustrons ce point avec I’exemple suivant.

I1.1. Définition

Définition « Expérience aléatoire : on effectue 1 lancer d'un dé a 6 faces.
Soit (€2, &7, P) un espace probabilisé. « Univers : Q = [1,6].
Soit X une v.a.r. discréte sur (2, &). o Notons X la v.a.r. égale au résultat du lancer.
1) Si X est finie : et que X(Q) = {z1,...,%.}. e X(©2) =[1,6] donc X est donc une v.a.r. discréte finie.
Dans ce cas, on appelle espérance de la v.a.r. X et on note E(X) : 1) Dans un premier temps, munissons 2 de la probabilité uniforme P;.

La v.a.r. X étant finie, elle admet une espérance donnée par :

E(X)=> x; P([X = xz]) 6
i=1 EX) = > zP(X=2]) = > kPi([X=k])
z€X () k=1
6
2) Si X est infinie : et que X(Q) = {z; | i € N}. _ ! N k= 166+1) = 3,5
Dans ce cas, si la série Y xz, P([X = z,]) est absolument conver- 6 5= 8 2

gente, on appelle espérance de la v.a.r. X et on note E(X) : Le réel 3,5 est la moyenne des résultats du lancer d’un dé équilibré

(probabilité Py prise en compte).
Jr
E(X) = ZOO x; P([X = 2;]) 2) On munit maintenant {2 de la probabilité Py telle que :
i=0

P({4}) = P({5}) = P({6}) = é

3) De maniére générale, si on écrit X (Q) = {x; | i € I} (avec I C N) alors,

sous réserve d’existence : La v.a.r. X étant finie, elle admet une espérance donnée par :
6
EX)= > 2P(X=a])=) x:P(X=uxi) EX) = Y aPy([X=z]) = 3 kPy([X =k])
.Z‘EX(Q) el :Z'EX(Q) k=1
6 168 1 3(4+6
= Y EP(X=FK]) = > k=2 ( ):5
k=4 3k=4 3 2

L’espérance est une moyenne pondérée : on somme
chaque valeur possible pour X pondérée par la probabilité

Le réel 5 est la moyenne des résultats du lancer dans le cas de notre dé
que X prenne cette valeur.

truqué (probabilité Py prise en compte).
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o Une v.a.r. discréte FINIE admet TOUJOURS une espérance.

e Une v.a.r. discréte INFINIE n’admet pas nécessairement une es-
pérance. L’hypothése de CONVERGENCE ABSOLUE est fondamentale
pour la bonne définition de la notion d’espérance.

A quoi sert I’hypothése de convergence absolue ?

Il faut bien comprendre que la notation >, x P([X = z]) ne permet pas

zeX ()
de savoir dans quel ordre sont sommés les éléments.
Il n’y parait rien, mais c’est primordial comme ’énonce le résultat suivant.

Théoréme 6. (CULTURE)

Soit Y u, une série semi-convergente.

Alors, pour tout o € R, il existe une permutation o de N telle que :

> uy, converge

> Jup| diverge

—
n—-4o00

Z Ug (k)
k=0

Remarque

o Cet énoncé est parfois nommé théoréme de réarrangement.

« Il signifie qu’étant donnée une série semi-convergente, on peut, en modifiant
l'ordre de sommation, créer une série qui converge vers n’importe quel
a € R choisit a 'avance (on peut méme prendre o = +00 ou o = —00).

o Ce résultat est contraire a 'intuition : on ne s’attend pas a ce que la somme
de tous les termes u; dépende de 'ordre de sommation.

o Ceci ne se produit que sous 'hypothése de semi-convergence.

L’hypothése de convergence absolue est celle qui permet de parler de
convergence d’une série indépendamment de I’ordre de sommation choisi.

Exemple

On a rencontré lors du chapitre sur les séries un exemple de série semi-
(="

n+1

o Cette série n’est pas absolument convergente.

Fn effet : | =1 L ot la séri 3 L4
n eret : = el la serie — dlverge.
n+l| n+il n+1 &

« Cette série est convergente. On note ¢ sa somme (en fait ¢ = In(2)).
Ce résultat a été démontré en TD (« critére des séries alternées » ).
Pour ce faire, on démontre que les suites (Say,) et (San+1) sont adjacentes
et admettent donc une limite commune qui est, par le théoréme de recou-
vrement (& redémontrer a chaque fois), la limite de (.Sy,).

convergente, a savoir : »

Le théoréme de réarrangement stipule que 1’on peut, en sommant les éléments
dans un ordre différent, obtenir une somme qui converge vers n’importe quel
réel o (éventuellement infini) fixé a 'avance (étonnant, non?).
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I1.2. Propriétés de ’espérance 2) Soit a € R.

Le réel a peut étre vue comme une v.a.r. discréte. C’est la v.a.r. constante
X, Q — R qui vérifie X,(w) = a pour tout w € .

Ainsi X,(Q) = {a}. Comme X, est finie, elle admet une espérance et :

Théoréme 7.
Soit (2, o/, P) un espace probabilisé.
Soient X etY deux v.a.r. discrétes sur (82, 97).

On suppose que X et Y admettent chacune une espérance. E(X,) = €§(Q) v P([Xo=2]) =aP([Xa =da]) =aP(Q2) =a
x
L’opérateur espérance vérifie les propriétés suivantes. La seconde égalité est obtenue par linéarité :

1) Soit A € R. Les v.a.r. X +Y et AX admettent une espérance. De plus :
E(X+Y) = E(X)+EY) | et | EQAX) = ME(X)

E(aX +b) = E(aX) + E(b) = aE(X) + b

3) Notons X (Q) = {z; | i € I'}.

(linéarité de Uespérance) La condition X > 0 signifie que pour tout w € Q, X (w) > 0.

2) Pour tout (a,b) € R?, la v.a.r. aX + b admet une espérance. De plus : Autrement dit, X (Q) C RT et pour tout i € I, x; > 0.
E(a) = a et | E(aX +b) = aE(X)+b L’espérance E(X) est alors la somme d’une série a termes positifs (son
terme général est x; P([X = x;])). Elle est donc positive.
3)| X 2 0= EX) >0 4)| X 2 Y = EX) > EY) 4) Notons tout d’abord que X — Y admet une espérance (d’apreés 1).
(positivité de l’espérance) (croissance de l’espérance) On utilise alors le résultat précédent.

X-Y>20domcE(X —Y)>0et B(X —Y)=E(X)—E(®Y).

X >0 5) Supposons que X > 0 et E(X) =0.
5) E(X) =0 = P([X =0])=1 | (X est presque sirement nulle) Avec les mémes notations que précédemment, on a donc x; > 0.
Supposons z; > 0. Alors nécessairement P([X = z;]) = 0.

Démonstration. Si on suppose, par I’absurde, que cette probabilité est non nulle, on ob-
Soit X et Y deux v.a.r. discrétes. tient :
1) Pour plus de simplicité, on se limite ici au cas des v.a.r. finies (cas infini E(X) > z; P([X = 23]) > 0

analogue) et on admet la premiére égalité (démonstration un peu longue). ce qui contredit '’hypothése.

Démontrons la seconde égalité. On note X (Q) = {x1,...,z,}. Ainsi, pour tout 7 tel que z; # 0, P([X = x;]) = 0.

On a donc forcément P([X =0]) =1

e SiA=0,lav.ar. AX est nulle. Son espérance est E(0) = 0.

e SiX#0,lav.ar. AX apour ensemble image (AX)(Q2) = {Az1,..., Az, }.
Etant finie, cette v.a.r. admet une espérance, qui vaut :

A RETENIR

On retiendra notamment que la somme de v.a.r. discrétes qui admettent une
espérance, admet une espérance.

E(\X) = é Az P(DX = Az)]) = Aél 2 P([X = ;)
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I1.3. Théoréme de transfert

Théoréme 8. Théoréeme de transfert
Soit (2, o/, P) un espace probabilisé.
Soit X une v.a.r. discréte sur (2, 97).
Soit g : X(Q2) — R une application.
1) Si X est finie : et que X () = {z1,...,2n}.

2) Si X est infinie : et que X () = {z; | i € N}.

La v.a.r. g(X) admet N La série Y, g(xy) P([X = x,]) est
une espérance absolument convergente

+oo
Dans le cas de la convergence : | E(g(X)) = > g(z;) P([X = z;])
i=0

3) De maniére générale, sous réserve d’existence :

Démonstration.

1) g(X) est une v.a.r. d’ensemble image g(X)(Q2) = {g(x1),...,9(zn)}
(abus de notation : les g(x;) ne sont pas forcément tous différents)

g(X) étant finie, elle admet une espérance.

« Si tous les g(x;) sont différents. Alors g(X) a pour espérance :

E(g(X) = > g(i) P(g(X) = g(za)]) = > g(wi) P(X = 1))

i=1 =1

« Sinon, g(X)(2) = {y1,...,ym} avec m < n et pour chaque y;, il existe
au moins un ¢ € I tel que y; = g(x;).
Il s’agit alors de regrouper les x; qui admettent la méme image par g.
On note alors I; = {i € I | g(z;) =y;}. On a:

E(9(X) = 3 v P(ls(X) = 1)
p2

Il suffit alors de remarquer : [¢(X) =y;] = U [X = z4].

Par g-additivité, on a :

yi P(g(X) =yil) = ;20 P(X =w]) = > y; P(X = 2i])

& &,
= 3 ola) P(X =)
Et ainsi :
E(g(X)) = i 5 ole) B(X =) = 3= gl B(X =)
2) Admis.

10
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I1.4. Moments d’ordre r ITI. Variance d’une variable aléatoire discréte

Définition II1.1. Définition
Soit (2, .47, P) un espace probabilisé.

. ) Définition
Soit X une v.a.r. discréte sur (€2, .47).

) Soit (£2,.27,P) un espace probabilisé.
1) Si X est finie : et que X (Q) = {x1,...,zn}.

f)iailéic;eiciais: la v.a.r. X admet, pour tout » € N, un moment d’ordre Soit X une v.a.r. discréte sur (€, o).

r, noté m,(X) : Supposons que :
x la v.ar. X admet une espérance E(X),
n
m(X) = Y ;" P([X = x;]) x lav.ar. X —E(X) admet un moment d’ordre 2.
~
! « On dit alors que la v.a.r. X admet une variance V(X) :

2) Si X est infinie : et que X(Q2) = {x; | i € N} et r € N.

Dans ce cas, si la série ) z,," P([X = z,,]) est absolument convergente, V(X) =mo(X —E(X)) = E((X - E(X))Q)
on dit que la v.a.r. X admet un moment d’ordre r, noté m,(X) :

+o0 « Sous ces hypothéses on appelle écart-type et on note o(X) = /V(X).
mp(X) = > ai" P([X = x])
i=0

Remarque

« Remarquons tout d’abord que la notion d’écart-type est bien définie.
Comme (X —E(X))? > 0, alors V(X) = E((X ~ E(X))?) > 0.

m(X)= Y 2" P(X =2x]) =E(X") (cf point 8) du Théoréme 7)

« La variance est une mesure moyenne de ’écart existant entre X et E(X).

La variance considére un écart quadratique. Il est alors naturel d’introduire
Iécart-type (la racine de la variance) pour gommer le « défaut quadra-

3) De maniere générale, sous réserve d’existence :

Proposition 1.

Soit (Q, </, P) un espace probabilisé. tique » introduit par ce choix d’écart.
Soit X une v.a.r. discréte sur (0, /) et r € N*. o Aurait-on pu choisir d’autres types d’écart ?
X admet un X admet un moment d’ordre 1) On peut tout d’abord considérer I’écart simple.
moment d’ordre r s pour tout s € [1,7] La mesure moyenne de ’écart simple n’est en réalité d’aucune utilité :
On retiendra notamment que si X admet un moment d’ordre 2 alors X admet E(X —E(X)) = E(X)-E(E(X)) = E(X)-E(X) =0

un moment d’ordre 1 i.e. une espérance. )l
En moyenne, X ne s’écarte pas de sa moyenne.

11
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2) On peut considérer la distance i.e. la valeur absolue de 1’écart : Démonstration.
Remarquons tout d’abord, que dans le cas ot X admet une espérance :
E([X -E(X)])

_ 2 y2_ 2
Cette mesure moyenne d’écart a beaucoup de sens mais posséde un (X E(X)) = X7 2E(X) X + (E(X)) (+)

inconvénient : elle est plus difficile & manipuler, d’'un point de vue al-
gébrique, que la notion de variance.

On fera attention au passage : X? = (X — E(X))2 +2E(X) X — (E(X))2 ()

Et ainsi :

VE(X —E(X))?) >< E(\/(X — E(X))?) = E(|X —E(X)|) (=) Supposons que X admet une variance.
I Par définition de variance, X et (X — E(X))? admettent donc une
espérance.

o(X) Or, d’aprés I'égalité (+x), la v.a.r. X2 s’écrit comme la somme de v.a.r.
« On a vu que la vaar. X — E(X) a une espérance nulle. qui admettent une espérance. Elle admet donc une espérance.
Une variable qui admet une espérance nulle est dite centrée. (<) Supposons que X admet un moment d’ordre 2. Alors X admet un
Partant de la v.a.r. X pas forcément centrée, on peut toujours introduire moment d’ordre 1. Autrement dit, X admet une espérance.
la v.ar. X —E(X) qui elle est centrée. L’égalité (x) démontre alors que la v.a.r. (X — E(X))? admet une
On parle alors de v.a.r. centrée associée a X. espérance car est la somme de v.a.r. admettant une espérance.

Dans ce contexte, la variance qui n’est autre que le moment d’ordre 2 de Supposons maintenant que X admet une variance et démontrons la formule.

la v.a.r. X —E(X) est donc le moment centré d’ordre 2 de la v.a.r. X.
V(X) = E((X-E(X))?

II1.2. Détermination pratique de la variance — E(X? - 2E(X) X + (E(X))2)

Théoréme 9. Formule de Kenig-Huygens (par linéarité de

= E(X?) - 2E(E(X) X) + E((E(X))?)

Soit (2, o/, IP) un espace probabilisé. lespérance)
Soit X une v.a.r. discréte sur (Q, o). = E(X?) - 2E(X)E(X) + (E(X))?
_ 2y 2
La v.a.r. X admet La v.a.r. X admet un = E(X7) - (E(X))
. =
une variance moment d’ordre 2 O

De plus, si X admet une variance, on a :

V(X) = E(X?) - (E(X))?

12
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I11.3. Propriétés de la variance
Théoréme 10.

Soit (Q, o7, IP) un espace probabilisé.

Soit X etY deuz v.a.r. discrétes sur (§2,.97).

On suppose que X et'Y admettent chacune une variance.

L’opérateur variance vérifie les propriétés suivantes.

1) Soit A€ R. Les v.a.r. X +Y et AX admettent une variance. De plus :

V(X 4Y)=V(X)+ V() +2(EXY) - EX)E®Y))

et| V(AX) =\ V(X)

2) Pour tout (a,b) € R?, la v.a.7. aX + b admet une variance. De plus :

V(a)=0 | et | V(aX +0b)=a*V(X)

3)| V(X) >0

Démonstration.
1) Soit A € R. On admet que X + Y et AX admettent une variance.

D’apreés la formule de Kcenig-Huygens (et par linéarité de ’espérance) :

V(X +Y)
= E(X+Y)?) — (E(X +Y))?
= E(X?4+2XY +Y?) — (E(X)+E(Y))?
= E(X?) — (E(X))?2+EY?) — (EY))?+2E(XY) - 2E(X)E(Y)

= V(X)+V(Y)+2(EXY)-EX)EY))

(
(X
= E(X?)+2E(XY)+E(Y?) - ((E(X))?2 +2E(X)E(Y) + (E(Y))?)
(
(

@ Contrairement a l'espérance, 'opérateur de variance, défini a l'aide

Toujours d’aprés la formule de Koenig-Huygens et linéarité de 'espérance :
VOAX) = E((AX)?) — (E(AX))?
= E(\?X?) - (AE(X))?
= NVE(X?) - X (E(X))?
= M (E(X?) - (E(X))?)
= A2V(X)

2) Soit (a,b € R?). Par hypothése, X admet une variance. Elle admet donc

un moment d’ordre 2 et, par conséquent, un moment d’ordre 1.
Démontrons maintenant que la v.a.r. (aX + b) — E(aX + b) admet un
moment d’ordre 2. Tout d’abord :

((aX +b) —E(aX +b))? = (aX +b— (E(aX)+E(b)))?
= (a(X —E(X))+B—K)?
- @ (X -E(X)P

Or, par définition de la variance de X, la v.a.r. (X — E(X))? admet une
espérance. C'est donc aussi le cas de la v.a.r. ((aX +b) —E(aX +b))2. En

appliquant 'opérateur espérance dans 1’égalité précédente, on obtient :
V(aX+b) = E((aX+b)—E(aX+b))? = E(a® (X-E(X))?) = a®>V(X)

Au passage, dans le cas ou a = 0, on démontre que V(b) = 0.

3) (X —E(X))? > 0 donc, d’aprés la propriété 8) du Théoréme 7 :

V(X) = E((X —E(X))?) >0 -

d’une élévation au carré, n’est pas linéaire.

13
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—E(X
Rema.rque ¢) Si X admet une variance, la variable X* = 7( est appelée variable
La variance est une mesure moyenne de 1’écart entre la v.a.r. et sa moyenne. o(X)

Dans le cas d’une v.a.r. qui ne varie pas (une v.a.r. constante 4.e. un réel a), centrée réduite associce a X.
il est logique que la variance soit nulle (V(a) = 0). Remarquons déja que X* admet une espérance et une variance car s’écrit

1 E(X
souslaformeaX—Fbaveca:iX cRetb=— (X) e R.
II1.4. Variables centrées réduites o o(X) o(X)
o Comme son nom l'indique, X™* est centrée car :
Définition
Soit (€2, &7, P) un espace probabilisé E(X*) = aE(X)+b = 1 E(X) — E(X) _ 0
o st e (0o - = oMo

Soit X une v.a.r. discrétes sur (2, &7).

9% : * Aq 2 : .
a) Si X admet une espérance : o Comme son nom l'indique, X* est réduite car :

(i) si E(X) =0, on dit que X est une v.a.r. centrée. 1 V(X) V(X)

2
o) YO = G oo - !

V(X*) = a*V(X) =
(i) si E(X) # 0, la v.aar. X — E(X) est appelée v.a.r. centrée associée a (X7) @ V(X) (

X. Notons que cette v.a.r. admet une espérance car somme de v.a.r.

admettant une espérance. Remarque
De plus, comme son nom l'indique, cette v.a.r. est centrée : A toute v.ar. X qui admet une variance non nulle, on peut associer une
v.a.r. X* centrée réduite. Cette opération de normalisation peut étre utile
E(X —E(X)) = E(X)-E(E(X)) = E(X)-E(X) =0 dans des démonstrations (on démontre une propriété pour une v.a.r. centrée

réduite, on 'applique & X* et on voit ce qu’on peut en déduire sur X).
b) Si X admet une variance :

(i) si V(X) =1, on dit que X est une v.a.r. réduite.

(i) siV(X) # 1, lav.adr. (en supposant o(X) # 0) est appelée v.a.r.

X
a(X)
réduite associée & X. Notons que cette v.a.r. admet une variance car
somme de v.a.r. admettant une variance.

Comme son nom l'indique, cette v.a.r. est réduite :

V(aé)) - (J&))zw) = g 0 = 1

14
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IV. Lois discrétes finies Remarque

IV.1. Loi certaine

o Le fait que X(Q) = {m} implique que la v.a.r. X est constante égale & m.

« Au contraire, une v.a.r. X suivant une loi quasi-certaine n’est pas constante
Définition (puisqu’elle peut prendre les valeurs xy, ..., ).

e On dit qu’'une v.a.r. X suit une loi certaine s’il existe m € R tel que :

a) | X(Q)={m}

certain z € X ().

Théoréme 11.

o On dira aussi que la v.a.r. X est certaine, égale & m.

e Si X est une v.a.r. discréte finie telle que X () = {z1,...,2,} :
on dit que X suit une loi quasi-certaine s'il existe ¢ € [1,n] tel que 2) De plus : E(X) =m

P([X = 2;]) =1 (dans ce cas, P([X = x;]) = 0 pour tout j # 7). Démonstration

Expérience aléatoire de référence et v.a.r. associée 1) X est une v.a.r. finie.

1) Alors X admet une espérance et une variance.

et V(X)=0

« On considére une expérience qui posséde une ou plusieurs issues différentes Elle admet donc un moment a tous les ordres.

dont une issue se produit avec probabilité 1.

Alors la v.a.r. X égale am (pour un m choisi) si 'issue particuliére se produit 2) e E(X)= Y zP([X=z))=mP(X=m])=mx1l=m

suit une loi quasi-certaine. z€X(Q)

Exemple

1) On considére un dé truqué dont le résultat est toujours 6.
L’expérience aléatoire consiste en un lancer de ce dé.
On note X la v.a.r. donnant le résultat du dé.
X suit une loi quasi-certaine (X (Q) = [1,6] et P([X = 6]) = 1).
2) On considére une urne contenant n boules de couleurs différentes qui sont E(X?)
toutes numérotées par le méme chiffre 7.
L’expérience consiste a effectuer un tirage dans cette urne.
On note X la v.a.r. donnant le numéro de la boule sortie.
Alors X suit la loi certaine d’ensemble image X (2) = {7}.

« D’aprés la formule de Koenig-Huygens :

Or, par théoréme de transfert :

SN 22 P(X
z€X(Q)
m? B(X = m])

Ainsi : V(X) =m? —m? =0.

Elle est seulement P-presque siirement constante : P([X

Soit X une v.a.r. discréte suivant une loi (quasi) certaine.

En particulier, X admet une espérance et une variance.

V(X) = E(X?) - (E(X))?

z]) = 1 pour un

b) | P(X =m]) =1 Soit X une v.a.r. discréte finie suivant une loi certaine (ou quasi-certaine).

Il existe donc m € R tel que P([X =m]) = 1.
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Fonction de répartition

Si X est une v.a.r. discréte finie suivant une loi certaine (ou quasi-certaine)

telle que P([X =m]) = 1.

Proposition 2.

Soit X une v.a.r. discréte finie.

V(X)=0

Alors on a : = X suit une loi quasi-certaine

Démonstration.

En effet, on a alors V(X) = E((X —E(X))?) =0 avec (X —E(X))? > O.
Ce qui prouve (point 5) du Théoréme 7) que : P([(X — E(X)) =0]) =
Il suffit alors de remarquer que :

[(X —E(X))* = 0]

Ainsi, en notant m = E(X), on a P([X =m]) = 1.
Autrement dit, X = m P-presque stirement. O

= [X -E(X) = 0] = [X = E(X)]

Remarque

o Cette propriété est une équivalence : la réciproque est justifiée par le théo-
réme précédent qui donne le calcul de V(X).

« Ainsi, la propriété V(X) = 0 caractérise les v.a.r. X qui sont presque
stirement constantes et égales & leur moyenne.

IV.2. Loi uniforme

Définition

e On dit qu’une v.a.r. X suit la loi uniforme sur [1,n] (pour n € N*) si

a) X(Q) = [[17n]]

b) Vk € [1,n],

o Plus généralement, si (a,b) € N et a < b, on dit qu'une v.a.r. X suit la
loi uniforme sur [a,b] si :

a) | X(Q)= [[avb]]

b) k€ lat], | B(X=K) =1 1

—a+1

« On utilisera la notation X < U([a, b]) pour signifier que X suit la loi
uniforme sur [a, b].

Expérience aléatoire de référence et v.a.r. associée

« On considére une expérience qui posséde n issues différentes (qu'on numé-
rote de 1 & n) qui sont équiprobables.

Alors la v.a.r. X égale a ¢ si I'issue i est obtenue lors de 'expérience, suit la
loi uniforme sur [1, n].

Exemple

1) On considére une urne contenant n boules numérotées de 1 a n.
L’expérience consiste a tirer une boule.
On note X la v.a.r. égale au numéro de la boule tirée.

Alors : X — U([1,n])
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2) On considére une piéce équilibrée.
L’expérience consiste en 1 lancer de cette piéce.
On note X la v.a.r. égale & 1 si on obtient Pile et 0 si on obtient Face.
Alors : X — U([0,1])

Remarque

« Il s’agit bien de et non de . En effet, il y a b—a+1 entiers

b—a+1

1
entre a et b. Ce résultat est d’ailleurs cohérent avec le — précédent.
n

—a

« La loi uniforme sur U ([m, m]) coincide avec la loi certaine d’espérance m.

Théoréme 12.

Soit X une v.a.r. discréte finie telle que X — U([1,n]) (n € N*).

1) La v.a.r. X admet une espérance et une variance.

n%—1
12

1
E(X) = ”; et

2) De plus : V(X) =

Démonstration.

1) X admet une variance (et donc une espérance) car c’est une v.a.r. finie.

2. BX) = S EP(X k)=t o L2l
k=1 n =1 w 2
o D’aprés le théoréme de transfert :
3 1 1 1)(2n + 1
k=1 n k=1 n 6

Ainsi, d’aprés la formule de Keenig-Huygens :

- ~ (n+1)2n+1)  (n+1)?
V(X> = E(X2>—(E(X))27 : B 4
- n121(2(2n+1)_3(n+1)>_(n+1ién—1) .

Théoréme 13.
Soit (a,b) € N? tel que a < b.
Soit X une v.a.r. discréte finie telle que X — U([a,b]).
On note : Y =X —a+ 1.

1) Alors : Y < U([1,b—a+ 1]).

2) La v.a.r. X admet une espérance et une variance.

$) Deplus: | E(X)="00 | o | vax)= 09l zar?)
2 12
Démonstration.
1) OnaY(Q) =[1,b —a+ 1]. Ainsi, pour tout k € [1,b—a+ 1], on a :
1
P(Y = k) =P(X —a+1=k]) =P(X = )=
(¥ =K)=B(X ~a+1=k) =B(X =k+a~1) = ;——

2) X admet une variance (et donc une espérance) car c’est une v.a.r. finie.
3) CommeY =X —a+1,ona X =Y +a—1. On en déduit :

E(X)zE(Y)+E(a_1):W+G_1:a;b
—a 2 _ —ab—a
v(x) = v(y) = O ;1) L_ (@ )(22 +2) .

Fonction de répartition
Si X est une v.a.r. discréte finie suivant la loi uniforme U([1, 5]).

1 p-mmmm - —
E—
e
=
e
I
0 1 2 3 4 5
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IV.3. Loi de Bernoulli

Deéfinition

e On dit qu’une v.a.r. X suit la loi de Bernoulli de paramétre
pe]0,1]si:

a)| X(Q) ={0,1}

b)| P(X=1)=p | et —g

« On utilisera la notation X < B (p) pour signifier que X suit la loi de
Bernoulli de paramétre p.

Expérience aléatoire de référence et v.a.r. associée

On considére une expérience aléatoire possédant deux issues (qui ne sont
pas forcément équiprobables). L’une de ces issues est nommée « succés » et
se produit avec probabilité p; 'autre est nommeée « échec » et se produit
avec probabilité 1 — p.

Alors la v.a.r. X égale a 1 en cas de succés et 0 en cas d’échec (i.e. calculant
le nombre de succes) suit la loi de Bernoulli de parameétre p.

Exemple

1) On considére une piéce de monnaie donnant Pile avec probabilité p et

Face avec probabilité 1 — p.

L’expérience consiste en 1 lancer de cette piéce de monnaie.

Ainsi : Q = {Pile, Face}.

On note X la v.a.r. égale & 1 si on obtient Pile et & 0 si on obtient Face.
e P((X=1))=pet P([(X =0]) =1—p.

Ainsi X — B (p).

2) On considére une urne contenant r boules rouges et v boules vertes.

L’expérience consiste a tirer une boule.
Ainsi: Q = {b1,...,bp,bp11,...,br1y} (on numérote chacune des boules).
On note X la v.a.r. égale & 1 si on tire une boule rouge et 0 si on tire une

boule verte.
Alors:X<—>B< ! >
r+uv

Remarque

o Généralement, les cas p = 0 et p = 1 sont écartés : ils correspondent a une

loi quasi-certaine.

1
o Sip= 3 la loi B ( > coincide avec la loi uniforme #([0, 1]).

1
2

« Si X suit une loi de Bernoulli, alors X (2) = {0,1}. On en déduit que, pour

tout r € N*, X” = X (c’est notamment vrai pour le cas r = 2).
Considérons la v.a.r. X dont la loi est définie par :

a) X(Q)={-1,1}.

b) P(X = 1)) = p et B((X = —1]) =1 —p.

Alors X ne suit pas une loi de Bernoulli. Déja, X (€2) # {0,1}.

La v.a.r. X peut-étre interprétée de la maniére suivante. Si on obtient Pile
(succeés), la banque verse 1, si on obtient Face, on verse 1 a la banque.
Autrement dit, X est le gain dans un jeu de Pile ou Face.

Par contre, la v.a.r. U = suit la loi de Bernoulli B (p).
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Théoréme 14.
Soit X une v.a.r. discréte finie telle que X — B(p) (p € ]0,1]).

1) Alors X admet une espérance et une variance.

2) De plus : E(X)=p et VX)=pq | = p(1—-p)

Démonstration.
1) X admet une variance (et donc une espérance) car c’est une v.a.r. finie.

2) « E(X) = 6;(9) s P(X =2]) =0P([X =0)) + 1 P([X = 1]) = p

o D’apreés le théoréme de transfert :

B(X?) = % 22 P(X =a]) = 0% B(IX = 0]) + 12 B((X = 1]) = p
zeX ()

(on peut aussi remarquer que X = X )
Ainsi, d’aprés le théoréme de Koenig-Huygens :

V(X) = E(X?) - (E(X))* = E(X) - (E(X))’ = p - p*

Fonction de répartition
Si X est une v.a.r. discréte finie suivant la loi de Bernoulli B(0.7).

Lo :
0.3 F———
0 1

19



ECE2-B 2017-2018

IV.4. Loi binomiale Démontrons que X suit la loi binomiale de paramétre (n,p).
Définition a) X(€) = [0,n].
b) Soit k € [0,n].

« Déterminons le nombre de n-tirages réalisant [X = k.

Un n-tirage réalisant [X = k] est un n-uplet contenant & Pile. Il est
a) | X(Q)=1[0,n] entiérement déterminé par :

e On dit qu’une v.a.r. discréte X suit la loi binomiale de paramétre
(n,p), oun € N*et pe]0,1]si:

x la position des k Pile : (Z) possibilités.

b) Vk € [0.n], | P(X = &]) = <n> PP | avec g =1—p Iy a donc (}) tels tirages.

o Déterminons maintenant la probabilité d’apparition d’un tel n-tirage :

x & chaque lancer, Pile est obtenu avec probabilité p et Face est

o On utilisera la notation X < B (n,p) pour signifier que X suit la loi L
obtenu avec probabilité 1 — p = q.

binomiale de paramétre (n,p).
x or un tel n-tirage contient exactement k Pile et n — k Face.
n—k

La probabilité d’apparition d’un tel n-tirage est donc : p¥ ¢
Expérience aléatoire de référence et v.a.r. associée
o On considére une expérience aléatoire qui consiste en une succession de n
épreuves indépendantes, chacune d’entre elles ayant deux issues : succés
obtenu avec probabilité p et échec obtenu avec probabilité ¢ = 1 — p.

On en déduit que : P([X = k]) = (Z) pr g r.

2) On considére une urne contenant r boules rouges et v boules vertes.

L’expérience consiste a tirer successivement n boules avec remise.
o Autrement dit, 'expérience consiste a effectuer n épreuves de Bernoulli On note X la v.a.r. égale au nombre de boules rouges tirées.
indépendantes (le résultat de I'une ne dépend pas du résultat des autres r
p ( p p ) Alors: X — B <n, )

et de méme paramétre p. T+
Alors la v.a.r. donnant le nombre de succés obtenus au cours de cette expé- Cet exemple permet de retrouver la formule du binéme de Newton.
rience suit la loi binomiale de paramétre (n, p). Comme ([X = k])pe[o,n] est le sce associé a X :
n n n r k v n—k
P(| X =k]) =1 donc =1

Exemple kg() ( D 1;0 <k> <T+U> (T+U)
1) On considére une piéce de monnaie donnant Pile avec probabilité p et

Face avec probabilité 1 — p. n n

L’expérience consiste en n lancers consécutifs de cette piéce de monnaie. On en conclut : > ( > rkon=h = (r+v)"

A (D n k=0 \k
Ainsi : Q = {Pile, Face}".

On note X la v.a.r. égale au nombre de Pile obtenus lors de ’expérience.
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Remarque

« Evidemment, si une variable aléatoire suit la loi de Bernoulli de paramétre

p alors X < B(1,p).

o Dans un sujet de concours, on peut avoir a reconnaitre

une loi classique.

On peut, dans le cas de la loi binomiale rédiger comme suit.

«Lav.a.r. X compte le nombre de succés obtenus au cour

s d’une répétition

de n épreuves de Bernoulli indépendantes et de méme paramétre p.
La v.a.r. X suit donc la loi binomiale de paramétre (n,p). »

Théoréme 15.
Soit X une v.a.r. discréte finie telle que X < B(n,p) (n

1) Alors X admet une espérance et une variance.

E(X)=np et V(X)=npgq

2) De plus :

Démonstration.

1) X admet une variance (et donc une espérance) car c’es

2 EX)= ¥

zeX ()
k k-1
n n—1\ 4. .k n-l1 <n - 1)
n pFq"F =n
kgl <k' - 1> kgo k

n=l /n—1
= np kZ ( >p’“q("‘1)"“ = np(p+
=0

E(X) =

car p+q=1.

e N* pe]o,1]).

= np(l-p)

t une v.a.r. finie.

rP([X =z]) = kio k <Z> prgF = él k(:) prqk.

—1
Or, pour k € [1,n], on a : k(n> :n(n ) On en déduit :

pk—i-l g (k+1)

e V(X)=E(X?) — (E(X))2. On commence donc par calculer E(X?).

EX?) = ¥

zeX ()

n n
— kz k2<k> pkqn—k
=1

2 P(X = a]) = éﬂ k:2<

N\ kon—k
k)Pq

n n—1
Or, pour k € [1,n], on a : k(k) _TL(k:—l)'

—1 n—1
Ainsi - k2 ny _ n _ .
insi : k (k) kn(k—l) nk(k_1>

Afin de pouvoir se débarraser du k restant, on remarque : k = (k—1)+1.
On en déduit alors que, pour tout k € [2,n] :

n—1
k =
(i)

On a alors :

E(X?) = 3 k2<Z) A

n—2 -9
— -0 (") B
k=0

o~

n=2 (n—2
k=0

= nn-1)p>+np
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On en déduit : Proposition 3.
V(X) = E(X2)—EX)2=n(-1)p+np — (np)? Soit X une v.a.r. discréte finie telle que X < B (n,p) (n € N*, p € ]0,1]).
= 22—t tnp — 27 = n(p—p) = np(l—p) Alors n — X suit la loi binomiale de paramétre (n,q).
Démonstration.
U Notons ¥ = n — X. On a alors :
Remarque a) Y)={n—z|zeX(Q)}={nn—-1,...,1,0} =[0,n].
« Dans le calcul de E(X?), on fait apparaitre une somme qui n’est autre que b) Soit ke [0,n], P(Y =Fk) = P(ln—X=Fk])=P(X =n—4k])
E(X) (déja calculée). _ n k() _ n -
o Afin de se focaliser sur la partie intéressante (le calcul de la premiére n—=k k
somme), on peut remarquer que : ]

X2 = x (X-1)+X Fonction de répartition
Si X est une v.a.r. discréte finie suivant la loi binomiale B (5,.7).

(qui correspond a l'idée utilisée : n?> =n(n—1)+1)

o Sion a déja démontré que X admet une espérance, on obtient que :

X? admet une espérance < X (X — 1) admet une espérance 1

et dans ce cas, par linéarité de ’espérance : —

E(X?) = E(X (X -1)) +E(X) —f

e On aurait donc pu présenter le calcul différemment. Plus précisément en E t
commengant par calculer E(X (X — 1)) et en ajoutant E(X). E .
S
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IV.5. Loi hypergéométrique (BONUS)

Définition

e Soit (N,n) € (N*)2 tel que 1 <n <N etsoit pe€]0,1[ (¢g=1-p).

e On dit qu’une v.a.r. discréte X suit la loi hypergéométrique de
paramétre (N, n,p) si :

a) | X(Q)=[max(0,n — Ng),min(n, Np)]

b) Yk € [max(0,n — Nq), min(n, Np)],
(%) ()
()

« On utilisera la notation X < H (NN, n,p) pour signifier que X suit la
loi hypergéométrique de paramétre (N, n,p).

B([X = K]) =

Expérience aléatoire de référence et v.a.r. associée

o On considére une urne qui contient a boules blanches et b boules noires.

L’expérience consiste a tirer simultanément n boules dans 'urne (on

suppose n < a + b).
On note X la v.a.r. égale au nombre de boules blanches obtenues.

Alors:X<—>’H<a—|—b,n, a )
a+b

Autrement dit, on a :

(&) (%)

(“2")

(ici,N:a—i—betp:aL_’_bd’ouNp:aeth:b)

Vk e X(Q), P(X=k)=

2) De plus :

e On considére une urne qui contient a boules blanches et b boules noires.

L’expérience consiste a tirer successivement et sans remise n boules
dans 'urne (on suppose n < a + b).
On note X la v.a.r. égale au nombre de boules blanches obtenues.

Alors : X<—>H<a+b,n,a>
a+b

Autrement dit, pour ces deux expériences a priori différentes, la v.a.r. don-
nant le nombre de boules blanches suit la méme loi hypergéométrique.

Remarque

o On retrouve la formule de Vandermonde.

Considérons 'une ou l'autre des expériences précédentes.
On suppose de plus que a > n et b > n de sorte que :
[max(0,n — Ng), min(n, Np)] = [0, n].

Comme ([X = k])pe[o,n] est le systéme complet d’événements associé a X :

5 RIX =KD =1 done 3 W .
On en conclut : kzijo <Z> (n i k> _ (a Z b)

Théoréme 16.

Soit X une v.a.r. discréte finie telle que X — H (N,n,p)
(avec 1 <n < N, pelo,1]).

1) X admet une espérance et une variance.

E(X)=np et
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Démonstration.
1) X admet une variance (et donc une espérance) car c’est une v.a.r. finie.

2) Pour plus de simplicité, on se place dans le cas ot n < Np et n < Np.
On a ainsi X(Q2) = [0, n].

(c’est le cas lorsque le nombre n de boules tirées est inférieur au nombre
a de boules blanches et au nombre b de boules noires)

Npy (N

(%) (%)

n Np\ ( Nq
CEX)= Y zP(X=a])=3 p ) ) ;

=3k
2€X(Q) #=0 ) k=1
1 )
>. On en déduit :

Np —
k—1

E(X) = é\zg; 2@171) <ank:>
- &0 )6

B - 00

n

N
Or, pour k € [1,n],on a: k ( kp> = Np(

ar: Np—14+ Ng=N(p+q)—1=N —1.
Enfin, comme : n <N> = N (N_1>, on obtient :
n

n—1
N-1
E(X) pNEX,T) = pniy’} =np

o V(X) =E(X?) — (E(X))2. On commence donc par calculer E(X?).
Pour ce faire, on remarque que : E(X?) = E(X(X — 1)) + E(X).
Afin de déterminer E(X?), on commence par le calcul de E(X (X —1)).

EX(X-1) = > afz—-1)P(X =z
z€X(Q)
n Np\ ( Nq
k=0 (n)
— zn: k (k‘ _ 1) ( kp)]\(fn—qk)
k=2 (n)

Or, pour k € [2,n] :

On en déduit :
E(X(X —1)) = w 35 <Np—2)( Nq)

M) S\ k-2 ) \n—k
B Np%_l) EZ <Npk_2) ((n—N;—Q
Np(Np—1) <Np—2+Nq>
(%) g
_ Np(f(g;—n (g_—;)

D’autre part, comme :

n(n—1) (Z) = N(n-1) <]Z_11> = N(NV-1) (Z_22>

on obtient :
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On en déduit que :

V(X)

Remarque

« La loi hypergéométrique n’est pas au programme officiel. Ainsi, il ne peut

E(X(X - 1)) + E(X) — (E(X))
np
N-1
np
N-1
np
N-1
np
N-1

(Np—1)(n—1) +np —n?p?

(Np=1)(n=1)+ (N =1) —np(N - 1))

(Mpn — Np—n+ X+ N — X — npN + np)

(N =n)—p(N —n))

étre exigé, dans un sujet de concours, la connaissance de cette loi.

« Cependant, on peut envisager un exercice qui consisterait & démontrer tous

les points précédents (loi, espérance, variance).

« Il est toutefois peu probable que le calcul de ’espérance et de la variance
soit demandé dans le cas général. On verra des exercices en TD ou a, b et

n sont fixés.
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V. Lois discrétes infinies

V.1. Loi géométrique

Deéfinition

e On dit qu’une v.a.r. X suit la loi géométrique de paramétre
pe0,1]si:

a)| X(Q)=N*

b) VkEN*, | P(X =k])=pg"' |avecqg=1—p

« On utilisera la notation X < G (p) pour signifier que X suit la loi
géométrique de parameétre p.

Expérience aléatoire de référence et v.a.r. associée

« On considére une expérience aléatoire qui consiste en une succession infinie
d’épreuves indépendantes, chacune d’entre elles ayant deux issues :
obtenu avec probabilité p et échec obtenu avec probabilité ¢ = 1 — p.

succes

o Autrement dit, 'expérience consiste a effectuer une infinité d’épreuves de
Bernoulli indépendantes (le résultat de I'une ne dépend pas du résultat des
autres) et de méme paramétre p.

Alors la v.a.r. donnant le rang d’apparition du premier succés obtenu lors de
I’expérience suit la loi géométrique de paramétre p.

Exemple

1) On considére une piéce de monnaie déséquilibrée donnant Pile avec pro-
babilité p et Face avec probabilité 1 — p.
L’expérience consiste en n lancers consécutifs de cette piéce de monnaie.
Ainsi : Q = {Pile, Face}V".
On note X la v.a.r. égale au rang d’apparition du premier Pile obtenu au
cours de ’expérience.
Alors : X — G (p).

Dans la suite, on considére les événements :
x Pj:
x Fj:
Démontrons que X suit la loi géométrique de paramétre p.
a) X(Q2) =N
b) Soit k € N*.

« obtenir Pile au ™ lancer »,

« obtenir Face au ™€ lancer ».

X=kl=FRNFKnNn...N F_1 NP

Les lancers étant indépendants, on obtient :

P([X:k]) = ]P)(Fl NEKN...NO F,q1 N Pk)
= P(Fl) X P(Fg) X ... X P(kal) X P(Pk)
= pqd!

2) On considére une urne contenant r boules rouges et v boules vertes.
L’expérience consiste au tirage infini d’une boule avec remise.
On note X la v.a.r. donnant le rang d’apparition de la premiére boule

rouge. Alors : X <—>g< r >
r+v

Théoréme 17.

Soit X une v.a.r. discréte infinie telle que X — G (p) (p € 10,1[). Alors :

1) La v.a.r. X admet une espérance et une variance.

1—-p
p2

9|l Ex) =2 | e | vy =2 | =

P p?
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Démonstration. « Soit N € N*.
1) X(Q) = N* et pour tout n € N*, P([X =n]) =pqg" L. N N
) : A Ynn-1P(X=n]) = 3 nn-1)pg!
o Lav.ar. X admet une espérance si et seulement si la série Y nP([X = n]) n=1 n—=1
n>1 N
est absolument convergente. Cette série étant a termes positifs, cela re- = Y nn-1) pqg~ !
vient & démontrer qu’elle est convergente. n=2 N
. Soit N € N*. = pgy n(n—1)¢"?
N N ) N ) =
S aP([X=n]) = > npd" = p> nqg"” On reconnait la somme partielle d une série géométrique dérivée deuxiéme
n=l n=l n=l convergente car de raison ¢ € | — 1,1[. Ainsi :
On reconnait la somme partielle d’une série géométrique dérivée pre- N 5 9 5
. . . _ q
miére convergente car de raison g € | — 1, 1[. Ainsi : pq > n(n—1)q¢" 2 Pl = P =
= Notoo "7 (1= q)? p P
N 1
—1 _ p _ b _
pgl ng" N_>—+>oo p 1—-¢2 (Q-(1-p)2 2 p o On en conclut que la série gl n(n —1)pg"~! converge.
n>
» - Ainsi, X (X — 1) admet une espérance.
« On en conclut que la série nz>:l nq est convergente. Ce qui démontre que X? admet une espérance, donnée par :
Ainsi X admet une espérance donnée par : E(X?) = E(X(X - 1))+ E(X)
+o00 1 2q 1 1
E(X) = Y npg* !t = = N T
A1 p p*p pz( )
2) Démontrons que X admet un moment d’ordre 2 (et donc une variance). + On en déduit, par la formule de Keenig-Huygens :
e Comme X2 =X(X 1)+ X : V(X) = E(X?) — (E(X))?
X? admet une espérance < X (X — 1) admet une espérance 1 (2¢+p) <1>2
= 5 (=
. . . p p
Notons que X (X —1) est une variable aléatoire discréte dont ’ensemble 1
image est (X(X —1))(Q) ={n(n—1) | n € N*}. = — (2¢+p-1)
. p
D’aprés le théoréme de transfert, X (X — 1) admet une espérance si et 1
seulement si la série Y n(n — 1) P([X = n]) est absolument conver- = 2 21-p) +p-1)
n>1
gente. Cette série étant & termes positifs, cela revient & démontrer 1 1 q
- — (9_ 1) = —(1—-p) = = O
qu’elle est convergente. p? (2-2p+p-1) P2 (1-7) 2
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Proposition 4. Remarque
Soit X une v.a.r. discréte infinie telle que X < G (p) (p € 10, 1]). Comme [X >k +£] C [X > k], on a:
Alors pour tout (k,f) € N? : P([X >k+/¢ g+t
Plsig(IX > £ +4) = 0 DT gt = B(x > 1)

1) | P(X>k) = ¢

2)| P(X>k+{) = P(X >k]) x P(X > ()

Démonstration.

Soit (k, ) € N2,
1) « On remarque tout d’abord :

P(X > k) = 1-P(X > &]) = 1-P([X <k])

k
o Par ailleurs, comme X(Q) =N*: [X <k] = U [X =1]
On en déduit :

px <i) = P(U [x=i)

k
= Y P([X =1]) (par incompatibilité)
=1
k - k—1
= Xrd =prd
i= i=0
1-— qk
—4q

Enfin: P([X >k]) = 1 -P(X <k]) = 1-(1—-¢*) = ¢~
2) D’apres le point précédent :

P(X >k+1) = ¢ = ¢F x¢" = P(X > k]) x P([X > ¢)])

P(X > k]) q*

On dit alors que la loi géométrique est & perte de mémoire (la propriété
X > k est oubliée, seul le délai est retenu) ou encore que la loi géométrique
est sans mémoire.

Exercice
Soit X une v.a.r. telle que : X — G (p) ou p € |0, 1[.

1) Démontrer que, pour tout k € N* :

PX = k]) = P([X > k - 1]) = P([X > k])

+o00
2) En déduire que : E(X) = > P([X > k]).
k=0

3) Retrouver la valeur de E(X) a 'aide de cette formule.

Démonstration.

1) Soit k € N*. La v.a.r. X est a valeurs entiéres. On en déduit :
(X >k—-1]=[X =k U[X > K
Les événements [X = k] et [X > k| sont incompatibles. On en déduit :
P(X >k —1]) =P([X =k]) + P([X > k])

et ainsi : P([X =k]) =P([X >k — 1)) — P([X > k]).
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2) La v.a.r. X admet une espérance car elle suit une loi géométrique.

+0o0
Par définition E(X) = Y k P([X = k]). Soit N € N*.
k=1

N
Considérons la somme partielle > k P([X = k]) correspondante.

k=1
N
32 F(X = k)
Sk ( P([X > k—1]) — P([X > k]))
k=1
N N
S EP(X > k—1)) = 3 kB([X > &])
k=1 k=1

(k+1)P([X > k]) — kﬁl EP([X > k])

M=

kP(X > k]) + Nil P([X > k]) —
k=0 k=0

k
OxIP([X>O])+W+N

- <Nzlk Sk + N P(X > N))

kP([X > k])
1

|
—

(]

PX > k])

o

vﬁ‘

> P([X > k]) — N P([X > NJ)

N-1

N—-1 N

Ainsi: Y P([X > k) = Y kP(X =k]) + N ¢".
k=0 k=1

Les membres droits de I'égalité admettent une limite. Plus précisément :

N
. _ _ . N _
N1—1>I—|n—oo 1;::1 EP([X =k]) = E(X) et N1—1>I-lr—loo N ¢ =0

On en déduit que le membre de gauche admet une limite et :
N—-1 400

lim > P(X >k]) = > P(X >k]) = E(X)
N—+oo =g k=0

Remarque

La démonstration consiste & démontrer un résultat de type somme téles-
copique.

On pouvait faire apparaitre directement une telle somme en remarquant :

EP(X=k])=(k-1DP(X>k-1]) —kP([X > k) +P([X >k —1])
Ainsi, par sommation et linéarité :

N

>, kP(X =k])

k=1

N N
= S (k=) P(X > k1) =k (X > K)) + 5 P(X > k- 1)
k=1 k=1

= 1=-1DPX¥>1T=1]) - NP(X > N]) + é\f: P([X >k —1])
k=1
= —NP(X > N]) —1—Ni:1 P([X > k])
k=0
+o00 +o00 11
3) D’aprés ce qui précede : E(X) = kZO P(X > k) = kzo ¢ = 7
= = 0
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Remarque

« Dans un contexte ot X est un variable aléatoire mesurant une durée de vie
(durée de vie d’une cellule, durée de fonctionnement d’un composant élec-
tronique, nombre de cycle de charge/décharge autorisé par une batterie),
on introduit souvent la fonction :

St P(X >t)=1-P(X <t]) =1 Fx(t)

Dans ce cas, S(t) = P([X > t]) représente la probabilité que 'objet (ou
I'individu) considéré soit encore en vie aprés une durée t.

Dans le cas d'un phénomeéne a durée de vie continue (durée de vie d'une
cellule), la modélisation s’appuiera sur une v.a.r. X a densité.

Dans le cas d’un phénoméne a durée de vie discréte (nombre de cycles
d’une batterie), la modélisation s’appuiera sur une v.a.r. X discréte.

o Considérons la propriété d’absence de mémoire dans ce contexte.
Pixsg([X >k +4]) =P([X > 1))

Considérons que X compte la durée de fonctionnement d’un composant
avant une panne. Alors cette propriété signifie que la durée de vie restante
d’un objet est indépendante de la durée de vie écoulée de 'objet (période
durant laquelle il a fonctionné sans tomber en panne). Autrement dit, il
n’y a pas de vieillissement ou encore d’usure du composant électronique
considéré. C’est un cas assez fréquent en réalité : on peut considérer que
les diodes, transistors, résistances, condensateurs sont sans usure puisque
leur usure ne débute que bien aprés la fin de vie de 'objet dans lequel ils
sont installés. C’est pourquoi la durée de vie d’'un composant est souvent
modélisée par une v.a.r. qui suit loi exponentielle qui est, elle aussi, sans
mémoire (c’est méme une propriété qui caractérise la loi exponentielle).

o Il est fréquent de tomber sur une étude de la fonction de survie aux concours
(cadre de l’analyse de fiabilité qui mesure la probabilité d’occurrence d’une
défaillance d’un systéme).
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V.2. Loi de Poisson

Deéfinition

e On dit qu'une v.a.r. X suit la loi de Poisson de parameétre A\ > 0 si :

a)| X(Q)=N

_ N

b) VkeN, | P(X =k)=c

« On utilisera la notation X < P () pour signifier que X suit la loi de
Poisson de paramétre A.

Exemple

Le BO suggére d’introduire la loi de Poisson comme loi limite.

On considére (X,)nen+ une suite de v.a.r. telle que, pour tout n € N*,
X, —B (n, %) ou A > 0. On a alors, pour tout k < n :

() G) (-3

I Y U AR PR A
~ kl(n—k)! nk n n
n! n —
N Gmmy _ ) F
k!l nk n n
Intéressons-nous aux termes de ce produit.
n!

=k nn—1)...(n—(k—1)) N nk

nk nk n—-+oo nk

=1

En effet, le numérateur apparait comme produit de k éléments qui sont

tous équivalents, lorsque n tend vers 400, a n.

« Notons u, = (1 — )\> . Alors : u, = exp (nln (1 — A))
n n

Or: \ \
ln(un):nln(l—> ~ o — = =\
n n—+oo y2
In(1
(c’est une instance de la propriété : lim M =1)
z—0 x
Dot : In(u,) = =X\ et w, =eUn) 5 oA
n—-+0o

A A\ F 1 1
o Enfin, comme 1 — — —» 1,ona<1—> = — Z =1
N n—-+oo n (1 - A) n—+oo 1
n

On en déduit que :

P([X, =k]) — Y

n—s+oo k!

ou X est une v.a.r. telle que X — P (A).

A
La loi de Poisson apparait comme la limite de lois binomiales B <n, )

n
Ainsi, si n grand (et donc % proche de 0) la loi P (\) est une bonne approxi-

mation de la loi B (n, 2)
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Théoréme 18.

Soit X une v.a.r. telle que X < P () (A >0). Alors :

1) La v.a.r. admet une espérance et une variance.

2)| E(X)=X\ | et | V(X)=2A

Démonstration.

ATZ
1) X(Q) = N et pour tout n € N, P([X = n]) = e

nl’

La v.a.r. X admet une espérance si et seulement si la série Y nP([X = n])

est absolument convergente. Cette série étant & termes positifs, cela re-

vient & démontrer qu’elle est convergente.

N N P\
Soit N € N. Notons alors : Sy = >, n P([X =n]) = Y. ne? —-
n=0 n=1 n:
N  \n N A\
Sy = e * n-— = e¢*
nzzjl n! nzzjl (n — 1)‘
— oM % S S o
n=1 (7’L - 1)' n=0 n!
N-1 )\n
Or: > = — ¢ par convergence de la série exponentielle.

n=0 N! N—+oo

On en déduit que X admet une espérance qui vaut :

E(X) = Jim Sy = e aet = A

2) Démontrons que X admet un moment d’ordre 2 (et donc une variance).

Comme X? = X(X - 1)+ X :
X? admet une espérance <> X (X — 1) admet une espérance

Or: ( X(X-1)(Q)={n(n—-1) | neN}L
Ainsi, X admet une variance si X (X — 1) admet une espérance si et

seulement si la série Y n(n—1)P([X = n]) est absolument convergente.
n=0

Cette série étant a termes positifs, cela revient a démontrer qu’elle est

convergente.

Soit N € N. Notons alors :

N N A" N \ A"
Tvn=> nn—-1) e —=> nn—1)e " —
n=0 n! n=2 n!

N A N A"
Tn = e Y nn-1) = =¢*yY ————
n=2 n! n=2 ( - 2)'

-2 _
_ e—)\)\2§ A" e AT
n=2 (n - 2)' n=0 !
N-2 \n
Or : Z_ — ¢ par convergence de la série exponentielle.

n=0 N! N—o+toco

On en déduit que X (X — 1) admet une espérance qui vaut :

E(X(X —1)) = lim Ty = e A2t = N2

N—+o0
Ainsi, X admet une variance et d’aprés la formule de Koenig-Huygens :
V(X) = E(X?) - (E(X))?
= E(X(X —1))+E(X) - (E(X))?
= X 4HA-—X = 0
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Exemple

« La loi de Poisson est généralement utilisée comme loi de v.a.r. consistant
a calculer le nombre d’événements d’un certain type se produisant sur un
laps de temps donné.

Cette modélisation est valide si :

1) les événements se produisant sont indépendants,

2) la probabilité d’apparition du phénoméne dans un laps de temps
donné T ne dépend que de cette durée T'.

Par exemple :

a) On considére une autoroute pour laquelle il y a en moyenne 1.8 accidents
par semaine. On note X la v.a.r. donnant le nombre d’accidents par
semaine sur cette autoroute.

On peut considérer X < P (1.8).
(notez que \ n’est pas forcément entier)

b) On considére un livre contenant des fautes d’impression. On sait de plus
qu’il y a en moyenne 0.8 faute d’impression par page.
On note X le nombre de fautes d’impression sur une page de ce livre.
On peut considérer X < P (0.8).

¢) On considére un serveur téléphonique qui regoit en moyenne trois appels
toutes les minutes.
On note X le nombre d’appels regus par le serveur en une minute.
On peut considérer X — P (3).
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