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Feuille d’exercices n°6 : Variables aléatoires
discrétes

Exercice 29. (% %)

Une piéce de monnaie est déséquilibrée de telle sorte que la probabilité d’ap-
1

parition de Pile est égale & —. On effectue avec cette piéce une suite de lancers

indépendants et on considére, pour tout n > 2, I’événement :

la séquence Pile-Face apparait pour la premiére
fois au n — 1°™¢ et n°™° lancer

A,

Pour tout n > 2, on note a, la probabilité de I’événement A,,.
1. Calculer a9, ag et ay.
n—1 9k

2. Montrer que, pour tout n > 2, a,, = kzl 3 Calculer a,,, pour tout n > 2.

3. Calculer la probabilité que la séquence Pile-Face n’apparaisse jamais.

4. On considére alors la variable aléatoire X égale au nombre de lancers
nécessaires pour qu’apparaisse pour la premiére fois la séquence Pile-Face.
Déterminer la loi de X et son espérance.

5. a) Ecrire un programme en Scilab qui simule la v.a.r. X.

b) Comment obtenir, informatiquement, une valeur approchée de E(X) ?

6. a) Soit, pour tout n > 2, B, ’événement :

la séquence Pile-Face apparait pour la premiére
B,: « fois aun — 1™ et n°™€ lancer, et il n’y a pas »
eu avant de séquence Face-Pile
Pour tout n > 2, on note b,, la probabilité de ’événement B,,.
Calculer b, pour tout n > 2.

b) En déduire la probabilité pour que la premiére séquence Pile-Face
apparaisse avant la premiére séquence Face-Pile.

Démonstration.
Dans la suite, pour tout k € N* on considére les événements suivants.

x Py : « on obtient Pile au k™€ lancer »,
x Fj : « on obtient Face au k™€ lancer ».

1. « Ay = Py N Fy. Par indépendance des lancers, on en déduit :

1 2 2 2
]P)(AQ) = ]P(PlﬂFg) = P(Pl)X]P)(FQ) = ng = ? = §

o« A3 = (FlﬂpgﬂFg) U (Pl ﬂpgﬁFg).
Or Fi NPy N Fy et PL N Py N F3 sont incompatibles. En effet :

(FAINP,NF3) N (PLNPyNF)
= (PANF1)N(PyN F3)
= oN(PyNF3)
= o
On en déduit que :
P(A3)
= P(FiNPNE)U(P.NP,NE))

= P(FlﬂpgﬂFg)—i—P(PlﬂPQﬂFg) (par additz’vité)

= P(Fl) X ]P)(PQ) X P(Fg) + ]P)(Pl) X ]P)(PQ) X P(Fg)

des lancers)

2 1 2 1 1 2
= - X-X_-+-X=-X=
37373 37373
_ 2.2 6
33 33 27

o L’événement Ay est réalisé si, et seulement si, 'événement P3N Fy est

réalisé et P; N F5 n’est pas réalisé.
En considérant le résultat du premier lancer, on obtient :

Ay=(FiNPoNPsNF)U(F1NFo,NPsNPy)U(PLNPyN Py Fy)
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On en déduit que :
P(A4)
= P(FEINPNPsNE)U(FINFENPsNP)U (PN PN P3N Ey))

= P(OiNPNPNE)+P(FiNENPsNP)+P(PANPaNPsNEy) o

= ]P)(Fl) X P(PQ) X P(Pg) X ]P)(F4) + P(Fl) X IP(FQ) X ]P)(Pg) X P(P4)
+ ]P’(Pl) X ]P)(PQ) X P(Pg) X P(F4)

2 1 1 2 2 2 1 2 1 1 1 2

= - X=X=X-F=X=X=X=-+=-X=-X=X-=
3737373 3737373 3737373
22 923 92 14

= gtoatogs = o

33 3 81
Comme précédemment, la deuxiéme égalité est justifiée par l'incompa-
tibilité des événements considérés (réunion disjointe) et la suivante par
I'indépendance des lancers.

. Soit n > 2.

o D’aprés la question précédente, la formule de ’énoncée est vérifiée aux
rangs 2, 3 et 4.

« Dire que A, est réalisé signifie que la séquence Pile-Face est apparue
pour la premiére fois au (n — 1)®™¢ et n®™ lancers.
Notons k le rang d’apparition du dernier Face lors des (n — 2) premiers
lancers (on note k = 0 si Face n’est pas apparu lors de ces lancers).
0) Si k=0 alors :
A, est réalise & PiN...NP,_oN P,_1NF, est réalisé
1) Sik =1 alors:
Ay estréalise & FiNPyN...NP,_oNP,_1NFE, est réalisé
2) Sik =2 alors:
Ay estréalise & IMNFFBNPyN...NEP,_oNP,_1NF, est réalisé

n-2) Si k =n — 2 alors :
A, estréalise & FiNFyN...NF,_oNP,_1NF, est réalisé

e On en déduit que :

A, = (PPN...NP,1NE,)

n—2
U (U (F1mF2m...kamPka...mPn_lan)>
k=1

Par incompatibilité des événements de la réunion et par indépendance
des lancers, on en déduit :

P(An)
= ]P’(Plﬂpg...Pn_lﬂFn)

n—2
+Y P(FANFKN...NEF,NPeN...NP,1NE,)
k=1

= P(P) xP(P) x ... xP(P,_1) x P(Fy)
n—2
+> P(F1) xP(F3) x ... x P(F) X P(Pgy1) X ... x P(Pp—1) x P(F},)
k=1
B 1 n—1 y 9 +ni2 9 k 1 n—1—(k+1)+1 y 9
\3 3 = \3 3 3
9 n—2 9k+1 ol n—1 9k n—1 9k
= — 4 Z = — 4 Z [ — Z —_
3= 3" 3" = 3" k=1 3"

Calculons a,. On reconnait la somme des n — 1 premiers termes d’une
suite géométrique de raison 2 # 1. Ainsi :
n—1 9k

=
1\"™ n=1
= (= ok
<3> 1;1
[\ 22
3 1-2
2" — 2 2\" 1\"
= = )
- () —26)

ap =
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3. Notons J I'événement « la séquence Pile-Face n’apparait jamais ».
Son événement contraire J « la séquence Pile-Face apparait » s’écrit :
— +00
J = U 4,
n=2
Les événements de la suite (A,,) sont deux a deux incompatibles.
En effet, si i # j, A;N A; = @ (la premiére séquence Pile-Face ne peut

apparaitre a la fois au zeme et 7M€ lancer).
On en déduit par additivité que :

- 400 400 +o0
P() = (Ua) = Zru = o
n=2 n=2 n=2
= Z) =2 (=
5 (G) 2 6))
= -] =2 - *
nz::Z <3> nzz:Q (3 ( )
SO
n=0 n=0
2 1\? too /1\"?
= —92 (= -
6 5626 26)
- () e
= (z) —5 -
3 -2 32 1-1
4 1
= — — = 1
3 3
( )« les séries 3 (2)" et 30 (3)" de raisons respectives 2 € ] — 1,1] et
3 € ] — 1, 1] étant convergentes, on peut séparer les deux sommes.

On en déduit que :

P(J) =1-P(J) =1-1=0

L’événement J est négligeable.

4.

e D’aprés I’énoncé :

X () =N\ {0,1}
2" — 2
x Vn>2 P(X =n)=PA4,) = T

Par définition, X admet une espérance si, et seulement si, la série

> n P(X =n) est absolument convergente. Comme X est & valeurs
n=2

positives, cela revient a dire que Y n P (X = n) est convergente.
n=2

(=2, InB(X =n)| = |n| [P(X =n)| = nP(X =n))
Soit n > 2.

on _9 2 2\ 9 1\ !
’I’L]P)(X:TL):’I’L = —n — — —n _
3n 3 3 3 3

On reconnait les termes généraux de deux séries géométriques dérivée
prémiére de raison respective 2 € | —1,1[ et 3 € ] — 1,1].

On en déduit que ces deux séries sont convergentes. Par linéarité des
séries convergentes, on en conclut que X admet une espérance, et que :

E(X)
+o00

n=2

I

\
3+
1L0g
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5. a) « Notons U la v.a.r. valant 1 si le lancer de piéce fournit Pile et 0 si

1
on obtient Face. Comme la piéce améne Pile avec la probabilité 3
alors : U — B (%) En Scilab, on simule alors U par 'appel :
grand(1,1,"bin",1,1/3)

o L’expérience contient deux phases :

x la série (éventuellement vide) initiale des lancers ou on n’obtient
que des Faces,

x suivi d’une série (éventuellement vide) composée de Piles.

Cete deuxiéme phase se termine dés que 1’on obtient un Face.

o On en déduit la fonction Scilab suivante.

1 function X = simul()
2 X =1
3 lancer = grand(1,1,"bin",1,1/3)
4 // Premiére série de lancers
5 while lancer ==
6 X=X+1
7 lancer = grand(1,1,"bin",1,1/3)
8 end
9 // Deuxiéme série de lancers
10 while lancer ==
11 X =X+1
12 lancer = grand(1,1,"bin",1,1/3)
13 end
14 endfunction
Remarque

« On doit s’interroger sur la terminaison de chaque boucle while. A
priori, il n’est pas clair que la premiére série de lancers se termine :
on peut théoriquement obtenir une suite infinie de Pile. Cependant,
on sait que cet événement est négligeable (c’est vrai pour toute piéce
qui améne Pile avec probabilité p € 10, 1|).

C’est aussi le cas pour la deuxiéme série de lancers.

o Autrement dit, les deux boucles terminent presque stirement.

b) « Afin d’obtenir une approximation de E(X), on procéde comme suit :

x on observe N (avec N grand) simulations de X,
x on effectue la moyenne des résultats obtenus.

Cette idée est naturelle : I'espérance, qui est une mesure de la valeur
moyenne de X, est approchée par la moyenne des observations.

Cette méthode consistant & approcher la valeur de la moyenne théo-

rique par une moyenne empirique est appelée méthode de Monte-
Carlo.

1 function moy = approxEsperance(N)
2 S =0

3 for i = 1:N

4 S=85+1

5 end

6 moy =S / N

7 endfunction

6. a) Soit n > 2.

o Si B, est réalisé, alors la séquence Pile-Face est apparue pour la

premiére fois au (n — 1)°™¢ et n®™° lancers, et donc A,, est réalisé

(autrement dit, B, C A,).

Démontrons que si B,, est réalisé, alors les (n — 2) premiers lancers
sont forcément des Pile.

Supposons par I'absurde que Face apparait lors des n — 2 premiers
lancers. On note alors k le rang de la derniére apparition de Face
lors de ces lancers.

L’événement Fi NFyN...NFx N Pey1 N PregoN... NP1 NE, est
alors réalisé puisque cela assure que la premiére séquence Pile-Face
apparait au rang n.

Mais alors B,, n’est pas réalisé puisque la séquence Face-Pile est
apparue avant la séquence Pile-Face.

Contradiction !

(Y¥¢): application directe du cours, (¥): pas de difficulté majeure, (%% ): plus difficile, (4% ): costaud 4
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e On en déduit que : B, =P N...NP,_1NF,.
Par indépendance des lancers, on en déduit :

P(B,) = P

(PPN...NP,1NE,)

= P(P) x...xP(P,—1) x P(Fy)

X

b) « Notons B l'événement « la premiére séquence Pile-Face apparait
avant la premiére séquence Face-Pile ». Si cette propriété est vé-

rifiée, cela signifie que B,

\N"t 2 2
— X — = —
3 3 3n

est réalisé pour un certain n > 2.

+o00o
Autrement dit : B = |J Bh.

n=2

o Les événements de la réunion étant deux & deux incompatibles, on

en déduit la probabilité recherchée :

P(B)

- #(Un)

+oo
- S

B n=2 " n:23n B

25 ()

(par linéarité des sommes
de séries convergentes)

(somme d’une série
géométrique convergente)

Remarque
On remarque que P(B) = P(P;). En effet, B est réalisé si, et seulement si,
on obtient Pile au premier lancer : on obtiendra alors forcément Face par la
suite car I’événement « on n’obtient que des Piles au cours d’une infinité de
lancers » est négligeable. Et ce Face sera lui-méme suivi d’un Pile pour une
raison similaire.
O
Exercice 30. (%) (d’aprés HEC 1982 Maths III)
On considére deux piéces de monnaie notées A; et As.
« Lorsqu’on lance la piéce Aj, la probabilité d’obtenir « face » est p; (avec
0 < p1 < 1), celle d’obtenir « pile » est g1 =1 — p;.
« De méme, lorsqu’on lance la piéce Ag, la probabilité d’obtenir « face » est
p2 (avec 0 < py < 1), celle d’obtenir « pile » est go =1 — po.

On effectue une suite de parties de la fagon suivante :
x & la premiére partie, on choisit une piéce au hasard (avec la probabilité %)
et on joue avec cette piéce;
si le résultat est « face », on joue la deuxiéme partie avec Ay,
si le résultat est « pile », on joue la deuxiéme partie avec As ;
x ensuite, pour tout entier n > 1 :
éme

si on a obtenu « face » a la n®™¢ partie, on joue la (n + 1)°™¢ avec Ay,

si on a obtenu « pile » & la n®™¢ partie, on joue la (n + 1)*™° avec As.

1. Pour tout entier n > 1, on note u,, la probabilité d’avoir « face » a la n®™®
partie.
a) Exprimer uj, puis us en fonction de p; et po.
b) Montrer que, pour tout n > 1, upt+1 = (p1 — p2) Un + P2-

¢) Montrer que la suite (uy)n>1 tend, quand n tend vers l'infini, vers une
limite u que 'on calculera.

1
Dans quels cas a-t-on u = 3 ?

(¥¢): application directe du cours,
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2. Pour tout entier n > 1, on note X,, la variable aléatoire, associée a la néme
partie, qui prend la valeur 1 si le résultat de la n®™° partie est « face »,
la valeur O si le résultat de la n®™ partie est « pile ».

a) Déterminer les lois de probabilité des variables aléatoires X; et Xo et
calculer leurs espérances.

b) Les variables aléatoires X et X5 sont-elles indépendantes ?

Démonstration.
On peut résumer la situation par le graphique suivant.

Face Pile Pile
P1 g2

G

Dans la suite, pour tout n € N*, on considére les événements suivants :
b) b

b2

Face

x F, : « obtenir face au n®™® lancer »,
x P, : « obtenir pile au n°™¢ lancer ».
x U : «on joue le premier lancer avec Ap »,
x V : «on joue le premier lancer avec Ag ».

On note que : P, = F, et V =U.
D’apres les données de ’exercice, pour tout n € N* :

Pr, (Fnr1) = p1, Pp(Pay1) =q1, Pp,(Fagr1) =p2, Pp,(Pag1) = @2

Et enfin, pour tout n € N* w,, = P(F,).

1. a) « Lors de la premiére partie, on choisit une piéce au hasard. Ainsi :

(#0)

o La famille (U,V) forme un systéme complet d’événements. Ainsi,
par la formule des probabilités totales :

P(F) = PUNF)+P(VNE)

= PU) x Py(F) + P(V) x Py (F)) (car P(U) # 0

et P(V)#0)

1 1 p1+ P2
- Zx —
9 p1+2 P2 B

o Comme (Fy, Py) forme un systéme complet d’événements, par la
formule des probabilités totales :

P(F;) = P(FinNFy)+P(PNE)

(car P(F1) # 0

= P(F1) X Pg (F2) +P(P1) x Pp, (Fh) et P(P) #0)

= P(F) xp1 +P(P1) X p2
= prXur+(1—wu)xp2 = (p1 —p2)ur +p2

b) Soit n € N*.
Comme (F,, P,) forme un systéme complet d’événements, par la for-
mule des probabilités totales :

P(Fnt1) = P(F N Fopr) + PPN Fopa)
= P(F,) x Pp, (Foy1) +P(P,) X Pp, (Fr+1)
= P(F,) xp1 +P(P,) x p2
= p1 Xup+ (1 —up) Xp2 = (p1 —p2) un + P2

(car P(F,) # 0
et B(P,) £ 0)

(méme raisonnement que dans la question précédente)
On obtient bien : up+1 = (p1 — p2) upn + pa.

¢) D’aprés la formule trouvée dans la question précédente, la suite (uy, ), en
est arithmético-géométrique.

« L’équation de point fixe associée a la suite (u,) est :

x=(p1 —p2)x+po
D2

Elle admet pour unique solution : A = —————.
1—p1+p2

(¥¢): application directe du cours, (¥%): pas de difficulté majeure,
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Cette écriture est valide car p; + po # 1.
En effet, comme 0 < py <1, =1 < —py < 0 et, comme 0 < p; < 1:

—1<pi—p2<1

« On écrit : Upt1 = (P1—p2) X un + p2 (L)
et donc  Upy1 — A = (p1—p2) X (up—A) (L1)—(L2)

Notons alors (vy,) la suite de terme général v, = u,, — A.
« La suite (v,) est géométrique de raison p; — po.
Ainsi, pour tout n € N* :

Up, (p1—p2)" ' X vy (p1—p2)" ' x (p1 — N

On a donc, pour tout n € N* :
Un = vn+A = (p1—p2)" " X (pr—A)+ A

— 0.
n—-+4o0o

e Or: —1<p; —p2 <1 Ainsi (py —pg)n_1

On en déduit que la suite (uy,) est convergente de limite :

2. a)

Considérons tout d’abord Xj.
. X1(Q) = {0,1}.
P(X,=1) = P(F) = m;pz
P(X; = 0) :}Ma):1—mm):1—92;?
_ (mta)—(prt+p2) @ —p2
2 2

Ainsi, X1 — B (pl '52“272).

On en déduit que X; admet pour espérance : E(X;) = p —;m.
De méme :
o« X5(Q2) ={0,1}.
s P(Xo=1) = P(Fy) = (p1 —p2)ur +po
+ 2 —pp? +2
_ (p1—p2)p P2 Fpy = b1” —p2 P2
2 2
2 2 o 2
P(Xy=0) = M&):l—P@@::I—m_+§2]m
2 2 _ 2
Ainsi, Xo — B <p1 + 52 b2 >

_pi+2py —po?

o= )\ — D2 On en déduit que X7 admet pour espérance : E(X3) = 5
L=p1+p b) Les v.a.r. X et Xo sont indépendantes si, et seulement si :
d) Enfin, on remarque que : Vie {0,1},¥j € {0,1}, P((X; = i) N (X2 = 7)) = P(Xy = i)xP(X;
U= 1 - P2 1 Autrement dit, il s’agit de démontrer que les événements [X; = i] et
2 L=pi+p2 2 [X2 = j] sont indépendants.
< 2p2=1-—p1+p2 « Etudions I'indépendance des événements [X; = 1] et [Xo = 1].
<~ p2:1_p1 P((Xlzl)ﬂ(X2:1>)
< P2=q = P(INEK)
Ainsi, u = % si, et seulement si, po = q1, c’est-a-dire losrque la proba- = P(F) x Pg, (F) (car P(Fy) #0)
bilité d’obtenir Pile avec la piéce A1 est égale & la probabilité d’obtenir
5 D1+ P2
Face avec la piéce As. = 5 X p1
(¥¢): application directe du cours, (¥ ): pas de difficulté majeure, (¥ ): plus difficile, (S ¥ ): costaud 7
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Par ailleurs : On en conclut que les variables X7 et X5 sont indépendantes si, et
seulement si, p; = po. O
P(Xy = 1) x P(X, = 1) = PLEP2, P+ 20— p
2 2 Exercice 27. (%% %) (Fonction génératrice d’une variable aléatoire)
Ainsi - Soient a, b, et IN trois entiers supérieurs ou égaux a 2 tels que N = a + b.
On considére une urne contenant initialement a boules blanches et b boules
P((Xi=1)NX2=1)) = P(X1=1)xP(Xo=1) noires. On effectue des tirages successifs dans cette urne, au hasard et avec
P+ p1 +ps P12+ 2py — remise en procédant de la fagon suivante :
= g Xpr = 9 X 2 x si la boule tirée est blanche, elle est remise dans 'une avant de procéder
au tirage suivant;
P12+ 2py — po? . & . . . , . .
< p1 = 9 x si la boule tirée est noire, elle n’est pas remise dans I'urne, mais remplacée
) ) par une boule blanche dans cette urne, et ’on procéde au tirage suivant.
< Zpopt = 2p o On note Y la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires a
Considérons la fonction f définie sur |0, 1] par f: z + 22 — 2. l'obtention d’une premiére boule blanche.
f est dérivable sur |0, 1[ en tant que fonction polynomiale. 1. Déterminer la loi de Y. Montrer alors que :
b Nb—k-‘rl Nb—k
M4 0,1 ! =2-2x=2(z—-1 Vk e [1,b], P(Y = k)= — —
rel01], fa) =220 =2( 1) 1 20 =0 = 5 (i~ o)
Ainsi, pour tout z € 10,1, f'(z) > 0. 2. Soit G la fonction définie sur R par :
La fonction f est donc strictement croissante sur |0, 1[. Elle est donc .
injective sur cet intervalle. On en déduit que : vz e R, G(r) = i ;Q) P(Y = k)
€
P(Xi=1)Nn(X2=1)) = P(X1 =1) xP(Xy=1) On dit que G est la fonction génératrice de la variable aléatoire Y.
& 2p1 —pi2 = 2py — po? a) Justifier I'égalite : G(z) = E (V).
o fp) = fpo) b) Quelle est la valeur de G(1)7

¢) Exprimer E(Y) en fonction de G'(1).
d) Exprimer la variance de Y en fonction de G'(1), et de G”(1).

! b, NOUTk
3. Montrer que : Vr € R, G(z) =1+ ——(z — 1) ) k

< P1 = P2
« Si[X; = 1] et [X2 = 1] son indépendants :

— k!
x les événements [X; = 0] et [Xo = 1] sont eux aussi indépendants. o N k=0 (b= k)!
En effet, par le lemme des coalitions, [X; = 1] = [X; =0] et 4 En déduire l'espérance de Y.
[X, = 1] sont indépendants. On laissera le résultat sous forme d’une somme.
« de méme, [X; = 1] et [X2 = 1] = [X2 = 0] sont indépendants 5. De méme calculer la variance de Y a I'aide de la fonction génératrice G.

On laissera le résultat sous forme d’une somme.

x et, [X1 =1] = [X1 = 0] et [X2 = 1] = [X2 = 0] sont indépendants.
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Démonstration.
Dans la suite, pour tout i € [1, N, on considére les événements suivants

x IN; : « on tire une boule noire au i°™° tirage »,

x B; : «on tire une boule blanche au i®™° tirage ».

1. « D’aprés ’énoncé, I'urne contient a boules blanches et b boules noires.

x Au pire, la premiére boule blanche est tirée lors du (b+ 1)°™¢ lancer
i.e. aprés le tirage successif de toutes les boules noires.

x On peut tirer une boule blanche a la place de n’importe laquelle de
ces boules noires.

On en conclut que Y (92) = [1,b + 1].
e Soit k € [1,b+ 1].
« Sik=1, [Y=1] = B,.
Et donc P([Y =1]) =P(B;) = % par équiprobabilité des tirages.
x Sl k> 2, [Y:k‘] = NiNNaN...NNg_1N Byg.
Comme P(N; N NaN...NNg_1) # 0 (la probabilité de tirer successive-
ment k£ — 1 boules noires est non nulle), d’aprés la formule des proba-
bilités composées :
P(Y = k)
= ]P(NlﬂNgﬂ...ﬁNk,lﬁBk)
= P(NV1) x Py, (V2) X ... X Pnyanen..ang_o (Ne—1) X Pnianon..nn,_ (Br)
b b1 b—(k—2) a+(k—1)
— X...X X

- NN N N
Cobb=1) ... (b—k+2)(a+k—1)
_ =

at+k—1

= b(b=1) ... b—k+2)

B atk—1
b—k+1)1 Nk

Ora+b= N donca=N —b.

On en déduit que :

. WM(N=b+k—-1)  B(N-(b—k+1))
P =k) = (b—k+1)!'NEk — (b—k+ 1) Nk

o N b=k +1
N\ (b—k+1)! (b—k+1)!

b! N 1
- Nk((b—kﬂ)! B (b—k)!>

_ bINUH N 1
~ NENVk\(b—k+1)! (b—k)
p! < Nb—k’—i—l Nb—k

< )

Ne\(b—k+1)! (b—k)

2. a) Soit x € R. On rappelle que Y (Q) = [1,b + 1].

La v.a.r. Z = z¥ est une variable aléatoire finie.

En effet Z (Q) = {z,22,..., 21},

(rigoureusement, on devrait écarter le cas x =0, x = —1 et x = 1 car
dans ces cas les éléments précédents ne sont pas tous différents)

On en déduit que Z admet une espérance.

D’apres la théoréme de transfert :

b+1
E(Z) = E(z¥) = k; " P(Y =k) = G(x)

b) D’aprés la question précédente :

b+1 b+1
G(1) = FxP(Y =Fk) = S P(Y =k)
k=1 k=1

Or ([Y = k)])1<rcpy1 est le systéme complet d’événements associé a
Y. On en déduit que :

b1 b+1
k;P(YZk) = P(U [Y=#k]) = PQ) =1

D'ou G(1) = 1.

(¥¢): application directe du cours, (¥ ): pas de difficulté majeure, (¥ ): plus difficile, (S ¥ ): costaud 9
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¢) La fonction G est C™ sur R en tant que fonction
Soit « € R. Par linéarité de la dérivation :

b+1

polynomiale.

G'(x) = S P(Y =k) k oF1

k=1

Or on sait que Y est finie, d’ensemble image Y () = [1,b + 1].

Donc Y admet une espérance donnée par :
b+1

EY) = Y kPY =k) = S kxP(Y
keY (Q) k=1

b+1

—k) = G'(1)

d) Pourz € R, G"(x) = . P(Y = k) k (k— 1) 2F2.

k=2
On en déduit que :

b+1
G'(1) = 3 k(k=1)P(Y =)

b+1
= Y k(k—1)P(Y =k)
k=1

b+1 b+1
= Y REPY =k-3 kPY =k)
k=1

= EY?)-G'(1)

Comme Y est finie, ¥ admet une variance. D’aprés la formule de

Keenig-Huygens :

V() = E(Y?) - (E(Y))?
= (") +6'() - (G'(D)?

= Q1) (@) +E()

(car k(k—1) =0
lorsque k = 1)

(par théoréme de
transfert)

(d’apres légalité
précédente)

b+1

3. Soit z € R. On a G(z) = 5. 2*P (Y = k). En distingant les cas k € [1;b

k=1

et k=0+1, et en utilisant la question 1, on obtient :

G(x)

b+1

S 2F P(Y = k)

k=1

zl;: xk ﬂ Nbkarl B Nbfk N ﬂ :L,b—f—l
=0 NP\ (b—k+1) (b—k) ) NP

oo Nb—k+1 o2 NO=k—pl
Y s W +— =z
Nb ;=" (b—k+1)! Nt =" (b—k) N

Nb—k—i—l b A Nb—k: )

b+1

b!
Nb

!
Nb

b!

N?b

(
(
( . .
Y Py g )
(
(

k=0 b-k)! \= (b-Fk!
J% (f”_l)kioxk(ziv—b/:)!*];[!b)
e =D X (;V_b_:)! i1
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. D’aprés la question 2.¢) : E(Y) = G'(1).
Soit x € R. D’aprés la question précédente :

b Nb—k: b!

) b! ! b _
G'(z) = sz xk(bik)!—l—m(x—l)z,kx 5w

=0

On en déduit que :

par changement d’indice (sommation dans ’autre sens).
. D’aprés la question 2.d) : V(Y) = G"(1) + G'(1) — (G'(1))%.
Soit z € R. D’aprés la question précédente :

') = 33 kil <zfv —b_k:! batt N!bkil <;V —b_l;! bt
+% (@ —1) k; (;V_b;)! k(k—1) 252
On en déduit que :
0 = N kil (ziv—b_lf)' 3 & (;v_b—:)! '

par changement d’indice (sommation dans 'autre sens). Enfin

V(Y) = ¢"1)+6'(1) - (G'(1)?

bl b=l NF l /
-2 kgo b=k +E(1) - (G'(1)?

(pas vraiment de simplification possible ... )

Exercice 31. (k% %)
Une puce se déplace sur un axe gradué d’origine O par bonds successifs d’une
ou de deux unités vers la droite suivant la procédure suivante :

x au départ la puce est en O ;
x si, & un instant, la puce est sur la case d’abscisse k, a I'instant d’aprés elle

1
sera soit sur la case d’abscisse k + 1, avec la probabilité 3 soit sur la case

1
k + 2, avec la probabilité 3 ;
x les sauts sont indépendants.

1. On note Sy, la variable aléatoire égale au nombre de sauts de deux unités
effectués par la puce au cours des n premiers sauts.
Déterminer la loi de .S, son espérance et sa variance.

2. On note X, la v.a.r. égale a I’abscisse de la puce aprés n sauts.
Exprimer X, en fonction de S,.
En déduire la loi de X,,, son espérance et sa variance.

3. On note, pour tout n € N*, Y,, la variable aléatoire égale au nombre de
sauts qu’il a fallu & la puce pour atteindre ou dépasser la case d’abscisse
n au cours des n premiers sauts.

a) Déterminer Y, ().

b) Montrer que, pour tout entier n > 3 et pour tout entier k£ > 1
1 1
P((¥ = k) = 5 P(Yar1 =k — 1) + 5 P([¥a 2 =k — 1))
¢) Montrer que, pour tout entier n > 3
1 1
E(Y,) = 3 E(Yn-1) + 3 E(Y,—2)+1
4. Déterminer un réel a tel que la suite (uy,)y>1 définie par :
up, = E(Y,) —na

vérifie une relation récurrente linéaire d’ordre 2.
Déterminer alors, pour tout n € N* u,, puis E(Y},) en fonction de n.

(¥¢): application directe du cours, (¥%): pas de difficulté majeure,
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Démonstration.
1. Soit n € N*.
e Sp(Q) = [0,n] puisque chaque saut de la puce peut étre double.
« Soit k € [0,n].
Un déplacement qui réalise [S,, = k] est entiérement déterminé par :
x le moment ou les k doubles sauts ont lieu.
Ilya <Z> possibilités différentes.
Comme les sauts sont indépendants et que chaque saut a une probabilité

1

2 2

1 1 k n—k
3 d’étre double, la probabilité d’un tel déplacement est : () () .

Ainsi : Vk € [0,n], P([S, = k]) = (Z) (;)k (;)nk - (Z) <;>n

Autement dit, S, — B (n, %)

1
On en déduit que S,, admet pour espérance E(S,) =n 3 et pour variance

V(S =n 5 <1_;>:Z.

Remarque
On pouvait rédiger autrement.
o On est dans une situation d’équiprobabilité (du saut simple ou double).
On peut donc écrire :
_ Card([S,, = k]) ()

P([Sn:k])—m = 2%

car il y a 2™ déplacements contenant n sauts.

o On pouvait aussi constater que la v.a.r. S, compte le nombre de succés
(on considére qu'un saut double est un succeés) lors de la répétition de
I’expérience consistant a faire sauter la puce. On en conclut directement

que S, — B (n, ;)

Soit n € N*. Lors des n premiers sauts, la puce fait S,, sauts doubles et
n — S, sauts simples. Ainsi :

X,=2S,+(n—S,)=n+S,

Comme S,,(2) = [0,n], ensemble image de X,, est X,,(Q2) = [n,2n].
Soit k € [n,2n].

P([X, = k]) = P([n+Sn:k})n: P([Sn = k — n])
- (") (3)

Enfin, X,, admet une espérance et une variance en tant que somme de
deux v.a.r. qui admettent une variance (.5, et la v.a.r. constante n).
Par linéarité de I'espérance, on a alors :

E(X,) = E(n+S,) = E(n)+E(S,) = n+
Par propriété de la variance :

V(X,) = V(n+8,) = V(S,) =

3. a) On considére les n premiers sauts.

o Si la puce ne fait que des sauts doubles, elle atteint ou dépasse
I’abscisse n au bout de :

n . .
x 5 sauts doubles si n est pair,

n—+1

x sauts doubles si n est impair.

n+1
Autrement dit, au bout de {;J sauts doubles.
o Si la puce ne fait que des sauts simples, il lui faut n sauts pour
atteindre l’abscisse n.

o Tous les cas intermédiaires sont possibles.

Ainsi Y (Q) = [[V;F 1J .
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b)

Solent n >3 et k> 1.

Lors de son premier saut, la puce fait soit un saut simple, soit un saut
double. Ainsi, ([X1 = 1],[X1 = 2]) est un systéme complet d’événe-
ments. D’aprés la formule des probabilités totales :

=
=5
I
e
I
=
=
I

1N (Y, = k) + P(X1 = 2] [V, = K])

e Or [ Xy =1Nn[Y,=k=[X1=1N[Y1=Fk—-1].
En effet, un déplacement qui réalise [X; = 1] N[Y, = k] :

x comporte n sauts dont les k premiers permettent d’atteindre I’abs-
cisse n,

x commence par un saut double,

x se poursuit par un déplacement contenant n — 1 sauts et dont les
k—1 premiers sauts permettent une avancées de k—1 cases. Autre-

ment dit, se poursuit par un déplacement qui réalise [Y,,—1 = k — 1].

e Deméme, [X; =2]N[Y,=k]=[X1=2]N[Yo2=Fk—1].
1 1
Comme P([X; =1]) = 3 #0et P([X1 =2]) = B # 0, on obtient :

P(Ya = K)) = 5 P(Ya1 =k — 1))+ 5 P((Ya =k~ 1)

N | =

Soit n > 3.
Comme Y, est une v.a.r. finie, elle admet une espérance définie par :

EYn) = > kP([Ya=k])

keYn(Q)

Soit k > 1. D’aprés la question précédente :

EB([Y = k) = 5 KB([Yarr = k— 1)) + 3 KB([¥uz = k— 1)

En sommant ces égalités, on obtient :

= X
=123

1 1
k (2 kP([Yn_1 :k:—l])+§ kP([Yn_zzk—1])>

]

:% > k:IP’([Yn,l:lc—l])—i—% S kP(Yas=k—1])

k=["%) k=241 |
1 n—1 1 n—1
=5 2 G+EDP[Yaa=k)+5 > (k+1)P([Yos
k=24t -1 k=244 -1
On remarque alors que : 2| —1=[2:1].
o Considérons la premiére somme.
n—1
> (k+1)P([Ya1=k])
k=251
n—1
= (k+ 1) P([Ya1 = k]) (*)
k=[3]
n—1 n—1
= 2 kP(Vaa=k) + > P([Ya1=k)
k=[3] k=[3]
= E(Yn—l) + 1

n

La derniére égalité provient du fait que Y, 1(Q2) = [[5],n — 1]
et donc que ([Y,—1 = k]) kel 2)n—1] est le systéme complet d’événe-
ments associé & Y,,_1.
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L’égalité () est plus subtile. Il faut remarquer que : 4. Soit n > 3. Par définition de w,, t,_1, Unp_9 :

24 u, = E(Y,)—na

1 1
Et donc [Yn—l = {%J] = @ : on ne peut atteindre I’abscisse = 3 E(Yn-1) + 3 E(Y,—2) —na+1
n — 1 en effectuant seulement |25 | sauts (doubles).
. . N 1 1 (n—1a (n—2)a
e On procéde de méme pour la deuxiéme somme. = 3 Up—1 + 3 Up—9 + 5 + 5 —na—+1
n-l 1 2—3a
> (k+1)P([Yn2=k]) = U1ty tn2t—
k=12
n—2 « La suite (up)nen+ est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 si est seule-
= k+1)P([Yn—o =k 2
k—LZ";lJ (k+ D) P([Yn- ) (+) ment si 2—3a = 0 c’est-a-dire a = 3 ce que nous supposons désormais.
- 2
_ _ 1 1
_ nzz kP([Yo_o =k]) + nZQ P([Yp_2 = k]) « L’équation caractéristique associée a la suite (u,) est 22 = 5 T+ 5
k=|251] k=| 251 | Il s’agit donc de chercher les racines du polyndme :
= E(Yn-2) + 1 1 1
" P(X)=X*— X -
La derniére égalité provient du fait que Y;,_o(Q2) = [[L”T_lj,n —2]
(¢f raisonnement précédent). P admet pour racine évidente r; = 1. .
L’égalité () provient du fait que [Y,—o =n —1] = @ : lors d’'une On en déduit la seconde racine 7 = T
série de n — 2 sauts, le premier saut qui permet d’atteindre I’abscisse « La formule explicite de (uy) est donc :
n — 2 ne peut étre le n — 1°™€ puisqu’il n’est méme pas effectué.
d) On en conclut que : Vne N, u, = ar™+ Br"
1 1 ou les valeurs a et 8 sont données par le systéme :
EYn) = 5 E{a-1)+1)+5 (En-2)+1) 7 P Y
u = ary + fry Uy a — p
1 1 S & 7
= §E(Yn,1)—|—§E(Yn,2)+1 ( ){”U,Q = CYT12 + ﬁ?”22 {’u,g = a -+ %B

o Déterminons tout d’abord wu;.
Y1(Q) =[1,1] = {1} donc Y] est la variable certaine égale a 1.
1

Ainsi, E(Y1) =1letug =1 — 3=3
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o Déterminons maintenant wus.
Y2(Q) = {1,2}
1
P(z=1)) =P(S1=1]) =5
1 1
P([Y2:2]):1—P<[Y2:2]) =1-P(Ye=1)=1-5=3
Ainsi : Ya < U([L, 2]).
3 3 4 1
Donc E(Ys) = = —2_C_ -
onc E(Y3) 5 et ug 573§
e On en déduit que :

3 = a — 30 1 = a - L5

1 1 < 1 3

s = o+ 18 -5 = * if

14 2
Et d =—— - =——.
onc f3 63 5
1 1-2 1 1 2
e R R A R
« Ainsi pour tout entier n non nul :

2 2 \" 2 2n 2 \"
n==—=|—2 t EYp)==-+——-=-|—2
“99<2>e ) =5+73 9(2)

O
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