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Couples de v.a. discrétes : HEC 2010

Partie II. Loi géométrique

Soit p un réel de ]0, 1] et ¢ = 1—p. Soit X; et Xy deux variables indépendantes de méme loi géométrique
de paramétre p (d’espérance %)

On pose : Y = X1 — Xy, T = max (X1, X3) et Z = min (X7, Xo).

Onrappelle que T+ Z =X1+ Xo et T — Z = | X; — Xo| = |Y].

8. a) Rappeler sans démonstration les valeurs respectives de V(X;) et de P({X; < k}), pour tout k
de Xl (Q)

Démonstration.

Comme X ~ G (p), alors : V(X;) = ]% et Vk € N*, P({X; <k})=1-¢~

Commentaire \

o L’énoncé insiste bien sur la non nécessité d’'une démonstration, notamment pour
les valeurs, pour tout k € N* de P({X; < k}). Celles-ci ne sont pas un attendu du
programme, mais c¢’est une propriété trés classique de la loi géométrique. Elle doit
donc étre connue et on se doit de savoir la redémontrer.

« Rappelons maintenant la démonstration. Soit k € N*.
k
Notons : {X; <k} = | {X1=1}. On en déduit :

P((X; <)) = P(Q (=)

(les événements { X1 =i}

= Y E((X =)

= étant incompatibles)
k -
= Y pq- (car X1~ G (p))
i=1
E—1 1— qk
=pXdqd=p (carq#1)
=0 1- q
L 7 D

b) Calculer E(Xl + XQ), V(Xl + XQ), E(Xl — XQ), V(Xl — XQ).

Démonstration.

e Les viar. X1 + Xy et X7 — Xy admettent une variance (et donc une espérance) en tant que
combinaisons linéaires de v.a.r. qui en admettent une.

o Par linéarité de ’espérance :

1 1
x tout d’abord : E(X; + X3) = E(X3)+E(Xy) = —+- = —.
p p p

2
]E(Xl + XQ) - 5
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x ensuite : E(X; — X3) = E(X;) —E(X2) = ———- = 0.
p p
E(X1—X2)=0
o Comme les v.a.r. X7 et X5 sont indépendantes :
V(X1 +Xs) = V(X)) +V(Xp) = ]%+]% — 2 ]%

V(X1+X2) =2 2%

o Comme les v.a.r. X et X sont indépendantes, par lemme des coalitions, les v.a.r. Xj et —X»s
le sont aussi. Ainsi :

V(Xl—Xg) = V(X1)+V(—X2) = V(Xl)—l-V(XQ) = 2

.EM"Q

a

V(X - X) =2 5.

Commentaire

Attention & l'erreur classique. Méme si X7 et Xo sont indépendantes :

VO - X2) # V() - V()

O
¢) Etablir la relation : P({X; = X5}) = L
1+gq
Démonstration.
« Tout d’abord : {X; = X2} = {X; — Xy =0}.
« La famille ({X2 = k})ren+ forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :
+oo
P{X; —X2=0}) = Y PH{Xe=k}Nn{X;—X2=0})
k=1
+oo
= Y P{Xo=k}n{X1 -k =0})
k=1
+oo
= Y P{Xo=k}n{X1=Fk})
k=1
= SRk R(xi =k (X
I 2= te sont indépendantes)
X k1 kel
= > pd pqgT
k=1
2 XX ovk-1
= p° > ()"
k=1
2 X ok 2 1 2
=P @) =p 3 (car ¢* € | = 1,1[)
k=0 —q
_ 2 1 _ D
A=) (1+q) 1+g
p
PH{X: = Xo}) = ——
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9. a) Montrer que Z suit la loi géométrique de paramétre 1 — ¢.

En déduire E(Z), V(Z) et E(T).

Démonstration.
o Comme X;(Q) = Xo(2) = N* alors : Z(Q) C N*.
« Soit k € N*.

x Déterminons d’abord : P({Z > k}).

P{Z>k}) = P{X1>k}N{Xs>k})
(CCLT X1 et XQ

sont indépendantes)

= P{X1>k}) xP({X2 > k})
= (1-PH{X1<k}) (1-P({X2<k})

- (,1/_ (Z—qk)) (Z— (Z—qk)) (d’apres la

question 1.)

k

Vk € N*, P{Z > k}) = (¢?)

x De plus :
{Z>k—-1}y = {Z>k} (car Z est a valeurs entiéres)
= {Z=k}U{Z >k}
Les événements {Z = k} et {Z > k} étant incompatibles :

P({Z >k —1}) = P{Z = k}) + P{Z > k})

Ainsi: P{Z = k}) =P{Z > k — 1}) = P({Z > k}).

x Deux cas se présentent alors :

k—1 k k—1
P{Z=k}) = ()" - (") = (@) (1-¢)
- si k=1, alors :
P{Z=1}) = PQ)-P{Z>1}) (car Z(Q2) C N¥)
= 1-() = 1-¢
Or, on remarque :
1-1
@) (1-¢*) =1-¢
La formule précédente reste donc valide pour k = 1.

Finalement, pour tout £ € N* :
_ k—1
P{z=k}) = ()7 (1= = (1-0-) (-0

On en déduit : Z ~ G (1 — q2).

_ _ 42 2
De plus : E(Z) = : et V(Z) = 1(1(—1q2)q2) e —qq2)2.
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o Enfin, comme T + Z = X + X5, alors :
T=X1+Xo—Z7

La v.a.r. T admet donc une espérance comme combinaison linéaire de v.a.r. qui en admettent
une. De plus :

E(T) = E(_X1+X2—Z)

_ E(X: + Xo) — E(2) l(g)ar /lméam'té de
espérance)
2 1
p 1-¢
2 1
l—q¢ (1-¢@1+gq)

2(1+q¢)—1 142

1—¢? 1 —¢?
1+2
E(T) =14
q O

b) Soit k un entier de N*. Justifier 'égalité : {Z =k} U{T =k} = {X1 =k} U{X2 = k}.
En déduire la relation suivante : P({T = k}) =2 P({X; = k}) — P({Z = k}).

Démonstration.
Soit w € Q.

« Tout d’abord :
wel{Z=k} U {T=k}

& Zw) =k 0U T(w) =k

& max(Xi(w), Xa(w)) =k 0U min(X;(w), Xa(w)) =k
Deux cas se présentent :
x sl max(X1(w), Xo(w)) = Xi(w) alors, min(X;(w), X2(w)) = Xa(w) et :

max(X1(w), Xa(w)) =k 00 min(X;(w), Xa(w)) = &
& Xow)=k 0U Xi(w) =k

max(X1(w), Xo(w)) =k 0U min(X;(w), Xa(w)) =k
o Xl(w) =k 0OU Xg(w) =k

On en déduit :
we{Z=k} U {T =k}

4 Xl(w):k 0]8) Xg(w):k‘
= wE{Xlzk‘} U {XQZk‘}

Finalement : {Z = k}U{T =k} ={X1 =k} U{X2 =k}




PSI 2022-2023
Mathématiques

e De plus :

« D’une part :

P(Z =k U{T =k}) = P{Z=k)})+B{T =k}) ~B({Z =k} n{T =k))

= P({Z = k) + PUT = k}) — PX1 = k} N {Xa = k)
En effet, on peut démontrer en procédant comme en début de question que :
{Z=k}In{T =k} = {X1i=k}n{X2=k}

« D’autre part :

P({X1 = b} U{X2 = k)

= P({X1 = k}) + P X2 = k}) — B({X1 = k} N {X2 = k})

= 2P({X; =k}) - P({X1 =k} N {X2 =k} (car X1 et X ont

méme loi)
« Daprés ce qui précéde :
P{Z =k} U{T=k}) = P({X1 =k} U {Xa=k})
dott P({Z = k}) + P({T = k}) — P({X; = T=F)) = 2P({X; =k}) - PU{X, =

et PUT=k}) = 2P({X1=k}) - P({Z = k)

PAT = k}) = 2P({X1 =k}) —P({Z = k})

Commentaire |

o Dans I’énoncé, il est demander de « justifier I’égalité » et non de la démontrer.
Cette nuance signifie généralement que des points seront attribués méme pour une

explication avec les mains.

« Il est pratique pour conclure que de dire que les événements {1 =k} et {Z = k}
(resp. {X1 =k} et {X2 = k}) sont incompatibles. Mais on ne peut en aucun cas
affirmer une telle chose !

Il peut exister w € Q tel que max(X;(w), Xo(w)) = k et min(X;(w), Xo(w)) = k.
Cela se produit pour tout w € € tel que : X;(w) = Xo(w) = k.

- 2 § 2
¢) Etablir la formule : V(T') = W
—q

Démonstration.
« Tout d’abord, comme X;(Q2) = X2(Q) = N* alors : T'(Q2) C N*.

e Lav.ar. T = X| + X9 — Z admet une variance en tant que combinaison linéaire de v.a.r. qui
en admettent une.
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o Par définition du moment d’ordre 2 :
+oo
E(T?) > B P{T = k})
k=1
+oo 9
]; k2(2P({X) = k}) —P({Z = k}))

2 SR P{X; = k) — 5 K B({(Z = k})
k=1 k=1
2 E(X?) — E(2?)

2 (V(X1) + (E(X1))?) - (V(2) + (E(2))?)

(5 () ) (% s

qg+1 ¢ +1

T

1

p

1

q
=+
p2

q
(1—¢%)?

2

7))

(d’apres la question
précédente)

(par la formule de
Kenig-Huygens)

(d’apres les questions
précédentes)

T admet un moment d’ordre 2 et E(T?) = 2

q+1

¢ +1

p2

(1-¢**

o Par la formule de Koenig-Huygens :

2

V(T) = E(T?) - (E(T))

(2

q+1_
P2

1+ 2¢q
1—¢2

g+1 ¢ +1
p? (1 —¢%)?
q2+1 _
(1—q?)?
q+1_2+4q+5q2
p? (1—¢%)?

B 2+ 4q + 5¢°
1-9? (1-q) (1+q)?

(q+ 1)1+ q)? 2+ 4q + 5¢*

)- ()
1+ 4q + 44°

? (1—¢%)?

2

q+1

1-92(1+9> (1-¢q) (1+q)

)2

5 (2 (14+3¢+3¢2 +¢%) — (2+ 49 + 5¢°))

- (1— q)21(1 1 q)? (2 (1+9)°— (2+4g+5¢%)
_ 1
- (1-¢)? (149

1

2+ q¢*+2¢%) =

TErEREEl

q (2+q+2¢%

(1

q (2+q+2¢°)
(1-q)? (1+qg)?

V(T) =

—q)* (1+49)?
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Commentaire

o Il faut prendre le réflexe de connaitre la formule de Kcenig-Huygens dans les deux sens.

L’écriture V(X1) = E(X?) - (E(X1))?
fournit I'égalite E(X?) = V(X1) + (E(X1))?

C’est cette derniére égalité qui est utilisée dans la démonstration.

« On pouvait aussi calculer V(T') en s’aidant de 1’égalité :
T+ 7 = X1 =+ X2

En effet :

\]

V(T+2) = V(X1 +Xy) = p—q

Par ailleurs :
V(T+2) = V(T)+V(Z)+2 Cov(T, Z)

On en déduit :

V(T) = Zf _V(Z) =2 Cov(T, 7)
= Q—L—2COV(T Z)
P (1-¢)? ’
Par la formule de Koenig-Huygens :
Cov(T,Z) = E(TZ)-E(T) E(Z)
= E(X1X2)—E(T) E(Z) (car TZ = X1 X2 (*))

= E(X1) E(X3) -E(T) E(Z) (car Xy et Xy sont

indépendantes)
11 142 1
Copp 1-¢21-¢
1 1+ 2¢q
P (1-¢2)?
((*) TZ = HlaX(Xl,XQ) min(Xl,Xg) = X1 XQ)
En combinant tous ces résultats, on obtient :
2q ¢ < 1 1+4+2¢q )
vo@r) = —————=5 -2 - ———=
) ¥ (1-¢?)? P (1-¢)?
 2(g—1) | —¢*+4q+2
P (1—¢%)7?

2(q—1) —¢*>+4q9+2
(1—-q)? (1—¢?)?
1

— m(2 (=11 +9)*—¢*+49+2)

1
= gy Gereran) =

q (24 q+24¢%)
(1-¢%)?
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10. a) Préciser (T'— Z)(Q2). Exprimer pour tout j de N*, I'événement {Z = j} N {Z = T’} en fonction
des événements {X; = j} et {Xo = j}.
En déduire pour tout j de N*, 'expression de P({Z = j} N {Z =T}).
Démonstration.

« Rappelons que : T'— Z = | X — Xa|.
Tout d’abord, comme X1 (£2) = X2(Q2) = N* alors :

(X1 = X)(Q) = {Xi(w) - Xo(w) [w e}
c {i—jl(,j)eN)} =7

Ainsi, (|X1 — X2)(Q) CZNR; =N

(T — Z)(Q) C N

« Soit j € N*.
{Z = j} N {Z = T} = {min(Xl,Xg) :j} N {min(Xl,Xg) = maX(Xl,XQ)}
= {min(X;, X5) =j} N {max(Xy, X5) = j}
= {Xi=j} n {X2 =}

VieN  {Z=j; n {Z=T;={Xi =3} N {X2 =7}

o Ainsi :
P{Z=j} n{Z2=T}) = P({X1=j} n {Xa=,})

= P(X =) x B({Xy=jp) (e X1 el Ko sont

indépendantes)

= pd txpgt = p?g¥?

Vi N P{Z=j} N {Z=T}) =p*¢¥?

b) Montrer que pour tout couple (j,1) de (N*)2, on a : P({Z = j} N{T — Z = 1}) = 2p?¢¥+~2.
Démonstration.
« Soit (5,1) € (N*)2.
{(Z=j} n{T-2z=1} = {Z=j} n{T—-j=1}
= {Z=}n{T=5+0}
= {min(Xl,Xg) = j} N {max(Xl,Xg) =7+ l}
= ({(=in{Xe=j+0) U ({Xi=j+}n{X2=})
Il s’agit d’une réunion de deux événements incompatibles. En effet :
({X=jn{X2=j+1}) n ({Xi=j+1n{X2=})
= (X =X =) N (X = N {Xe = +1})
= @ NG = (crl#0)
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o Alnsi :
P((Z=j} n {T-Z=1})
= P({X1=j}n{Xo=j+1}) + P({X1=j+1}n{Xa=})

= ]P’({Xlzj}) XP({X2:j+l}) + P({X1:j+l}) XP({XQ:]'}) (CCM“X1 et X9 sont

indépdendantes)
= pd ' xp g™+ pgdt xp gt
— 2 gUH2 L2 22 9 2 (22
V(1) e N2 P{Z =35} n {T —Z =1}) =2p° ¢7+? 0
pq'¥l
¢) Montrer que pour tout k de Z, P({X; — Xo = k}) = Tra
q
(on distinguera trois cas : k =0, k > 0 et k < 0)
Démonstration.
Soit k € Z. Trois cas se présentent.
« Sik=0
P pq’
PH{X1 —Xo=k}) =PH{X1 —Xo0=0}) =PH{X1 =Xs}) = — =
({X1 — Xo = k}) =P({X) — X5 = 0}) = P({X) = X»}) Trd 1i¢

e Sik>0:

La famille ({X2 = i});en+ forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par la formule des probabilités totales :

P - X2 = k) = % P({Xa=i) 0 (X1~ Xo = k})
- gp({ngi} N X1 —i=k))

= gp({xgzi} N {X1=i+k})

(car Xy et Xo
sont indépendantes)

—+00
= > P({Xe=1d}) x P{X1=1i+k})
i=1
+oo . .
= Y pd " xpgtt!
1=1

2 k+°° 2i—2 2 k+°° 2\i—1
= ¢ Y ¢ =" Y (P
=1

i=1
+o0 i
= ¢ Y () (par décalage d’indice)
i=0
— P =P (arg?e]-11])
1-¢ A=) (1+q)
pd" _ pq¥
1+g¢ 1+4¢
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LSk <0
On procéde de la méme maniére que dans le point précédent. On obtient :
“+o0o
P{X1—Xo=k}) = > P{Xo=i}) x P({X1 =i+k})
i=1
+(X> . .
- Y P{Xe=i}) x PUXi = i+k})
tel (1ch i:+1k € N*
T . . {X1=i+k}=0
+ 7221 P({XQ - Z}) X W car i + k € N*)
tel que i + k ¢ N*
+oo . . i+k>1
= i:_Z;;H P{Xy =1}) x P{X1=i+k}) (car o P> kil )
+oo ) )
= X pd xpgt!
i=—k+1

e i—k—1 —1
= > pq¢ " x pqg~T
=1

2 k-l—oo 21—2
= p g Y ¢
=1

Pa* o pgl

(1-q)(1+q)  1+g¢

Vk e Z, P{X) — Xo=k}) =L q"
€Z, - Xo=k}) =
1 2 1 q

d) En déduire la loi de la variable aléatoire | X7 — Xo|.

Démonstration.
« Rappelons que : T'— Z = | X — Xo|.

(1 X1 = Xo|)() €N
« Soit £ € N. Remarquons tout d’abord :

{’Xl—Xﬂ:k‘} = {Xl—XQZk} U {XI—XQZ—k}

Deux cas se présentent :

(par décalage d’indice)

(en procédant comme
au point précédent)

x sik # 0, alors les événements { X; — Xo = k} et { X1 — X9 = —k} sont incompatibles. Ainsi :

P{ X1 —Xo|=k}) = P{X1—Xo=k})+P{X1 — Xo=—k})

k k k
= Teoties = 214q (car [k] = k)
x 8l j =
P({ | X1 — Xo| =0}) = P({X; — X5 =0}) = ﬁ
Vi e N B X - Xl = k) =2 2L e B({ X0 - X0l = 0)) = 12
1+4 T+ q

10
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e) Etablir a I'aide des questions précédentes que les variables Z et T — Z sont indépendantes.

Démonstration.
Il s’agit de démontrer :

Vi€ Z(Q), Ve (T - 2)(Q), PUZ=j}n{T -2 =1}) = PUZ=j}) x PUT ~ Z=1})

avec Z(Q)) C N* et (T'— Z)(©2) C N.
o Soit (j,1) € (N*)2. Comme T — Z = | X1 — X»|, alors :

P{Z =) xP{T -2 =1}) = P{Z=j}) xP({[X1 - Xo| =1})

i l ’ 5
_ NI o Pq (d’apres les
N (q > (1=q7) x2 14¢ questions précédentes)
l
22 (] _ 5 P4
q q q) X 2 ——
(1-g) prg <2 2L
— P 2pxpq = 2p? ¥t
= P{Z=43} n{T-2Z=1}) (d’apres 3.c))

o Il reste & étudier le cas ou j € N* et [ = 0.

P{Z = xP{T - 2=0}) = P{Z=j}) xP{|X1 - X2[=0})

B oA T P (d’apres les
N (q ) (1=a7) x 1+¢ questions précédentes)
— 22 (1 p
q q q) X
(1-q) Q) x 2
= ¢¥ 2 pxp = p?g¥?
= P{Z=5}n{I'-Z=1}) (d’apreés 3.a))
Les variables Z et T'— Z sont donc indépendantes. =
11. a) A l'aide du résultat de la question 10.e), calculer Cov(Z, T).
Les variables Z et T sont-elles indépendantes ?
Démonstration.
« D’apreés la question 10.e), les variables Z et T — Z sont indépendantes. On en déduit :
Cov(Z,T—-Z7)=0
Or, par linéarité gauche de 'opérateur Cov :
Cov(Z,T-2) = Cov(Z,T) — Cov(Z,2)
—_— ——
0 V(2)
e
Ainsi . (jOV(Z7 T) = V(Z) = m
o Comme ¢ # 0, Cov(Z,T) # 0.
Ainsi, les v.a.r. Z et T ne sont pas indépendantes.
O

11
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b) Calculer en fonction de g, le coeflicient de corrélation linéaire p de Z et T

Démonstration.
Par définition :

Cov(Z,T)
A = R D
V(Z) _ HZ) V(2
VV(Z) \/V(T) M VV(T)
—¢
(2+q+2q Q/Wq (2+4q+2¢%)
m

q
ZT) = [— L
P =\ 5 ag

¢) Déterminer la loi de probabilité du couple (Z,T).

Démonstration.

« On rappelle que Z(2) C N* e

o Soit (i,7) € (N*)2
x sii<j:alors {Z=j} N

En effet, Z = min(X, X3)

t T(Q2) C N*.

. Trois cas se présentent :

{T'=i}=2.
< max(Xp, Xo) =T.

Sid

<Jj, P{Z =4} n {T =1i}) =P(2) =0

x sii=j:alors {Z=j} N

P({Z =37} n AT =3})

{T=j}={X1=7} n {X2=j}.
P{X1 =34} N {X2=7})

P{X1 =j}) x P({X2 = j})

(car X1 et Xo
sont indépendantes)

— p? W2

pP I xpgTt =
2 2j-2

P{Z =34} n{T=3j}) = p°q

x sii>j:alors {Z=j} N

{T=i={Xi=7n{X2=i}) U ({X1 =i} n{X2 =j}).

P({Z =34} n {T =1})

P({X1 =j}) x P({X2

pgtxp

P(({X1=7tn{Xe=i}) U

P({Xy =7} n{Xe =i}) + P({Xy =i} n{Xy=j})

¢t +pg~

{Xi=i}n{X2=4}))

(car

{Xl :j}ﬂ{XQ :i} et
{Xo =i}n{X2 =4}

sont incompatibles)

. _ _ car X1 et X.
=i}) + P({X1 = 4}) x P({X2 = j}) gont mldépenjantes)

1 itj—2

xpg~t = 2p%q

Sie >

i, P{Z =4} n {T =i}) = 2p%gti-2

12
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d) Déterminer pour tout j de N*, la loi de probabilité conditionnelle de T sachant I’événement
{Z=7}.
Démonstration.
Soit j € N*.
« Rappelons que T(Q2) C N*.
PH{Z=jtn{T=4}) _ PHZ=j}n{T =1})

PeelT= = TGy T T @ o

La loi du couple (Z,T) étant donnée par cas, trois cas se présentent encore ici :
x sii<j:alors P{Z=j} n {T=i})=P(@)=0.

Sid < g, P{Z:j}({T = Z}) = 0.

x sii=j:alors P{Z =3} N {T =j}) = p*¢¥2

_P{z=jin{T=4}) _ &7 P2 _ P
() (1-¢?) W(l—qZ) d—=q) 14+q) 1+¢q

Pr-p(T=4) = 11,

x sii>j:alors P{Z =j} N {T=i}) = 2p?¢ti—2

P({Z =} n{T =4}
(@) (-
i+j—2

Piz—p({T'=i}) =

2p°q

@)’ (1-¢?)
2 p*g? ¢

¢ ¢ (1-¢?)
2 p” ¢

¢ (1=q) (1+q)

2pq.  2pqI

@ (1+q) 1+gq

2pgi

Sii>j, Piz—p({T' =1}) = 1+q

O

e) Soit j un élément de N*. On suppose qu’il existe une variable aléatoire D; & valeur dans N*,
dont la loi de probabilité est la loi conditionnelle de T sachant 1'événement {Z = j}.
Calculer E(Dj).

Démonstration.

o« La viar. D; admet une espérance si et seulement si la série ) i Pyz_i({T =i}) est abso-
i>1
lument convergente. Cette série étant & termes positifs, cela revient & démontrer qu’elle est

convergente.
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o Soit N € N*.
N . .
'21 i Piz— i ({T =i})
1=
B jilz'IP T—i) 4 ii]P’ (T =1)) + % i Py (T = i) (par relation de Ch
B i=1 =3 B i=j 7=} B i=j+1 {Z=3} a en supposant N >
_ 0 n P n é\g ; 2pqg (d’apres la questior
B 1+g¢ i—+1 1+gq précédente)
« Etudions en particulier la somme de droite :
N 2pqg 2 N .
(2P 2P S
i—+1  1+g¢ 1+4q 5
2p " i ) .
= 114 ST i qUtD=I (par décalage d’indice)
q i=1
2p NI 2 N—j
— b Ziqz: P4 Z,L'qz—l
l+q i3 l+q =
On reconnait la somme partielle (d’ordre N — j) d’une série géométrique dérivée premiére de
raison ¢ € | — 1,1[. Elle est donc convergente.

o Ainsi, la série ) i Py;_;({T' = i}) est convergente et par passage a la limite :

>
+oo 2 +o0 .
. . p pa .
S iPpn({T=4}) = — +22 iq
i=1 7= ) 1+q 1+q 23

P 2pq 1
14+q¢ 14+q (1—¢q)?

1
Grai-g?l-9729
1 1+¢?
- a0 - 1
_ , 1+ ¢
La variable D; admet une espérance et E(Dj) = 1— ¢ 0

Commentaire \

+oo
o Dans cette question, on détermine ) i Pyz_;3({T" =1}). Cette écriture est trés proche de
i=1

I’écriture de E(T") : on a simplement remplacé ici I'application probabilité P par 'application
probabilité Py_;,. Autrement dit, on détermine I'espérance de T" sachant que I’événement
{Z = j} est reéalisé.

« Cet objet est relativement classique en mathématiques. Il s’agit de ’espérance conditionnelle
de la variable T relativement a I’événement {Z = j}. Elle se note : E(T' | {Z = j}).
(cette notation n'est pas trés heureuse au vu de celle des probabilités conditionnelles)

e« On peut noter que ces calculs d’espérances conditionnelles permettent de déterminer
I’espérance. Sous réserve d’existence des objets considérés :

E(T) = +z°° P(Z = j}) E(T | {Z=})
P2

I1 faut considérer cette égalité comme une formule des probabilités totales (qui est a la base
de ce résultat) adaptée a la notion d’espérance.
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