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Couples de v.a. discrétes (DS de 'année 2018-2019)

I. Exercices généraux

Exercice : (EDHEC 2004)

On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On lance n fois une piéce équilibrée (c’est-a-dire donnant pile avec la probabilité % et face également
avec la probabilité %), les lancers étant supposés indépendants.

On note Z la variable aléatoire qui vaut 0 si 'on n’obtient aucun pile pendant ces n lancers et qui,
dans le cas contraire, prend pour valeur le rang du premier pile.

1. a) Déterminer, en argumentant soigneusement, 1’ensemble Z(£2).

Démonstration.

L’expérience consiste en n lancers.

Donc I'ensemble €2 est ici I'ensemble des n-lancers constitués des éléments de {Pile, Face}.

o L’événement {Z = 0} est réalisé par le n-lancer w = (Face, Face, ..., Face) (i.e. Z(w) =0).

« Pour tout k € N*, ’événement {Z = k} est réalisé si et seulement si le premier Pile est obtenu
au k®™¢ lancer. En particulier :

x 'événement {Z = 1} est réalisé par le n-lancer w = (Pile, Face,..., Face).
(i.e. Z(w)=1)
x 'événement {Z = 2} est réalisé par le n-lancer w = (Face, Pile, Face,..., Face).
(i.e. Z(w)=2)
X
x I'événement {Z = k} est réalisé par le n-lancer w = (Face, Face, ..., Face, Pile, Face,..., Face).

-~

(k—1) lancers

x 'événement {Z = n} est réalisé par le n-lancer w = (Face, Face, ..., Face, Pile).
(i.e. Z(w) =n)

On en déduit : Z(2) = [0,n].

b) Pour tout k de Z(R2), calculer P({Z = k}). On distinguera les cas k =0 et k > 1.

Démonstration.
Pour tout ¢ € N*, on considére les événements suivants :

P; : «obtenir Pile au ™ lancer »

F; : «obtenir Face au i*™° lancer »

Soit k € [0,n]. Deux cas se présentent.
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e Si k=0, alors : n
****** ’ Z =0} = F;
{ ) igl
On en déduit :
p(z=0) = P((\ )
i=1
= P(FiNn---NE,)

\.

Commentaire

On pouvait déterminer P({Z = 0}) en utilisant le fait que ({Z = k})pe[o,n) st un systéme

= P(F) x---xP(Fy)

1 1 1\"
— X e X — = —
2 2 2
1

Ainsi : P({Z = 0}) = <2>n

(Z=k} =

On en déduit :
PH{Z = k‘}) = P(FAN---NFr_1NPF)

= ]P’(Fl) X oo X P(kal) X P(Pk)

1 11 1\*
— — X e X — X — = —
2 272 2

1 k

slk>1:1@({zzk}):<2>

(car les lancers sont
indépendants)

k—1
FFNnkhn---NF_ NP, = (ﬂ Fi)ﬂPk
=1

(car les lancers sont
indépendants)

complet d’événements. On a alors :

n n 1 k
P{Z=0) = 1- L B(Z=k) = 1-3 (2>

() -

Ce n’était cependant pas ce qui était attendu par 'énonceé, au regard de la question suivante.

NCIIE Vi

1 n
)

¢) Vérifier que

> PH{Z=k})=1.

kEZ()

Démonstration.
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On calcule :
> PU{Z=k}) = Y PH{Zz=k})
keZ(Q) k=0
= PUZ=0})+ X P{Z= 1))
1\" & [(1\*
= () + > ) (d’apres la question précédente)
2 = \2
_ <1>n ) (%)1 _ (%)"H (car kzzjl <2> est la somme des termes
2 1—=
2 d’une suite géométrique de raison 3 #1)
nN" 11-3)"
e
2 2 3
1 1
- (@ (-fa)) -
S P{Z=k}) = 1
keZ(Q) O
On dispose de n + 1 urnes Uy, Uy, ..., Uy, telles que pour tout k& de {0,1,...,n} 'urne Uy contient

k boules blanches et n — k boules noires.
On effectue des tirages d’une boule, au hasard et avec remise dans ces urnes de la fagon suivante :

x si aprés les lancers de la piéce décrits dans la premiére question, la variable Z prend la valeur k
(avec k > 1), alors on tire une par une et avec remise, k boules dans I'urne Uy, et 'on note X la
variable aléatoire égale au nombre de boules blanches obtenues & lissue de ces tirages,

x si la variable Z a pris la valeur 0, aucun tirage n’est effectué et X prend la valeur 0.

2. Déterminer X ().

Démonstration.
Montrons : X () = [0,n]. Pour cela, on procéde par double inclusion.

(C) Il'y a entre 0 et n boules blanches dans les (n + 1) urnes. Donc : X (Q2) C [0, n].
(2) Montrons maintenant que la v.a.r. X peut prendre chaque valeur entiére entre 0 et n.
x Si on obtient le n-lancer de piéce (Face,..., Face), alors I’événement {Z = 0} est réalisé,
donc I’événement {X = 0} est réalisé (d’aprés I’énonce).
x Si on obtient le n-lancer de piéce (Pile, Face, ..., Face), c’est-a-dire si on a obtenu Pile au

1°" lancer, alors on effectue un 1-tirage dans l'urne Uj.
Si ce 1-tirage est (Boule blanche), alors I’événement {X = 1} est réalisé.

x Si on obtient le n-lancer de piéce (Face, Pile, Face,..., Face), c’est-a-dire si on a obtenu
Pile au 2°™¢ lancer, alors on effectue un 2-tirage dans 1'urne Us.
Si ce 2-tirage est (Boule blanche, Boule blanche), alors I’événement {X = 2} est réalisé.

x Si on obtient le n-lancer de piéce (Face,..., Face, Pile), c’est-a-dire si on a obtenu Pile au
n®™€ lancer, alors on effectue un n-tirage dans 1'urne U,,.
Si ce n-tirage est (Boule blanche, ..., Boule blanche), alors I’événement {X = n} est réalisé.

Finalement : X () = [0, n].
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Commentaire

e On donne dans cette démonstration des exemples de tirages et de lancers qui réalisent les

\.

événements {X = ¢}. Il était bien str possible d’en choisir d’autres.

Par exemple, pour l'événement {X =1}, si on obtient le n-lancer de piéce
(Face, Pile, Face, ..., Face), c’est-a-dire si on a obtenu Pile au 2°™° lancer, alors on ef-
fectue un 2-tirage dans 'urne Us.

Si ce 2-tirage est (Boule blanche, Boule noire), alors 'événement {X = 1} est réalisé.

On peut un peu moins détailler la démonstration de cette question en rédigeant différemment :
il est possible de tirer dans chacune des urnes U;. De plus, les tirages dans cette urne peuvent
fournir jusqu’a ¢ boules blanches. Donc I'évément {X = i} peut étre réalisé.

Comme ’énoncé demande de déterminer X (£2) mais ne fournit pas sa valeur, on peut penser
que la simple réponse « X (Q2) = [0,n] » (sans justification) permet d’obtenir la majeure
partie des points alloués & cette question. Evidemment, si la question s’exprime sous la forme :

« Montrer que X (2) = --- », il faut détailler la réponse. O

3. a) Déterminer, en distinguant les cas i = 0 et 1 <7 < n, la probabilité Pyz_g ({X = i}).

Démonstration.
Soit 7 € [0,n]. Deux cas se présentent.

e Sii=0.D’apres I"énoncé : {Z =0} C {X = 0}. Donc :

oy _ PUZ=0)n{x=0}) _ B{Z=0}) _
P =00 = =z =y T Pz=op !

Pizoy({X =0}) =1

La famill

@
—

{X =1})ic[o,n) forme un systéme complet d’événements. Donc :

—

- 20 P(z—oy({X = i})

= Pg({X =0})+ é Piz—oy({X =1i})

(d’apres le point

= 1+ l; Prz—y({X =1}) précédent)

On en déduit : i Piy—qp({X =i}) = 1-1 = 0.
i=1

Or, comme P¢z_qy est une probabilité :
Vi€ [1,n], Piz—oy({X =1i}) 20

On a donc une somme nulle de termes positifs.
On en déduit que tous les termes de la somme sont nuls.

Autrement dit : Vi € [1,n], Piz—oy({X =i}) = 0.
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Commentaire

En particulier, si (B, ..., By) est un systéme complet d’événements :

S Pa(By) =1
k=1

\.

Rappelons que pour tout événement A tel que P(A) # 0, 'application P4 est une
application probabilité. Elle vérifie donc les propriétés usuelles d’une telle application.

b) Déterminer, en distinguant les cas i =n et 0 <7 < n — 1, la probabilité Py,_,,({X = i}).

Soit ¢ € [0,n]. Deux cas se présentent.

D’aprés I’énoncé, I'événement {Z = n} est réalisé si et seulement si on a obtenu le premier pile
au n€ lancer. Si c’est le cas, on effectue un n-tirage dans 'urne U,, qui ne contient que des

boules blanches (n boules blanches et n —n = 0 boule noire).

L’événement {X = n} est alors réalisé si 'on a obtenu n boules blanches lors des n tirages

successifs dans cette urne.

On en déduit : Prz—y({X =n}) = 1.

Siog<i<n—1.

La famille ({X = i});co,n) forme un systeme complet d’événements. Donc :
n .
1 = %P{Z:n}({X = Z})
1=

- ";; Piz—my({X =i}) + Pz ({X = n})

(d’apres le point

n—1
= Z;) Prz=ny({X =1i}) +1 précédent)

n—1

On en déduit : ) Pry_py({X =i}) = 1-1 = 0.
i=0

Or, comme Pyz_, est une application probabilité :

On a donc une somme nulle de termes positifs.
On en déduit que tous les termes de la somme sont nuls.

Autrement dit : Vi € [0,n — 1], P{Z:n}({X =1i})=0.

c¢) Pour tout k de {1,2,...,n — 1} déterminer, en distinguant les cas 0 < i < ket k < i < n, la
probabilité conditionnelle Py_p) ({X = i}).

Démonstration.

Soit k € [1,n — 1]. Soit i € [0,n].
L’événement {Z = k} est réalisé si et seulement si on a obtenu le premier pile au k®™° lancer.
Si c’est le cas, on effectue alors un k-tirage dans 'urne Uy qui contient k boules blanches et
(n — k) boules noires.

Deux cas se présentent alors.

Cette deuxiéme partie de 'expérience consiste en la succession de k épreuves de Bernoulli
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indépendantes et de méme paramétre —, paramétre qui correspond a la probabilité de 1’ob-

tention d’une boule blanche dans 'urne Uy.
La v.a.r. X est la v.a.r. qui compte le nombre de succés de cette expérience. On en déduit :

= = () () (-3

Il est impossible d’obtenir strictement plus de k& boules blanches lors d’un k-tirage. Donc :

P{Z:k}({X =i}) =0

Finalement, pour tout k € [1,n — 1] et tout i € [0,n] :

Pizpy({X =i}) = <]:> (i) (n;k>k_ si0<i<k

0 sinon

On verra dans le chapitre sur les couples de v.a.r. discrétes que cela signifie que la loi condition-

nelle de la v.a.r. X sachant 'événement {Z = k} est une loi binomiale de paramétre (kz, >
n

4. a) Montrer : PUX = 0}) = 5 <n_k>k+1.

k=1

Démonstration.
La famille ({Z = k})pe[o,n] forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par la formule des probabilités totales :

P({X = 0})
— Y B{Z=k}n{X=0})
k=0
= 3 B({Z = kD) Pz (X = 0)
— B((Z = 0) Py (1X =01+ £ PUZ = ) Pizy((X = 0)) + P({Z = ) Pz (1X = 0]

1\" n=1 /INF B\ /ENC /n—k\FO 1\"
p— —_— 1 — — —

() 5 G) GG () G

1 n=l /IN* /n—k\" 1 n=l /1 n—k\"
> (2) < - ) TR (ax n )

1 n=l (n—k\"
Finalement : P({X =0}) = o + > ( ) .
k=1

b) Montrer : P({X =n}) = o
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Démonstration.
La famille ({Z = k})ie[o,n) forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par la formule des probabilités totales :

P({X = n})
— > P{Z=kN{X =n})
k=0

= 3 P(Z= k)P ((X =n})

= P{Z=0})Piz—0y({X =n}) + nil P{Z =k} Pz—py({X =n}) + P{Z =n}) Prz—y({X = n})

k=1
- (1) w0 E ((;)’“xo)+(;)”x1 L

Finalement : P({X =n}) =

1
27.

¢) Exprimer, pour tout ¢ de {1,2,...,n — 1},
cherchera pas a réduire.

Démonstration.

Soit i € [1,n — 1].

La famille ({Z = k})ie[o,n) forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par la formule des probabilités totales :

P({X = i})
= S P{Z=kn{X=i})
k=0

= 3 PUZ = kY Py ({X = i})

O

P({X =i}) sous forme dune somme que l'on ne

= P{Z=0})Pz_0y({X =1}) +:§ PHZ =k} Pz ({X =1i}) + P{Z = n}) Pizony ({X =1})

= Q}%%—%HP’({Z:/’@})P{Zk}({X:i})Jr NV

- E P({Z = k}) Byyy ({X = i}) + 2 P({Z = k}) Piyog (X = i})

- k)26 00 ()

RO OO Y
B @) )

Finalement, pour tout i € [Ln—1] : PAX =) = 5 (’“) (’f) (” —k

i \ 1 2n 2n

n
5. Vérifier, avec les expressions trouvées a la question précédente, que > P({X =i}) = 1.

1=0
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Démonstration.
« Tout d’abord :

S P{X=i}) = P{X=0})+ ; P({X = i}) + P({X = n})

i=0
1 n=l p—k\*F Ln-1 EN fn—Kk\*" 1
(2 () )5 () 6 (5
o Ensuite :

SEG () (5

i
I

<k: L= k:)k B <n— k>k> (d’apres la formule du

n—1
B k=1 < 2n 2n 2n binéme de Newton)
oo (1)’“_ n—k\"
- k=1 2n 2n
n—1 1 k n—1 _ k
= <> -3 <n k> (par linéarité)
=1 \2 =1 \ 2n

nl 1\ (% (% 2n gn—1 1
X\ = o -5
k=1 -3
“1nl /BN (kN (n—k\* 1 nl n—k\F
Z .\ 4 om = 1- n—1 Z
i=1 k—i 1 2n 2n 2 k=1 2n
« On en conclut :

- itz gt = moet %4%4“‘1

On a donc bien : i P{X =i}) =1.
i=0

Ainsi :
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Exercice : (EML 2014)

Pour tout entier n supérieur ou égal & 2, on considére une urne contenant n boules numérotées de 1
a n, dans laquelle on effectue une succession de (n + 1) tirages d’une boule avec remise et 1'on note
X, la variable aléatoire égale au numéro du tirage otl, pour la premiére fois, on a obtenu un numéro
supérieur ou égal au numéro précédent.

Ainsi, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, la variable X,, prend ses valeurs dans [2,n + 1].

Par exemple, si n = 5 et si les tirages aménent successivement les numéros 5, 3, 2, 2, 6, 3, alors X5 = 4.
Pour tout k de [1,n + 1], on note N}, la variable aléatoire égale au numéro obtenu au k°™° tirage.

Partie I : Etude du cas n =3
On suppose dans cette partie uniquement que n = 3.
L’urne contient donc les boules numérotées 1, 2, 3.

1. a) Exprimer I'évenement { X3 = 4} a I’aide d’événements faisant intervenir les variables N1, Ny, N3.
En déduire P({ X3 = 4}).

Démonstration.
Rappelons qu’on effectue n + 1 = 4 tirages successifs (et avec remise) dans l'urne.

o L’événement {X3 = 4} est réalisé si et seulement si c’est le 4°™¢ tirage qui a amené, pour la
premiére fois, un numéro plus grand que le numéro tiré au tirage précédent.
Cela signifie que :

« le numéro obtenu au 2°™€ tirage est strictement plus petit que celui obtenu au 1" tirage.
« le numéro obtenu au 3°™° tirage est strictement plus petit que celui obtenu au 2°™¢ tirage.
x le numéro obtenu au 4°™¢ tirage est supérieur ou égal a celui obtenu au 3™ tirage.

Les 3 premiers tirages constituent donc une séquence strictement décroissante d’entiers de
I'ensemble [1, 3] (I'urne ne contenant que les boules 1, 2 et 3).

On a donc forcément obtenu 3 au premier tirage, 2 au 2°™€ et 1 au 3°™e.

(le numéro obtenu au 4™ tirage sera alors forcément supérieur ou égal G 1)

Ainsi : {Xg = 4} = {N1 = 3} N {N2 = 2} N {N3 = 1}

Commentaire

« Il est a noter que la décomposition de I'événément {X3 =4} démontre la bonne compré-
hension et permet donc, a elle seule, d’obtenir la totalité des points alloués sur cette étape.

o Sur un exercice de probabilités discrétes, il faut prendre le temps en début d’énoncé de bien
comprendre I'expérience aléatoire et les v.a.r. en présence. C’est aussi le but de la rédaction
précédant la décomposition de ’événement : prendre le temps de caractériser la réalisation
de I’événément permet de rentrer dans le sujet.

\.

e On en déduit :
P({X3=4}) = P({Ni=3}n{N2=2}n{N3=1})

(par indépendance

= P({le?’}) XP({N2:2}) XP({N?’:l}) des tirages)

B lxlxl 1 (car pour tout i € [1,3],
37373 21 N ~U([1,3]))
P({X3=4}):i
27
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2
b) Montrer que P({X3 =2}) = 3 et en déduire P({ X3 = 3}).

Démonstration.

o L’événement {X3 = 2} est réalisé si et seulement si c’est le 2°™° tirage qui a amené, pour la
premiére fois, un numéro plus grand que le numéro tiré au tirage précédent.
Cela signifie que le numéro obtenu au 2°™° tirage est supérieur ou égal & celui obtenu au
1" tirage (les numéros obtenus aux 3°™¢ et 4°™° tirages ne sont pas contraints). Trois cas se

présentent :
x sion a obtenu 1 au premier tirage :
alors on a pu tirer n’importe quel numéro au deuxiéme tirage.
x si on a obtenu 2 au premier tirage :
alors on a tiré les numéros 2 ou 3 au deuxiéme tirage.
x si on a obtenu 3 au premier tirage :

alors on a obligatoirement tiré le numéro 3 au deuxiéme tirage.
Ainsi :
(X3=2) = {lel}ﬂ<{N2:1}U{N2:2}U{N2:3}>
U {Ny=2}n ({N2 =2} U {Ny :3})

U {M=3}n {N2:3})

_ <{N1:1}OQ>U({Nl:2}0{]\7222})U({N1:3}O{N2:3}>

{X3:2}:{N1:1}u({N1:2}n{N2>2}) U ({N1 :3}0{%:3})
e On en déduit :

P({X5=2})
= P({M =1}) +P({N1 =2} n{N2 > 2} ) + P({N; =3} N {N2 = 3})

(par indépendance

= P({M=1})+P({N =2}) xP({N2>2}) +P({N1 =3}) x P({N2 =3}) des tirages)

_ 1+1x2+1x1—3+2+1—§—2 (pour tout i € [1,3
3 " 373 " 373" 9 T 9 3 N; ~U([1,3]))
2

o La famille ({X3 =i}) est un systéme complet d’événements. On en déduit :

i=[2,4]

P({Xs=2})+P({X3=3})+P({X3=4}) =1

Et ainsi :
P({Xs=3}) = 1-P({X3=2})—-P({X5=4})
B 1 2
21 3

10
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P({X3=3}) -5

27 =
2. Calculer l'espérance de X3.
Démonstration.
o La v.a.r. X3 admet une espérance car elle est finie.
o Par définition :
E(X3) = 2xP({X3=2})+3xP({X3=3})+4xP({X3=14})
2 8 1
= 2% = Z a4 x —
Xghaxgtdxy
_ 36+24+4 064
- 27 27
64
O

Partie II : Cas général

Dans toute cette partie, n est un entier fixé supérieur ou égal a 2.

3. Pour tout k de [1,n + 1], reconnaitre la loi de Ny et rappeler son espérance et sa variance.
Démonstration.
Soit k € [1,n + 1].

o A chaque instant k, ’expérience consiste au tirage d’une boule dans une urne contenant n boules
numérotées de 1 a n. Cette expérience posséde donc n issues équiprobables.
La v.a.r. N désigne le numéro obtenu lors de ce tirage.

On en déduit : Ny ~ U([1,n]).

o La v.a.r. N, posséde une espérance et une variance car suit une loi usuelle.

n+1 n?—1
t V(N =
;o VN =5

De plus : E(Ng) =

4. Calculer P({X,, = n+1}).

Démonstration.

o L’événement {X, =n + 1} est réalisé si et seulement si c’est le (n + 1)°™¢ tirage qui a amené,
pour la premiére fois, un numéro plus grand que le numéro tiré au tirage précédent.
Cela signifie que :

x le numéro obtenu au 2°™€ tirage est strictement plus petit que celui obtenu au 1°* tirage.

X ...

x le numéro obtenu au n®™° tirage est strictement plus petit que celui obtenu au (n—1)*™¢ tirage.
« le numéro obtenu au (n + 1)°™€ tirage est supérieur ou égal a celui obtenu au n®™® tirage.

Ainsi, les numéros obtenus lors des n premiers tirages forment une séquence strictement décrois-
sante. On en déduit, comme en question 1.a) :

(X,=n+1}={N,=n}N...0{N, = 1}

11
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n
On en déduit, comme en question 1.a) : {X,, =n+1} = (| {N;=n+1—i}.
i=1

e On en déduit :

5. Montrer, pour tout i de [1,n] : Pyy,—n({Xn = 2}) =

Commentaire

o On pouvait aussi effectuer cette démonstration en revenant a la définition de probabilité condi-

P({X,=n+1}) = P(ﬁ {Ni=n+1-14})

o o . (par indépendance

N Zl;llp( {(Ni=n+1-i}) des tirages)

_ ﬁ /1 " (car pour tout i € [1,n],
= SN N; ~U([1,n]))

P({X,=n+1}) = <i>n

n—1t+1

Démonstration.

Soit i € [1,n].
Si ’événement { N1 = i} est réalisé, c’est que 'on a obtenu la boule numérotée ¢ lors du 1°* tirage.

L’événement {X,, = 2} est alors réalisé si on a obtenu une boule portant un numéro supérieur ou
égal & i lors du 2°™° tirage, c’est-a-dire portant un numéro dans ’ensemble [i, n].

Il y an —1i4 1 boules vérifiant cette condition.

Chaque boule ayant la méme probabilité d’étre tirée, on en déduit :

. n—1:i+1
Vi€ [1,n], ]P’{lez-}({Xn =2}))=———

tionnelle :
[P{lez}({Xn:2}) = ({ P({]{ﬁm:{ z}) })

L’événement { N7 = i} N {X,, = 2} est réalisé si et seulement si on a obtenu la boule numérotée
i au 1" tirage et une boule portant un numéro supérieur ou égal lors du 2™ tirage. Ainsi :

{N1:i}ﬂ{Xn:2}:{N1:i}ﬂ{i<N2<n}

D’ou :
P({Ni=i}n{Xpn=2}) = P{M =in{i<Na<n})

. . par indépendance
= P({M =i}) xP({i < N2 <n}) ((ies tirages)

= P({Ny =i}) x P(IQ Ny = k})

{2

Enfin, les événements de la réunion étant 2 & 2 incompatibles, on en déduit :

P(O {Ny=k}) = éP({NFIf}) = gi = H_TZH

k=i

M
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6. En déduire une expression simple de P({X, =2}).

Démonstration.
La famille ({Ny =i} ), e[1,n) €St un systeme complet d’événements.
D’aprés la formule des probabilités totales :

P({Xn=2}) = > P({N;=i}n{X,=2})

i=1

n . (car pour tout i € [1,n],
= Y P({N; =i}) x Py, ({Xn =2 .

& PUN =) P (=21 g, = iy) £ 0)
- il n—i+1 (d’aprés la question
 &An n précédente)

X
= > 5 (en posant j =n—i+1)

g=1"

1 & 1 n(n+1) n+1
= 3 >0 = -5

n j=1 n 2 2n

n+1
P({X,=2})=

7. Soit k € [2,n]. Justifier 'égalité d’événements suivante : {X,, > k} = {N; > Na > ... > Ni}.

ok \k

Vérifier que cette derniére égalité reste valable pour £ = 0 et pour k£ = 1.

1
En déduire que P({X,, > k}) <n>

Démonstration.

o L’événement {X, > k} est réalisé si et seulement si la boule portant un numéro supérieur ou égal
au celle du tirage précédent est tirée au mieux lors du (k + 1)°™€ tirage.
Cela signifie que :

x le numéro obtenu au 2°™° tirage est strictement plus petit que celui obtenu au 1°* tirage.
X ..
x le numéro obtenu au k°™° tirage est strictement plus petit que celui obtenu au (k —1)®™° tirage.

Ainsi, les numéros obtenus lors des k premiers tirages forment une séquence strictement décrois-
sante.

On en déduit : {Xn > ki} = {Nl > Nz} N {NQ > Ng} Nn...N {Nk,1 > Nk}

13
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Commentaire

L’énoncé présente l'écriture {N7 > No > ... > Ni}.

o Rappelons tout d’abord que le symbole > est utilisé pour représenter la relation binaire
liant 2 réels a et b : on note a > b si a est strictement plus petit que b. Du fait du caractére
transitif de cette relation, on se permet ’abus de notation : @ > b > ¢ ou ¢ est un réel.
Rappelons : a >b>c¢ < (a>b ET b>c).

o Ces rappels étant faits, revenons a ’événement considéré :

{N1 > Ny >...> Ny}
= {weQ|Ni(w) > No(w)>...> Ng(w) }
= {we Q| Ni(w)> Nz(w) ET Nap(w)> N3(w) ET ... ET Ni_1(w) > Ni(w)}
= {weQ | MW >Nw} N ...n {weQ] Nei(w) > Ni(w)}
= {N1 > No}N{Na > N3} n...N{Nx_1 > N}

\.

o L’événement {X, > k} est réalisé par tous les (n + 1)-tirages commengant par une séquence
strictement décroissante de k entiers.
Un tel (n + 1)-tirage est entiérement déterminé par :

k

En effet, une k-séquence strictement décroissante d’entiers de [1,n] est entiérement déterminée
par le choix des k entiers différents de [1,n] constituant cette séquence. Une fois ces k entiers
choisis, ils sont rangés dans l'ordre décroissant, ce qui ne forme qu’une seule k-séquence.
Autrement dit, une partie a k éléments de l'ensemble [1, n] fournit une et une seule k-séquence
strictement décroissante d’entiers de [1,n]. Il y a donc une bijection entre 1’ensemble des k-
séquence strictement décroissante et 'ensemble des parties a k éléments de [1,n].

x le (k + 1)®me glément : n possibilités.

x les k premiers entiers formant une séquence strictement décroissante : < > possibilités.

X ..

x le (n + 1)®m¢ ¢lément : n possibilités.

Il y a donc en tout <Z> p(HD =) +1 — (Z) n" 1=k tels (n + 1)-tirages.
L’univers €, formé de tous les (n + 1)-tirages est de cardinal : Card(f2) = n"**.
On en déduit :

Card ({X,, > k m) prtl=k n
P({Xn>k}) = C(a{rd(Qj }) = (k)nn+1 = nlk(>

P({X, > k}) 27;3(2)

« Vérifions maintenant que cette formule est aussi vérifiée en k =0 et k = 1.

1 /n
- D t: — =1.
une par 0 <0>

- D’autre part : {X,, > 0} = Q car X,, est a valeurs dans [2,n + 1].
Ainsi, P({X, > 0}) =P(Q) = 1.

1 1
- D’une part : 1<n> =—n=1.
nt \1 n

14
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- D’autre part : {X,, > 1} = Q car X,, est a valeurs dans [2,n + 1].
Ainsi, P({X, >0} ) =P(Q) = 1.

La relation est vérifiée pour k =0et k= 1.

O
8. Exprimer, pour tout k € [2,n + 1], P({X,, = k}) a laide de P({X,, > k — 1}) et de P({X,, > k}).

Démonstration.
Soit k € [2,n + 1].
Remarquons tout d’abord que, comme X, est & valeurs entiéres :

{Xp, >k—-1} ={X, =k} U{X, >k}
Les événements {X,, = k} et {X,, > k} sont incompatibles. On en déduit :

P({Xy >k —1}) = P({Xn = k}) + P({X0 > k})

Ainsi : P({X, = k}) = P({ X0 > k — 1}) — P({X,, > k).

9. En déduire : E(X,,) = > P({X, > k}). Calculer ensuite E(X,,).
k=0

Démonstration.
e La v.a.r. X,, admet une espérance car elle est finie.

e De plus :
E(Xn)
= 2 kP({X,=k})

keXn ()

n+1
= > kP{Xn=Fk})
k=2

n+1
= > ( P{X, >k—-1})— P{X, > k})) (d’aprés la question précédente)
k=2

n+1 n+1
= Y kPH{X,>k—-1})— > kP{X, >k}) (par linéarité)
k=2 k=2

n n+1
= > (k+1)PH{X,>k})— > kP{X, > k}) (par décalage d’indice)
k=1 k=2

= kil kEP{X, > k}) + kzn:1 P{X, > k}) — :i: kP({X, > k}) (par linéarité)

n n n

= 1xPH{X,>1})+ > kP n>k})+Z]P>({Xn>k})—<ZkIP >k} +(n+1) PH{X, >n+

= k=1
n

= PUXp >0+ S PUXp > k) — (n+ 1) PU{Xp >n+1})  (car {Xn,>1} =Q={X, >0})
k=1

= Y PU{X, > k) — (n+ 1) PUX > T]) (car (X, >n+1} =)

k=0

15
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Commentaire

La démonstration consiste & démontrer un résultat de type somme télescopique.
On pouvait faire apparaitre directement une telle somme en remarquant :

EPUX =k} =(k—1)PUX > k—1}) —k PUX > k}) + P{X > k—1})

Ainsi, par sommation et linéarité :

n+1 n+1 n+1
S RPUX =k = 3 ((h=1) PN > k= 1) =k P{X, > k) + 3 P({X, > k—1)
k=2 k=2 k=2

) P{Xn > 2 1)) — (4 1) PUXn > n+ 11+ 5 P({Xn > b —
k=2

= —(n+1) PH{X, >n+1})+ > P{X, > k}) (par décalage d’indice
k=0

\. J

o Il reste & effectuer ce calcul de somme.

E(X,) — kio P({X, > k})

no1
= kz—:o F (Z) (d’apres la question 7)
no(n 1\*
= 506
k=0 \F n
_ (14 1 " (d’apres la formule
n du binome de Newton)

E(X,) = (1+ i)n _ (n:;l)n

k—1 1
10. Montrer : Vk € [2,n +1], P({Xn = k}) = k<n2 )
n

Démonstration.
Soit k € [2,n + 1]. Notons tout d’abord que, d’aprés la question 8. :

P({Xn = k}) = P({Xn >k — 1}) - P({Xn > k})

Deux cas se présentent.
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x Si k € [2,n] : on raisonne par équivalence.

n 1) — P({X, = k})

(
o k_l(”“> — P({Xn > k—1}) — P({X, > k})
(

n+ 1) 1 ( n ) 1 <n> (d’aprés la question 7. avec
k k

nk-1 -1 _ﬁ k k_leﬂ]-an_]-]] 6tk7€[[2,n]])

= (k a 1) <n:}_ 1) - n(k i 1) B (Z) (e’fb multipliant par nk > 0)
o k n+1\ (n+1\ _ n (n
k k)T "k-1)
n n+1 n n (en appliquant 1’égalité
n ~1 b1 f =n ) L

n n n+1 .
= <k—1>+<k> = < I > (en réordonnant)

La derniére égalité n’est autre qu'une instance de la formule du triangle de Pascal.
La derniére égalité étant vérifiée, il en est de méme de la premiére.

k-1 1
Ainsi, pour tout k € [2,n] : P{X, =k}) = —— (n + >

nk k
x Sik=n+1:
- D’une part :
car X, est a valeurs
P{X, =n+ 1)) = P({X, > n)) - BUXsmr1]) (o e 0
1 1
= — (n + > (d’apres la question 7.)
n" n

- D’autre part :
k-1 (n+1\  (m+1)-1 /m+1\ =n
nk k N nntl n+1)  notl

Ainsi, la propriété est aussi vérifiée en k = n + 1.

Partie III : Une convergence en loi

On s’intéresse dans cette partie a la suite de variables aléatoires (X, )n>2.

k—1
k!

11. Soit k un entier fixé supérieur ou égal & 2. Montrer : hI_P PH{X, =k}) =
n—-+0o0

17
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12.

Démonstration.

Soit k£ > 2 et soit n > k.

(on peut prendre n aussi grand que souhaité car on s’intéresse a la limite lorsque n tend vers 400
d’une quantité dépendant de n)

D’aprés la question précédente, comme k € [2,n + 1] :
k—1/n+1
P{X,=k}) = nk’< i )

E—1 (n+1)!
n*  kl((n+1)—k)!

n+1)!
k—1 (75—1—1—)1@)!

k! nk

_ E—=1 n+1)nn—=1)... (n+1)—(k—1))
k! nk

E—1 nfk k—1

n—+00 ]-C' nk - If'

En effet, le numérateur apparait comme produit de k termes tous équivalents, lorsque n est dans
un voisinage de 400, a n.

: k—1 k-1 . E—1
Comme ngrfm T R on a bien : nll)r}rloo P({X,=k})= o -
k—1

Montrer que la série ) oy converge et calculer sa somme.
k=2~

On admet qu’il existe une variable aléatoire Z a valeurs dans [2, +00[ telle que :

k—1
vk € [2,+ool, B({Z =k}) =~
Démonstration.
Soit N > 2.
N k-1 N ok N1
e Y-
=2 k! =2 k! = k!
N 1 N1
> -3 o
=y (k=11 =5 k!
N-11 N 1
- = 3 = (par décalage d’indice)
=1 k! = K
N-1 ] ﬁy) <N 1 1
C(EL DBy
<k:0 ! ! k=0 k! ! 1
Slosli e aaio
= —_— —_— e —e =
k=0 k' k=0 ]{3' N—4o00

Cette limite est obtenue en reconnaissant les sommes partielles d’ordre N — 1 et N de la série
exponentielle de paramétre 1 qui est une série convergente.
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L1 . k-1 oo 1]
On en déduit que la série > est convergente, de somme ) =1.
& K & K

Commentaire .

o On prétera toujours attention & la formulation des questions de ’énoncé. Une question du
type « cette série est-elle convergente 7 » suggére que la série en question ne 'est sans doute
pas. On orientera donc ses recherches en ce sens dans un premier temps.

e Pour une question du type « montrer que cette série est convergente » sans que le calcul
de somme soit demandé, on pensera en priorité & un théoréme de comparaison des séries &
termes positifs.

« Ici, on est confonté & la question « montrer que cette série est convergente et calculer sa
somme ». Le calcul de la somme (comme limite de le somme partielle) démontre la conver-
gence et fournit le résultat du calcul demandé. C’est cette méthode qu’il faut regarder en
priorité pour ce type de questions.

« La deuxiéme partie de la question aurait pu étre formulée sous la forme « démontrer que la

suite (%)]@2 fournit une loi de probabilité ». Il s’agit alors de démontrer :
k—1 k-1
vk > 2, >0 t =1
k! X

C’est bien le cas ici. On considére alors une v.a.r. Z discréte qui suit cette loi. 0
\ ”

13. Montrer que Z admet une espérance et la calculer. Comparer E(Z) et lirf E(X5).
n—-+0o0o

Démonstration.

o La v.iar. Z admet une espérance si et seulement si la série > kIP’({Z = k:}) est absolument
E>2
convergente. Cette série étant a termes positifs, cela revient & démontrer qu’elle est convergente.

%kPHZ:kH = >k
k=2 = k!

N k-1
AR

% 1
S (k=2)!
N-2 1
= 3 = (par décalage d’indice)

k=0 K!

N-2 1

Or : — — e
kz::() k‘ N——+oo

de paramétre 1.

! en reconnaissant la somme partielle d’ordre N — 2 de la série exponentielle

Ainsi, la v.a.r. admet une espérance et E(Z) = el.

« Par ailleurs, on a vu en question 9. :
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1 1
Or:nln<1+> ~ n—=1.

n n—r-+oo n

On en déduit, par composition de limite :

1
lim E(X,) = lim exp <nln <1+>> = ¢!

n—-+00 n—-+00

Ainsi, E(Z) = lim E(X,).

n—-+o0o

Commentaire .

On a démontré :
1) X,, converge en loi vers Z (question 11.),

2) E(X,) T E(Z) (dans cette question).

Cela pourrait laisser penser que 1) implique 2)... Il n’en est rien :

X, converge en loi vers Z =x E(X,) — E(2)

n—-+oo

De maniére générale, on retiendra que la convergence en loi n’implique pas la conver-
)
gence des moments (et vice versa évidemment).

Exercice : (EDHEC 2015 voie S)

Partie 1

Dans cette partie, la lettre r désigne un entier naturel et x est un réel fixé de ]0, 1.

.. n n’
1. Montrer que lorsque n est au voisinage de +00, on a : ~ — .
r) no+too 71l

Démonstration.
Soit n dans un voisinage de +oo.

(n) n! nxmn—1)x...x(n—(r—1))

r) = rl(n —r)! r!

Or, pour tout i € [0,r —1] :n—3i ~ n.
n—-+oo

Onendéduit :nx(n—1)x...x(n—(r—1)) ~ n'.

n—-+oo

T

.. n n
Ainsi : ~  —.
r) notoo 7l

Commentaire .

Il est important de bien comprendre que la variable 7 est un entier indépendant de n fixé
en début d’énoncé. Cela permet notamment d’obtenir :

wzl_T” s 1
n n n—+oo

ce qui démontre : n— (r—1) ~ n.

n——+oo
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2. a) Donner la valeur de lim n"*2z",
n—-+00
Démonstration. 1
Comme z € 0, 1], alors : — > 1.
x
r+2
On en déduit, par croissances comparées : n 72" = T — 0
5) n—-4o00 O

b)

b)

n
En déduire que la série > < > x™ est convergente.
r

Démonstration.

On a:
n 1

x Vn € N, ( )x”)Oet22O.
r n

1 ™) g r 1
x <n>x”: o) <>.Eneffet:(T) = (")an" ~ n—an" = —|n’"+2x” — 0.

oo \ 12 # n—too Tl r! n—+00

. 1 . .
x La série ) | — est convergente car c’est une série de Riemann d’exposant 2 (2 > 1).
n

On en déduit, par critére d’équivalence des séries & termes positifs,

2 . n n
que la série > x™ est convergente.
r

O
+o0
Pour tout entier naturel r, on pose : .S, = HZ::T (7’) ™. Donner la valeur de .Sp.
Démonstration.
o Soit 7 € N. D’aprés la question précédente la série ) <n> ™ est convergente.
Ainsi, la somme S, est bien définie. '
e De plus :
e /n\ , R 1
% = nzz:o <0>w N ngox T 1-a
On reconnait en effet la somme d’une série géométrique de raison z € ]0, 1].
1
S0 = 1—-x 0

Etablir, en utilisant la formule du triangle de Pascal : (1 — 2) S,41 = = S,.
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Démonstration.

(=08 = -0 & (1)

n=r+1 \T +1

+Zm ( n ) n JFZO:O < n ) n+1
= xr — x
n=r41 \T" + 1 n=r4+1 \" + 1

T /n+1 T n
= > Y e (par décalage d’indice)
n=r \7 +1 n=r+1 \T +1

_ <<T+1>xr+1+ JFZO:O <n+1>xn+1>_ Jrf:o < n )wn+1
r+1 n=r41 \" +1 n=r+1 \I' +1

r+1 e Jio n+ly ([ n 2+l

r+1 el r+1 r+1

r+l x4 gio " zntl (car ntl = " + n)
r+1 nera1 \T r+1 r+1 r

_ +Z: (n) gt (en reconnaissant le premier

= \r terme de la somme)

+o00
E0)
n=r \T
On a bien : (1 —z) S,41 =z S,. O
En déduire : Vo € ]0,1[, Vr € N, 55 (") & v
6duire : Vo € )0, 1[, Vr € N, SR S—
¢) En déduire : Vz € |0, 1], Vr n;r <r> x Ao
Démonstration.
Soit x € 0, 1].
T
Démontrons par récurrence : Vr € N, P(r) ou  P(r): S, = a _x$)r+1.
» Initialisation :
1
- D’une part : Sy = .
1—2
0
, x 1
- D’autre part : (1= gzt =1—2
D’ou P(0).
» Hérédité : soit r € N.
xr+1
Supposons P(r) et démontrons P(r 4+ 1) (i.e. Sp41 = m)
On a: .
Sr41 = 1 Sy (d’apres la question 3.b))
—x
x x" . ,
= 1 Ao+ (par hypotheése de récurrence)
$r+1
- (1 —z)rt2
D’ou P(r +1).
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Par principe de récurrence : Vr € N, P(r). 0

400
d) Donner enfin la valeur de > (n> ™"
r

n=r

Démonstration.
D’aprés la question précédente :

= (n n—r —r 12 (n n —r x" 1
nzr(r>x - n; o A R G s By G TS

Partie 2

On désigne par « et p deux réels de |0, 1].

Un joueur participe & un jeu constitué d’une suite de manches.

Avant chaque manche y compris la premiére, le joueur a une probabilité a de ne pas étre autorisé a
jouer la manche en question, (on dit qu’il est disqualifié, et c’est définitif), et une probabilité 1 —a d’y
étre autorisé, et ceci indépendamment du fait qu’il ait gagné ou perdu la manche précédente s’il y en
a eu une. A chaque manche jouée, le joueur gagne un euro avec la probabilité p et perd un euro avec
la probabilité 1 — p.

Si le jeu a commencé, le joueur joue jusqu’a ce qu’il soit disqualifié, et on suppose que les manches
sont jouées de fagon indépendantes. On note :

x X le nombre de manches jouées par le joueur avant d’étre disqualifié.

x Y le nombre de manches gagnées par le joueur.

x G le gain du joueur & la fin du jeu.

On admet que X, Y et G sont des variables aléatoires définies toutes les trois sur le méme espace
probabilisé (2, <7, P).
4. a) Donner la loi de X.

(on pourra noter Dy, ’événement « Le joueur ne joue pas la k™ manche »)

Démonstration.

« Tout d’abord : X(2) = N.
En effet, le joueur peut étre disqualifié avant méme de jouer la premiére manche (dans ce
cas, il n’a joué aucune manche) ou peut étre disqualifié & 'issue de n’importe quelle manche
suivante. Il peut donc jouer un nombre quelconque de manches.

X(Q) =N

. SOlt k € N.
L’événément {X = k} est réalisé si et seulement si le joueur a joué k manches. Autrement dit,
s'il a joué les k premiéres manches et a été disqualifié a l'issue de la k®™° manche. Ainsi :

{X=k} = Dy N ... 0 Dp N Diyq
On en déduit :
P{X =k})

Il
=
~~
S
D

.N D1 N Dk)

(car les manches sont jouées

- P<D1) Ko X P(Dk> X P(Dpa) de fagon indépendante)

= l-a)x ... x 1—a)xa«
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VEeN,PU{X =k})=(1-a)f a

Commentaire

Une bonne connaissance du cours est une condition sine qua nmon de réussite au concours. En

effet, on trouve dans toutes les épreuves de maths (méme pour les écoles les plus prestigieuses),

des questions d’application directe du cours.

C’est particuliérement le cas dans cet énoncé :

x on reconnait ici la démonstration de cours, a un décalage d’indice prés (¢f question suivante)
permettant d’illustrer la loi géométrique.

x on demande dans la question qui suit les propriétés caractéristiques de la loi géométrique;

\

b) On pose T'= X + 1. Démontrer que T suit la loi géométrique de paramétre «.

Démonstration.

e Tout d’abord : T(Q) = (X +1)(Q) ={z+1 ]|z e X(Q)} =N~
T(Q) =N*

o Soit k € N*.

PET =k}) = P{X+1=k})

= P{X=k-1})
— k-1 (d’apres la question
= 1-9 @ précédente et car k —1 € N)
On en déduit : T ~ G (). O

¢) En déduire E(X) et V(X).

Démonstration.
e Comme T ~ G (a), T admet une espérance et une variance.

1 1—
De plus : E(T) = — et V(T) = — .
«

[0}

e Or, par définition : X =T — 1.
La v.a.r. X admet une espérance et une variance comme transformée affine d’'une v.a.r. qui
admet une espérance et une variance. De plus :

E(X) = E(T-1)
(par linéarité

= E(M-1 de l’espérance)
1
= -1
a
1—
Ainsi : E(X) = Q.
a
Et :
V(X)) = V(-1
B (par propriété
= V(1) de la variance)
. l1-a
On en déduit : V(X) = 5 0
a

24



PSI 2022-2023
Mathématiques

5. a) Soient n € N* et k € N.
Déterminer, en distinguant les cas k < n et k > n la probabilité P{X:n}({Y = k})

Démonstration.
o Sil’événement {X = n} est réalis¢, c’est que le joueur a joué n manches avant d’étre disqualifié.

x Ces n manches correspondent & une expérience consistant en la succession de n épreuves de
Bernoulli indépendantes et de méme parameétre de succés p (correspondant & la probabilité
de gagner un euro au cours de la manche).

x La v.a.r. Y compte le nombre de succés au cours de cette expérience.

On en déduit : Vk € [0,n], Prx— ({Y =k} ) = <Z>pk (1 —p)nk,
Et : Vk > n, P{X:n}({y = k}) =0.

Commentaire \

« Soit n € N*. Dans cette question, on s’intéresse a l'application Pyx_,y({Y = -}) définie
par :

Pixemy({Y =} - Y@ — R

ko~ P{X:n}({y:k}) _ PH{X =n} N {Y =k})

P{X =mn})

Cette application est appelée loi conditionnelle de Y relativement a 1’événement {X = n}.
On parle aussi de loi conditionnelle de Y sachant que 1'événement {X = n} est réalisé.
Cette définition sera vue dans le chapitre « Couples de v.a.r. discrétes ».

o On démontre dans cette question que la loi conditionnelle de la v.a.r. Y relativement a

I'événement {X = n} est la loi binomiale B (n,p).
\ —V

b) En déduire a 'aide de la Partie 1 la loi de Y.

Démonstration.
« Notons tout d’abord : Pyx_oy({Y = 0}) = 1 et, pour tout k € N* : Prx_o,({Y = k}) = 0.

En effet, si {X = 0} est réalis¢, c’est que le joueur est disqualifié avant d’avoir pu jouer la
premiére manche. Dans ce cas, il ne gagne aucune manche et Y prend donc la valeur 0.

Ainsi, la formule de la question précédente est valable dans le cas n = 0.

» La famille ({X =n} )nGN est un systéme complet d’événements.
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Soit k € N. D’aprés la formule des probabilités totales :
+00
P({Y =k}) Z_:OIP({X:n}ﬂ{Y:k})

:Z::ZP({X—n}) Prx—ny ({Y =k})
5 B((X = 1)) Pt =T7) +

(Z) P —p)*

art 3 (1)a-ara-prt

+o0

> (1l-a)a

n=k

(car pour tout n € N,

P({X =n}) #£0)

iP({X:n}) P ({Y = £})

(d’apres les questions

4.a) et 5.a))

T /n n—k
a(l—a)kpk ngk <k:> ((1 —a)(l- p))

1 (d’apres 3.d) avec r =k et
= a(l—a)kpr
4= (1—(1—a)(1—p)! r=(1-a)1-p)
= a(l-a)pt !
(Z—Ql’—p—a—koqv))lCle
a (1—a)kpk a < (I1—a)p >k
- pta—-ap (prta—apk  pra—ap \pra—ap

« Enfin, on remarque :

l-a)p _ p-ap _ (pta-ap)—a o
p+a—ap p+a—ap p+a—ap p+a—ap
o o k
Ainsi:VkGN,P({Y:k})zi (1—) .
p+a—ap p+a—ap
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Commentaire

o La démonstration est une illustration d’une méthode classique : connaissant la loi condi-
tionnelle de Y relativement a {X = n} (i.e. Papplication Pry_,3({Y =-})), on obtient
la loi de Y (i.e. I'application P({Y =-})) par utilisation de la formule des probabilités
totales. Cette méthode sera vue dans le chapitre « Couples de v.a.r. discrétes ».

o Cette méthode ne présente pas de difficulté conceptuelle : il s’agit simplement d’appliquer
la formule des probabilités totales.
En revanche, cette question souléve quelques difficultés techniques :

x le résultat des quesitons 4.a) et 5.a) doivent étre connus pour traiter cette question.

x la valeur de Py X:n}({Y = k}) dépend de la situation de k par rapport a n. Plus pré-
cisément, il faut vérifier que la condition k& < n est respectée si I'on souhaite écrire :

Pix—ny({Y = k}) = (Z)p’“ (1—pm*.

x on manipule plusieurs variables. La variable n est muette (variable d’itération), la va-
riable k a elle été introduite en début de démonstration et est donc fixée une bonne
fois pour toute. Il reste alors & manipuler correctement les variables a et p qui sont des
variables globales de 1’énoncé.

11 faut donc étre particuliérement vigilant et faire preuve de rigueur pour éviter toute erreur
de manipulation. Si de telles erreurs peuvent se produire, il est par contre interdit de ne
pas connaitre la maniére de traiter une telle question : il suffit d’appliquer la méthode vue
en cours.

[]

J

6. Calculer I'espérance de Y, puis montrer que V(Y) =

p(l—0a)(p+a—pa)
o? '

Démonstration.

« Par analogie avec la question 4.b), on introduit la v.a.r. Z =Y + 1. On a alors :

« Z(Q) = N*

x VkeN*,P({Y:k}):L (1 a)k:—l

p+a—ap _p+a—ap

On en déduit : Z ~ G <a).
pt+a—ap

o La v.a.r. Z admet une espérance et une variance car elle suit une loi usuelle.
Comme Y = Z — 1, la v.a.r. Y admet une espérance et une variance comme transformée affine
d’une v.a.r. qui admet une espérance et une variance. De plus :

Et :

EY) =E(Z-1) = EZ)-1= — 1 =PFa-ar

(%
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7. a) Exprimer G en fonction de X et Y.

Démonstration.
D’apreés I’énoncé, le joueur :

x gagne un euro a chaque manche gagnée.
x perd un euro a chaque manche perdue.

Or le nombre de manches gagnées est donné par la v.a.r. Y.
Le nombre de manches jouées étant donné par la v.a.r. X, le nombre de manches perdues est
donné par : Y — X.

Onendéduit :G=1-Y-1-(X-Y)=2Y - X. O

b) En déduire I'espérance de G.

Démonstration.

o La v.a.r. G admet une espérance car est la combinaison linéaire de v.a.r. qui admettent une
espérance.

e De plus :
E(G) = E(2Y —X)

(par linéarité

= 2E(Y) - E(X) de Uespérance)
_ pl-a p— Lo
o o
1l -«
= — (2p—1)
1«
E(G) = 2p—1)

Exercice : (EML 2018 voie S)

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

On note £ = R,,[X] l'espace vectoriel des polynémes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n,
et Z=(1,X,...,X"™) la base canonique de E.

On note, pour tout polynéme P de E :

o(P) = lX(1 - X)P'+XP

n

Commentaire

L’énoncé prend le parti de noter indifféremment P et P(X), ce qui permet d’alléger les
notations. En contrepartie, ce choix peut amener a des confusions sur les objets manipulés.
Afin d’aviter ces confusions, on évitera, dans ce corrigé, d’utiliser I’abus de notations autorisé
par ’énoncé.
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Partie I : Etude d’un endomorphisme de polynémes

1. a) Montrer que ¢ est une application linéaire.

Démonstration.
Soit (A1, A2) € R2. Soit (P, P») € E2.

(X P+ Xy P))(X)

= LX) Pt e P 4 X Pyt e P)(X)

3

(par linéarité de la

X(1=X)(A1 - P{(X)+Ag- Py(X)) + A1 - X Pi(X) + Ag - X Py(X) dérivation)

_ )\1-<

= A1 (@(P))(X) + A - ((P2)) (X)

S

X(1-X)P/(X)+ XPl(X)> + g <; X(1—X)Py(X) + XPQ(X)>

SERS

On en déduit que 'application ¢ est linéaire. O

b) Calculer ¢ (X™).

Démonstration.
Pour tout k € [0,n], on note Qx(X) = X*, et donc Q(X) = kX*1.

= X"(1-X)+ X"t
= X" - xpAT g XAt
= X" = Qn(X)

Commentaire

On remarque alors que le polynéme @, est vecteur propre de ¢
associé a la valeur propre 1.

¢) Montrer que @ est un endomorphisme de E.

Démonstration.
o On sait déja d’aprés la question 1. tel que ¢ est une application linéaire.

« Montrons : VP € E, p(P) € E.
Soit P € E. Alors il existe (ag,...,a,) € R"™! tel que :

P(X) = i ap X = i ar Qr(X)

k=0 k=0

x Comme ¢ est linéaire : p(P) = ¢ <Z ak Qk> Z i P(Qk)-
k=0

On en déduit : deg (¢(P)) < max (deg (¢(Qo )
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« Soit & € [0,n — 1]. Par définition : (0(Qx))(X) = % X(1 = X)QL(X) + XQu(X).
Ainsi : deg ((gp(Q@)(X)) = deg (% X(1-X)Qu(X)+ XQk(X))

< max(deg (% X(l—X)QL(X)>7d€g (XQk(X)>)
_ max(k:—i—l,k:—i—l) = k+1

k —k
(on peut aussi calculer : (o(Qy))(X) = — X+ n—r Xk+1)
n n

On en déduit en particulier : Vk € [0,n — 1], deg(p(Qk)) < k+ 1< n.
x De plus, d’aprés la question précédente : deg(o(Qy)) =n
Finalement, on obtient : deg(P) < n. Autrement dit : p(P) € E.

On en déduit que ¢ est un endomorphisme de E. O

2. On pose, pour tout k de [0,n] : P, = X¥(1 — X)),
a) Pour tout k de [0,n], calculer ¢(Py).

Démonstration.

Soit k € [0,n].

« Tout d’abord : P/(X) = ka*1(1 — X)ﬂ*k —(n— k)Xk(l _ X))kl
= X1 -Xx)"F k(1 - X) - (n - k)X)
= Xk 1 - X))k (k- nX)

e On en déduit :

(e(P))(X) = = X(1— X)X 11 = X)n=F=1(k — nX) + X Xk(1 — X)n*

S|I— 3=

XE(1 - X)"F(Ek —nX)+ X XF(1 - X))k
= XF1-Xx)Fk <i(k —nX)+ X>

= Xk - X))k <k—X+X> = ﬁxk(l—X)"—’f = ﬁPk(X)
n n n

k
Vk € [[O>nﬂ7 @(Pk) = E Py

O

b) Montrer que la famille (P, Py, ..., P,) est une base de E et expliciter la matrice de ¢ dans cette
base.

Démonstration.

« Montrons que la famille ' = (P, ..., P,) est libre.
Soit (Mg, ..., An) € R™. Supposons :

M-Po+M-Pi+- 4+ 1 Pooi+ A - Py = 0
Ainsi, par définition :
M- 1=X)"+ X - X1 -X)" 4 X X1 = X) + M- X" = 0p
Ce qui revient a dire :

Ve eR, M (1—2)"+ A z(l—2)" T4+ X 2" T —2) + Ay 2™ = 0 (%)
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« En appliquant ’égalité (%) en = 1, on obtient :
Ao (L—"+ A\ 1 T A 1 EET) A1 = 0

Et on a donc : A\, = 0. L’égalité (x) se réécrit alors :

VeeR, AN (1—2)"+ Mzl —2)" T4+ N 12" 1—2) =0
On peut alors factoriser par (1 — ) :

Ve eR, (1—xz)(Xo (1- 7 L N ST O B LU E RIS W x”_l) =0
Ce qui permet de conclure, en divisant par (1 — z) :
Ve eR*, g (1—2)" P4zl —2)" 24 4+ X 12" =0

Enfin, comme la fonction P : 2 — Ao (1 —2)" 1+ Xy (1 —2)" 2 + -+ + Ayg 21 est
polynomiale, elle est continue et cette égalité est aussi vérifiée en 0 (par passage a la limite,
on obtient : P(1) = al;l—>ml P(z) =0). Ainsi :

VeeR, Ao (1—2)" P+ Xzl —2)" 24+ X 2™ =0 (%)

o On peut alors itérer le procédé consistant & évaluer en 1 puis mettre en facteur et diviser par
(1 — ). On obtient alors au bout de n étapes :

Ap = Apm1 = - = A1 = Ap=0

On en conclut que la famille (Py, P, ..., P,) est libre.

Commentaire

k
« Dans la question précédente, on a démontré que pour tout k € [0,n], o(Px) = — - Px.
n

On dit alors (¢f cours a venir sur la réduciton d’endomorphismes) que Py, est vecteur propre
k

de ¢ associé a la valeur propre —.
n

o Ainsi, la famille (P, P1,. .., P,) est une famille de n + 1 vecteurs associés a n + 1 valeurs
propres distinctes. Cela permet d’affirmer (¢f cours a venir) que cette famille est libre.

\.

o On en déduit que la famille &’ :
% est libre,

x vérifie : Card(#') = n+ 1 = dim(R,[X]) = dim(E)

La famille %’ est donc une base de E.

o Soit k € [[O,TL]]
D’aprés la question 2.a) :

k
@(Pi) = 0-Pyt--+0-Piy+ P+ 0- P+ +0- Py

k .
Ainsi : Matg (p(Py)) = (ot le coefficient — est en k°™¢ position).
n

o 3|l o - O

o e
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On en déduit : Matg (p) =
0 ... ... 0 =19
0 ... ... ... 0 1 0

Partie IT : Etude d’une suite de variables aléatoires

On considére une urne contenant n boules numérotées de 1 & n, indiscernables au toucher. On effectue
dans cette urne une suite de tirages avec remise, et on suppose que I'expérience est modélisée par un
espace probabilisé (2, .o, P).

On note alors, pour tout k& de N*, Y}, la variable aléatoire prenant pour valeur le nombre de numeéros
distincts qui ont été tirés lors des k premiers tirages.

Par convention, on pose : Yy = 0.

3. On note, pour tout k de N*, Z;, la variable aléatoire prenant la valeur 1 si le k®™ tirage améne un
numéro qui n’a pas été tiré lors des tirages précédents, et prenant la valeur 0 sinon.
On pourra remarquer que, en particulier, Z; = 1.

a) Déterminer la loi de Zs.

Démonstration.
o En deux tirages, deux cas se présentent :
x soit on obtient le méme numéro aux deux tirages, c’est-a-dire {Zz = 0} est réalisé,

x soit on obtient deux numeéros distincts sur les deux tirages, c’est-a-dire {Zy = 1} est réalisé.

On en déduit : Z2(2) = {0,1}.

o Pour tout i € N*, on introduit la v.a.r. T; correspondant au numéro obtenu au ™ tirage.

Lors du i®™® tirage, 'expérience posséde n issues différentes (on peut tirer n’importe laquelle
des n boules) qui sont équiprobables.

On en déduit : Vi € [1,n], T; ~U([1,n]).

Notons au passage que les v.a.r. T; sont indépendantes car les tirages le sont.

o La famille ({71 = k})peqi,n) forme un systéme complet d’événements.

Ainsi, par formule des probabilités totales :

M=
s
-
e

P({Zy =0}) = =k} N{Zy =0})

e
Il
—

I
M=
s
-
e

=k} N {Ty = k}) (%)

b
Il
—

(car Ty et Ty sont

Il
M=
=
-
e

= k}) x P({Ty = k})

= indépendantes)
B i lxl (car Ty ~ U([1,n])
- &Zin T on et Ty ~U([1,n]))
AR
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1
Doz~ B(1- 1)

n

(%) : I'événement {11 = k} N {Zy = 0} est réalisé si et seulement si :

X

X

{T1 = k} est réalisé, c’est a dire qu’on a obtenu la boule numeérotée k lors du 1¢" tirage.

et {Zy = 0} est réalisé, c’est a dire que le 2°™° tirage a amené un numéro qui a déja été
tiré.

On a donc obtenu, lors de ce 2°™€ tirage, la méme boule qu’au 1 tirage a savoir la la boule
numérotée k.

On en déduit : {71 =k} N{Zy =0} ={T1 = k} N {1y = k}.

\

Commentaire |

Comme 1’énoncé introduit des variables aléatoires pour cet exercice (plutdot que des
événements), on a ici privilégié I'introduction des v.a.r. T;. Cependant, la démonstration
s’effectue également en introduisant les événements B; ; :

B;; = «obtenir le numéro j au i tirage »

b) Soit k € N*. Calculer, pour tout j de [1, k], la valeur de P{Yk:j}({zk—i-l = 1})
1
En déduire : P({Zp41 =1}) =1 — —E(Y}).
n

Démonstration.

« Commencons par déterminer Y;(Q2). Deux cas se présentent :

X

Dans ce cas, lors des k premiers tirages on obtient au maximum k numéros distincts.

Si k < n alors Yi(Q) = [1, k].

si k2 n.

Dans ce cas, lors des k premiers tirages on obtient au maximum n numéros distincts (on ne
peut obtenir plus de numéros distincts que de boules présentes dans I'urne).

Si k > n alors Y;(Q) = [1,n].

On déduit de cette étude : Y (Q) = [1, min(k,n)].

« Soit j € [1,k]. Deux cas se présentent :

X

si 7 > min(k,n), alors : {Y, = j} = @.

(comme on a supposé j € [1,k], cela correspond au cas ot n < j < k)

Dans ce cas, la probabilité conditionnelle Py, —jy ({Zg 41 = 1}) n’est pas définie.

Commentaire

11 est assez naturel de faire cette disjonction de cas si on a déterminé correctement
I’ensemble image dans la question précédente. Au vu de I’énoncé, il semble que le
concepteur n’a pas pensé & ce cas. En conséquence, ne pas faire cette disjonction
n’a certainement pas été sanctionné dans le baréme officiel.
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x si j < min(k,n).

(comme on a supposé j € [1,k], cela correspond au cas ot j < n)

Si I’événement {Yj = j} est réalisé, c’est que l'on a obtenu j numéros distincts lors des
k premiers tirages. Dans ce cas, I'événement {Z;;1 = 1} est réalisé si et seulement si le
(k + 1)®™¢ tirage améne un numéro qui n’a pas été obtenu précédemment. Autrement dit,
si I'on obtenu 'une des n — j boules non encore piochées lors des k premiers tirages.
Chaque boule étant piochée de maniére équiprobable :

n—j

J
Pry—jy({Zk1=1}) = - 1- -

n

vj € [Lmin(k, )], Prymyy ({Zers = 1)) = 1- 2,

o La famille ({Yx = j}) je[1,min(k,n)] forme un systéme complet d’événements (SCE).
Ainsi, d’aprés la formule des probabilités totales :

min(k,n
P{Zy1=1}) = P{Ye = j} N {Zk1 =1})
7=1
Y e = WPy ({Zes =1}y (o VI LR
> =iy (- P((Yi = }) #0)
min(k,n) ‘ j
- "SR =an (1-2)
j=1 "
min(k,n) ) 1 min(k,n) ) .
= > P{{Yi=4H-- > JiP{Ya=3j})
j=1 noj=1
| min(kn) (car ({Yk = j}) jeqi,mi
_ 1 . _ j€[1,min(k,n)]
1 n ng JPYe =7} est un SCE)
1 P P
= 1- - E(Y:) (par définition de l’espérance)

1
Finalement : Vk € N*, P({Zy41 =1}) = 1— — E(Yx)
n

k
¢) Soit k € N*. En remarquant que Y, = ) Z;, montrer :
j=1

P({Zksy1=1})=1—

k
- B({%=1))

S|

Démonstration.

o Remarquons tout d’abord que le nombre de numéros distincts tirés lors des k premiers tirages
est égal au nombre de tirages ot I’on a tiré un numéro non encore apparu.

k
On en conclut : Y, = ) Z;.
j=1
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k
o Comme Yy, = ) Z;, d’aprés la question précédente :

7j=1
1 k
PZia=1)) = 1-2E(Y 7
n j=1
1 &k (par linéarité de
= - n ]; E(Z)) lespérance)

« Or, par définition de I'espérance, pour tout j € [1,k] :

E(Z;) = 0xPUZ=T0]) +1xP({Z; =1}) = P({Z; =1})
1 %
On en déduit : P({Zp41 =1}) = 1—— > P({Z; =1})
n j=1 n
1\ *-1
d) En déduire, pour tout k de N* : P({Z, =1}) = <1 — > .
n
Démonstration. 1
1N\ R
Démontrons par récurrence : Vk € N*, P(k) ou P(k):P{Zr=1}) = (1 - > .
n

» Initialisation :
D’une part, Z; est la v.a.r. constante égale a 1. Donc : P({Z; = 1}) = 1.

1\ 1t 1\°
D’autre part, : <1 — > = <1 — > = 1.
n n

D’ou P(1).
» Hérédité : Soit &k € N*.

1 k
Supposons : Vj € [1,k], P(j), et démontrons P(k + 1) (i.e. P({Zy11 = 1}) = <1 — ) ).
n
1k (d’apres la question
B({Zn =1) = 1= > B(UZ = 1) (oo
_ 1 1 i 1 1 -1 (par hypothese de
n ;= n récurrence)
k-1 J
B
n =0 n
k
11-(1-13) 1
B O GV _ 2
n 1= (1= 1) (car 1 n;él)

D’ou P(k).
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O
e) Déterminer alors, pour tout k de N, I’espérance de Y.
Démonstration.
Soit k € N*.
o On rappelle qu’on a démontré en question 3.b) :
1
P({Zi1 =1}) = 1- - B(¥i)
1
donc  P{Zyy1=1}) -1 = —— E(Y)
n
dot —n(P({Zyt1 =1}) —1) = E(YV)
o On obtient, grace a la question précédente :
1\" 1\"
E(Yy) = —n((l—) —1) = n(l— <1—> )
n n
« De plus, d’aprés I’énoncé : Yy = 0. Donc : E(Yp) = 0.
1\*
E(Y{)) =0 et Vk € N*, E(Yk) =n (1 — <1 — > >
" O

4. On note, pour tout k& de N, G, le polynome de R,,[X] défini par :

n .
Gr=> P({Yx =i}) X
i=0
a) Déterminer les polyndémes Gg, G1 et Ga.
Démonstration.

« Par définition de Gy :
Go(X) = Y P({Yo=1i}) X
i=0

Or Yj est la v.a.r. constante égale & 0. Donc :

P{Yo=0})=1 et VieN, P{Yy=i})=0

Go(X) = P({Yp=0}) X0+ W —1

Go(X) =1

On en déduit :

« Par définition de G :
Gi(X) = Y P((ri=i}) X'
i=0

x Déterminons la loi de Y7.
En un seul tirage, on obtient obligatoirement un numéro (distinct). Donc Y3(Q) = {1}.

La v.a.r. Y] est la v.a.r. constante égale a 1.

x En particulier :

P(Yi=1}) =1 et VieN\{l}, B({Y; =i}) =0
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x On en déduit :

Gi(X) = BUY=03T X7+ B({Yi = 1}) X1+M - X

Gi(X)=X

o Par définition de G5 :

n .
Go(X) = > P({Y2=i}) X*
i=0
x Déterminons la loi de Ys.
En deux tirages, deux cas se présentent :
- soit on obtient le méme numéro aux deux tirages, c’est-a-dire {Yo = 1} est reéalisé,

- soit on obtient deux numéros distincts sur les deux tirages, ¢’est-a-dire {Y2 = 2} est réalisé.
On en déduit : Y2(Q?) = {1,2}.

x L’événément {Ys = 1} est réalisé si et seulement si un seul numéro a été tiré lors des deux
premiers tirages. Autrement dit, le 2°™¢ tirage a amené le méme numéro que le premier.

Ainsi : {Yo =1} = {Zy =0}.

On en déduit, d’aprés la question 8.a) :

P({Ya=1} = P({Z=0}) = %

Comme la famille ({Ys = 1} ,{Y3 = 2}) est un systéme complet d’événements :

P{Y;=2}) = 1-P({Ya=1}) = 1_%

Et donc, bien sir :

Vie N\ {1,2}, P{Y2=1i}) =0

x Finalement :

Go(X) = P(Ya—B1 X7 +B({Ys = 1}) X' +P({Ya = 2}) X2+W
= 71){+<1—71L>X2

GQ(X):1X+<1—1)X2

n n

b) Montrer, pour tout k de N et tout ¢ de [0,n] :

1—1
n

P({Yit1 =1}) = % P({Y,=1i}) + <1 - ) P([Vy =i—1])

Démonstration.

Soit k € N.
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o Traitons tout d’abord le cas k = 0 qui améne & une étude particuliére.
En effet, rappelons que les v.a.r. Yj et Y1 sont constantes :

}/E]:O et Y1:1

Soit ¢ € [0,n]. Par définition des v.a.r. Yy et Y7 :

1 sii=0 0 sii=0
P{Yp=1i})=¢ 0 sii=1 et P{Yo=i—-1})={ 1 sii=1
0 siie€[2,n] 0 siie[2,n]
On en déduit :
9 sii=0
;P({}/O:i})+<1—i_1> P(Yo=i—1]) = ¢ 1-21 sii=1

et on retrouve bien la valeur de IP’( {V1 = z}) puisque :

0 sii=0
P({yi=i}) = ¢ 1 sii=1

0 siie[2,n]

i—1

Finalement : Vi € [0,n], P{Y; = i}) = (1 - ) P({Yy =i—1}) + % P({Yy = i}).

« Considérons maintenant k € N* et i € [2,n].
(Les cas i = 0 et i = 1 sont un peu & part car améne & considérer un nombre négatif de
numéros distincts puisqu’alors i — 1 < 0. Ces cas sont traités en fin de question.)

L’événement {Yj11 =i} est réalisé si et seulement si ¢ numéros distincts ont été tirés lors des

k + 1 premiers tirages. Cela résulte de deux cas :

x soit on a obtenu i numéros distincts lors des k premiers tirages et le tirage suivant (le
(k 4 1)°m°) a amené un numéro déja obtenu.
Autrement dit, événement : {Y; =i} N {Zy41 = 0} est réalisé.

x soit on a obtenu i — 1 numéros distincts lors des k premiers tirages et le tirage suivant (le
(k +1)®M€) a amené un nouveau numéro.

Autrement dit, 'événement : {Yy =i — 1} N {Zx11 = 1} est réalisé.

On en déduit :
Vipi=i} = ({(Ve=i} N {Zp1=0}) U ({Ve=i—-1} N {Zp1 =1}).

Par incompatibilité des événements :
P{Yep1 =1i}) = P{Ye=i-1}N{Zkp1 =1}) +P({Y =i} N {Zp41 = 0})

= P{Yi=1i-1}) Pry,=i1y {Zkt1 = 1}) + P({Yk = i}) Py, =iy {Zk41 = 0})

Cette derniére égalité est valide car P({Yy =i — 1}) # 0 et P({Y} = i}) # 0 puisque i > 2.

Déterminons maintenant Pry, ;1) ({Zg1 = 1}) et Pry, iy ({Zgy1 = 0}).
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x Silévénement {Yy =i — 1} est réalisé, c’est que lors des k premiers tirages, on a tiré i — 1
numéros distincts. Dans ce cas, 1'événement {Z;1 = 1} est réalisé si et seulement si on
pioche 'un des n — (i — 1) numéros restants.

n—(i—1)

On en déduit : Pry, ;1) ({Zpy1 = 1}) = -

- 1-

1—1
n

x Sil'événement {Y} = i} est réalisé, c’est que lors des k premiers tirages, on a tiré ¢ numéros
distincts. Dans ce cas, I’événement {Z;1 = 0} est réalisé si et seulement si on pioche 1'un
de ces ¢ numéros.

7

On en déduit : ]P){YkZi} ({Zk+1 = O}) = ﬁ

Vk e N* Vi € [2,n], P{Yi41 =i}) = (1 -

Finalement, on obtient bien :
i—1

) P((Yi =i - 1))+ B((Yi =),

\.

Commentaire

On pouvait aussi démontrer ce résultat en utilisant la formule des probabilités totales.

PV =) = X P{Y =} {(Yen =)

7=0
1—2

La famille ({Yy = j}) e[1,n] forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, d’aprés la formule des probabilités totales :

{Yk:i—l}ﬂ{YkJrl :’L} = {Yk:i—l}ﬂ{ZkH:l}

et {Yy =i} N{Yit1 =i} = {Yp =i} N{Zp41 =0}

1 =1}) + PV =i = 1} N {1 =i}

b B =0 M=)+ Y B =T = 1)

En effet, pour tout j ¢ {i — 1,3} : {Yy = j} N{Y4p1 =1} = @.
11 suffit alors de remarquer :

« Il reste alors a traiter les cas ou k € N* et ¢ € {0, 1}.

x Sii =0, il suffit de remarquer :

{Yir1 =0} =2 et {Yi=-1} =92 et {Vp=0}=0

0-1 0
Onabien:P({Yk+1:0}):0:<1n> x 04— x0.

x Si¢ =1, on remarque, en raisonnant comme précédemment :

Verr =1} = (=13 n{Ye1 =1}
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On en déduit :
P{Ye41 =1}) = P{Ye =1} N{Ypp1 =1})
= P{Yi =1} N{Zy41 =0})

= P({Yi =1}) Pry,—1y ({Zes1 = 0})

1 (en raisonnant une nouvelle
= PY=1}) & fois comme précédemment)
1-1 1
= (1-—0 P{Yy=1-1})+ - P({Yy =1})

whe N, B =1h) = (1-120) Pt =1-1h+ & P(H = 1)

1
¢) Montrer, pour tout k de N : Gi41 = - X(1-X)G, + XGy.

Démonstration.

Soit k € N.
n A n .

« Tout d’abord : G}.(X) = Z;]P’({Yk =i}) i X = Zlm({yk =i}) XL
1= 1=

o Ensuite, d’aprés la question précédente :

Gr1(X) = ép({yﬂl =i}) X
- ;O ( ) P({Yy =i—1})+ — P({Yk = z})>

—_

(
50

I
M I™]=

) (=i-1) x4 3 L= i) X ()
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« Etudions la premiére somme de 1'égalité (*).

£ (1= =i ap x

S (1 ) ((Yi=i—1}) X (car {Yy = —1} = @)
=1

= b5l <1 z) P({Y; =1i}) X! (par décalage d’indice)
1=0 n

_ n_: P({Y; = i}) Xit1 — % ni; i P({Y;, = i}) X**!

= Xn_IIP’ Y, =i}) Xt 1n_1'[p> Y. — 1) xit+l (car

= NG RWeEm AT g TR =) 0 B({Y = 0}) X' = 0)

— X(Gu(X) — P({Y; = n}) X" — % X2 ";1 i P({Y; = i}) X1

— X GR(X) = P({Ye = n}) X"+ — % X2(GL(X) —n P({Y; = n}) X")

1

= XGk(X)—W——XQG’ + P({Yp=nFr XL
— X GuX) - % X2 G (X)

« Etudions la seconde somme de 1'égalité ().

L) . PR L ;. (car
z;) - P{Y, =i}) X* = - Z; i P(Yy =ap) X° P({Y; = 0}) X° = 0)
- ixilm({yk_z} f= LX)

(2

En reprenant (x), on obtient :

Grii(X) = X Gp(X) — % X2 @ (X) +% X GL(X) = X Gp(X) +% X(1 - X)G,(X),

O

d) En déduire, pour tout k de N : Gy, = ¢*(Gy).

Démonstration.
Démontrons par récurrence : Yk € N, P(k) ou  P(k) : G = ¢*(Go).
» Initialisation :
Comme ¢" = idg, on a : ¢*(Gy) = Go.
Dot P(0).
» Hérédité : soit £k € N.
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Supposons P(k) et démontrons P(k + 1) (i.e. Gri1 = ©*T1(Go)).

1 y (d’apres la question
Gen(X) = = X(1=X) GyX)+X Cr(X) o cronte)

= (p(Gp))(X (par définition de @)

_ e, (par hypothése de

N (cp(cp ) (X) récurrence)

— (gpk+1 ) )

Dot P(k + 1).

Par principe de récurrence : Yk € N, Gj, = ¢*(Gy).

5. a) Pour tout k de N, calculer G(1) et G).(1).

Démonstration.

Soit k € N.
o Par définition de Gy, :

D) = SE(¥=ih 1 = & R({¥i=1})

=0

Or la famille ({Yy = i});c[o,n] est un systéme complet d’événements, donc : ) P({Y}, =i}) =1
i=0

Ainsi : Gi(1) =

o Par définition de G,

G(1) = 3 i B =il = i P({Yi=i}) = E(¥)

1=0 1=0
G, E(Y;
(1) = E() §
1
b) En déduire, pour tout k£ de N : E(Yj41) = <1 - ) E(Y:) + 1.
n
Démonstration.
Soit k£ € N.
« Tout d’abord, d’aprés la question précédente : E(Yiq1) = Gj 4 (1).
o Or, d’aprés la question 4.c¢) :
1
Gr1(X) = - X(1-X) G(X)+ X Gp(X)
On en déduit :
1
G () = = ((1=X) GLX) + X (= GLX) + (1 = X)GX)) ) + GrlX) + X GL(X)
1

- Lutene )+ % (1— X)GU(X) + Gp(X) + X GL(X)
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Ainsi :

E(Yi) = Gpa(X)

= (- 2)G40) + 5 (AT + Ga(1) +1 GL(1)

= (1 — 1> G.(1)+ Gr(1) = <1 - ;) E(Yy) +1 (d’apres 5.a))

n

1
E(Yk—H) = (1 - > E(Yk) +1
n O
¢) Retrouver alors, pour tout k£ de N, 'expression de E(Y}) obtenue en question 6.e).
Démonstration.
« Pour tout k£ € N, on note uj, = E(Y%).
Alors, d’apreés la question précédente :
1
VkeN, uprr = <1—> ug + 1
n
La suite (ug)gen+ est donc arithmético-géométrique.
« L’équation de point fixe associée a la suite (ug) est :
1
T = (1 — > x+1
n
Elle admet pour unique solution : A = n.
- 1
e On écrit : Ugr1 = |1— - X up + 1 (L)
1
A= |1—— X A+ 1 (L)
n
1
et donc  upip — A = <1 — ) X (ug — ) (L1)—(L2)
n
Notons alors (vg) la suite de terme général vy = ug — A.
« La suite (vg) est géométrique de raison 1 — —.
n
Ainsi, pour tout k € N :
k k
1 1
Ve = (1—) XU():(l—) X(Uo—A)
n n
On a donc, pour tout k£ € N :
1\ *
up = v+ A = <1—> X (ug— A) + A
n
o Enfin:uy = E(Yy) = 0.
1\" 1\"
On en déduit : Vk € N, E(Y) = —n (1—) —i—n:n(l— <1—> >
n n O
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6. On rappelle que les polyndémes Py, ..., P, sont définis & la question 5. par :

pour tout j de [0,n], P; = X7(1— X)"

a) Calculer ) (n)P]
J

§=0
Démonstration.
On calcule :

n

<7]”L> Px) = éo (") Xi(1— X)" 9 (par définition de P;)

j=0 J
_ B n (par formule du binoéme
= (X+01-X) de Newton)
=1
noin
) Pi(X) =1
=0 <J> 510 -
b) Montrer, pour tout j de [0,n] : Pj = ) <n _‘?>(—1)i_in.
i=j \t—J
Démonstration.
On calcule :
S =0\, e vi nJ(n—j vk vkt (avec le changement
§j<i—j)( DT = k:O( k >( DEx d’indice k =i — j)
- Xy (”j>(—1)’f Xk
k=0 k
_ X] n—j <TL—]> (*X)k 1n_j_k
k=0 k

(par formule du binome
de Newton)

¢) En déduire, pour tout k de N :
rar5 (5 0)0) () )
(Go) z;) (jO J =7 n -

« Tout d’abord, d’apreés la question 6.a) :

Démonstration.
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« Soit k € N. Comme ¢ est une application linéaire, il en est de méme de ¢*. Ainsi :
k S AW
¢ (Go) = > | ) (Fy)
7=0 \J
o De plus, d’apres la question 2.a) : Vj € [0,n], ¢(P;) = 7 P;.
n

On en déduit, par récurrence immeédiate :

SRS
N—
>
e

vj € [0.n], H(P;) = ( '

On en déduit :

D’ou :

e = £ 0) () (§ ()]
k

On en déduit : Vk € N, (¢*(Go))(X) = é) (éﬂ C‘) (” - j) <j>k (—1)i—ﬂ‘> X

i—j

O
d) Montrer finalement, pour tout k£ de N et pour tout i de [0,n] :
. n ? 2 . 7
i~ ()50 ()
i=m=(7)x () (2
Démonstration.
Soit k € N.
o D’aprés la question 4.d) :
Gk = (Pk(GO)
I 1
i P({Yi = i}) X° i i n\(n—j\ (i k(_l)i_j xi (d’apres la question
= b = \,=o\j/\i—J n précédente)

e Or la famille (Qo, Q1,...,Qn) est une base de R, [X].
(on rappelle : Vi € [0,n], Q:i(X) = X?)
Donc la décomposition du polynéme Gy, sur cette base est unique.
En particulier, pour tout i € [0,n] :

o = £ () o
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« Montrons alors maintenant, pour tout (i, 7) € [0,n] tel que j < :
GG - 6)0)
J)\t—1J i) \J

n! (n—471 B n!

<?> (ZL:JJ) - j!M (i—N((n=7) = (=) =) (=)

x D’autre part :
i\ (n\ _ 7 n! B n!
i) \i) GG =) A(n—i) G- ) (n—i)!

Ainsi, pour tout (i,7) € [0,n] tel que j < : <n) (n B J) = (n) (Z)
J t—=17 ? J

e On en déduit :

i - £Q0E) - (06
TS

Commentaire |

La relation sur les coefficients binomiaux peut aussi se faire par dénombrement.

Pour ce faire, on considére un ensemble F & n éléments.

(on peut penser a une piéce qui contient n indwidus)

On souhaite alors construire une partie P a i éléments de cet ensemble contenant j
éléments distingués (on peut penser a choisir dans la piéce un groupe de i individus
dans lequel figurent j représentants de ces individus).

Pour ce faire, on peut procéder de deux maniéres :

1) On choisit d’abord la partie & ¢ éléments de E : (?) possibilités.

x D’une part :

J

Vk €N, Vi € [0,n], P({Yy = i}) = (?)

i
J
(on choisit d’abord les i individus et on élit ensuite j représentants de ces individus)

On distingue ensuite j éléments de cet ensemble P : ( ) possibilités.

;) (’Z) maniéres de construire P.

2) On choisit d’abord, dans F, les j éléments & distinguer : (’;) possibilités.

Ainsi, il y a (

On choisit ensuite ¢ —j éléments dans E, pour former P, en y ajoutant les j éléments
précédents : (?:JJ ) possibilités.

(on choisit d’abord les j représentants puis on leur adjoint un groupe de i — j indi-
vidus)

Ainsi, il y a (?) (7;:]] ) maniéres de construire P.
On retrouve ainsi le résultat. -

Exercice : (ESCP 2003)

Soient a et b deux entiers naturels non nuls et s leur somme.
Une urne contient initialement a boules noires et b boules blanches indiscernables au toucher.
On effectue dans cette urne une suite infinie de tirages au hasard d’une boule selon le protocole suivant :
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x si la boule tirée est blanche, elle est remise dans 'urne,

x sila boule tirée est noire, elle est remplacée dans I'urne par une boule blanche prise dans une réserve
annexe.

Avant chaque tirage, I'urne contient donc toujours s boules.
On désigne par (2, 4,P) un espace probabilisé qui modélise cette expérience et, pour tout entier
naturel n non nul, on note :

x By Iévénement « la n°™° boule tirée est blanche » ;

x X, la variable aléatoire désignant le nombre de boules blanches tirées au cours des n premiers
tirages;

x Uup lespérance de la variable aléatoire X, c’est-a-dire u,, = E(X,,).
1. Etude d’un ensemble de suites
Soit A 'ensemble des suites (x;,),>1 de réels qui vérifient :

VneN* szppi=(s—1)ax,+b+n

a) Soit « et 5 deux réels et (vy,)n>1 la suite définie par : Vn € N* v, = an+ 5.
Déterminer en fonction de b et de s les valeurs de « et 8 pour que la suite (v,),>1 appartienne

a A.

Démonstration.

« Supposons que (vy,) € A. Alors :
Vn e N svpp1=(s—Dv,+b+n
Soit n € N*. On obtient :
Stpy1 = (s— Do, +b+n
sfan+1)+8)=(s—1)(an+B)+n+b
sin+Da+sp=n(s—1)a+(s—1)f+n+b

(s(n+1)—n(s—1)a+(s—(5—1))B=n+b

(I

(sm+s—ms+n)a+f=n+b
< (s+n)a+pf=n+b

En particulier, pour n = 1 et n = 2, on obtient :

(5+2a + B = 2+b = a - 1

{(s+1)a + B = 1+b Ly Ly—Ly (s+l)a + B 1+b

Ly L —(s+ 1)Ly B = b—s
«

Donc : Vn e N*, v, =n+b—s.

« Vérifions maintenant que la suite (v,,) définie par :
VneN v, =n+b—s

appartient bien a A.
Soit n € N*.
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x D’une part :
StUpp1 = s(n+1)+b—s = sn+s+sb—s°

x D’autre part :
(s—=Dv,+b+n = (s—1)(n+b—3s)+b+n
= sn—w+bs—b—s*+s+b+n
= sn+bs—s’+s

On a bien, pour tout n € N* : sv,41 = (s — 1)v, + b+ n.

La suite (v,,) appartient a A si et seulement si« =1 et =0 —s.

O

b) Soit (xy)n>1 une suite appartenant a A, (v,)n>1 la suite déterminée & la question précédente et
(Yn)n>1 la suite définie par : Vn € N*| y,, = x,, — vy,
Montrer que la suite (y,)n>1 est une suite géométrique et expliciter, pour tout entier naturel n
non nul, ¥, puis x, en fonction de z1, b, s et n.

Démonstration.
. SOlt n e N*
Yn+1l = Tn+1 — Un+1l
1
= ;((s — D)z, + bF7) — , ((s — Vv, + b+7)
s—1
= s (Tr — vn)
s—1
= Yn
s

s—1

La suite (y,,) est donc géométrique de raison

s—1 n—1
Yn = < ) 1
S

Or:yp = z1—v1 = 21— (1L+b—3).

e Soit n € N*. On en déduit :

s—1

S

Ainsi : Vn € N*, y,, = <

)n_l (z1—1—b+s).

e De plus : Vn € N*, x,, = y, + vUn.

s—1
s

Finalement : Vn € N*, z,, = (

n—1
> (x1—1—b+s)+n+b—s.

2. Expression de la probabilité P(B,;1) a ’aide de u,
a) Donner, en fonction de b et de s, les valeurs respectives de P(Bj) et du nombre u;.

Démonstration.

o Lors du premier tirage, on pioche parmi les s boules disponibles, dont b blanches.
Chaque issue est équiprobable.

Ainsi : P(B;) = é
s
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« Tout d’abord : X;1(92) ={0,1}.
En effet, au premier tirage, seules deux issues sont possibles :
x on pioche une boule blanche, c’est-a-dire {X; = 1} est réalisé,
x on pioche une boule noire, c’est-a-dire {X; = 0} est réalisé.

De plus : P{X; =1}) = P(B;) = g

b b
On en déduit : X1 ~ B <> Donc : u; = E(X;) = —.
s s O

b+1—u

b) Calculer la probabilité P(Bs) et vérifier 'égalité : P(By) =
s

Démonstration.
La famille (By, By) forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, d’aprés la formule des probabilités totales :

P(BQ) = ]P)(Bl N Bg) +P (Eﬁ Bg)
= P(B1)Pp,(B2) + P (B1) P5(Ba2) (car P(By)#0 et P(B1) #0)

Déterminons Pp, (Bz) et Pg-(B2).

o Si I’'événement Bj est réalisé, c’est qu'on a pioché une boule blanche au premier tirage. Elle
est remise dans 'urne.
Dans ce cas, I’événement By est réalisé si et seulement si on a pioché une boule blanche au
2¢me tirage dans 1'urne contenant toujours a boules noires et b boules blanches. Ainsi :

b
]P)Bl (B2) = g

o Sil’événement B est réalisé, c’est qu’on a pioché une boule noire au premier tirage. Elle est
remplacée par une boule blanche dans I'urne.
Dans ce cas, 'événement By est réalisé si et seulement si on a pioché une boule blanche au
2¢me tirage dans 1'urne contenant alors a — 1 boules noires et b 4 1 boules blanches. Ainsi :

b+1
Pp(B2) = ——

CRERNCHICY

On obtient :

1/ b
= - <+(b+1) <1>)
s\ s 3
1—
Or u; = b d’aprés la question précédente, donc : P(Bg) = u -
i 5

¢) Soit n un entier naturel vérifiant 1 < n < a.
b —k
Montrer : Vk € [0,n], Prx,—k} (Bnt1) = brn—k
s
b+n—up

En déduire légalité : P(B,41) =
s
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Démonstration.

« Soit k € [0,n].

Si événement {X,, = k} est réalisé, alors on a tiré k boules blanches au cours des n premiers
tirages. On a donc également tiré (n — k) boules noires que 'on a toutes remplacées par des
boules blanches. A la fin du n®™ tirage, I'urne contient donc a — (n — k) boules noires et

b+ (n — k) boules blanches (ce qui est possible car n < a).

Ainsi : Vk € [[0, n]], ]P){XnZk}(B’VH-l) =

S

b+n—k

o En n tirages, on peut piocher de 0 & n boules blanches.

On en déduit : X,(Q2) = [0, n].

o La famille ({X,, = k})re[o,n] est un systeme complet d’événements.
Ainsi, d’aprés la formule des probabilités totales :

P(Bn1) = kZO P({Xn =k} 0 Bnya)
= kEo ({Xn = k}) Prx,—py (Bnt1) (car P({Xn =k}) #0)
= > PHX,=k}) bin=k (d’apres le point précédent)
k=0 §
nob+n 12
= > P{Xn =k}) — = > kP{X, =k})
k=0 S S k=0
b+n & 1 e ,
= > PH{X, =k}) — - E(X,) (par définition de l’espérance)
S k=0 S
1 =
_ b+n «1- L m(x,) (cmj { X5 k})kﬂ[o,fz]] est un
s s systeme complet d’événements)
b 1
= —Zn = Un (par définition de u,)
bt n—u,
N s
b+n—u,
B(Bry) = —— .

d) Soit n un entier naturel vérifiant n > a.
Sik € [0,n—a— 1], quel est 'événement {X,, = k} 7

b —k
Sik € [n — a,n], justifier I'égalité : Pyx, _py(Bni1) = L
s
b —
Montrer enfin que l'égalité : P(Bp41) = bEn e est encore vérifiée.
s

Démonstration.

e Si k€ [0,n—a—1], alors 'événement {X,, = k} est réalisé¢ si et seulement si on a pioché k
boules blanches lors des n premiers tirages. Cela signifie que 'on a pioché n — k boules noires.

Or :

0<kg<n—-a-1<02-k>2-n+a+l & n>n—k>

w—wmw+a+1

L’urne contient initialement a boules noires, il est donc impossible d’en pioché plus de a + 1.
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On en déduit : Vk € [0,n —a — 1], {X,, =k} = @.

e Sike[n—a,n].
Si événement {X,, = k} est réalisé, alors on a tiré k boules blanches au cours des n premiers
tirages. On a donc également tiré (n — k) boules noires que 'on a toutes remplacées par des
boules blanches. A la fin du n®™ tirage, I'urne contient donc a — (n — k) boules noires et
b+ (n — k) boules blanches. Ce qui est possible car :

n—a<k<n <& —nt+az2-k>-n<< w—-wta>n—-k=>0

b+n—k

—

« Comme, pour tout k € [0,n —a — 1], {X,, =k} = &, on en déduit : X(Q) = [n — a,n].
Donc la famille ({X,, = k})ie[n—a,n) forme un systéme complet d’événements.

On en déduit : V& € [n — a,n], Prx,—x) (Brt1) =

Ainsi, en appliquant la formule des probabilités totales sur ce systéme complet
d’événements et avec les mémes arguments qu’en question précédente, on obtient :

b+n—u
P(By11) = %

3. Calcul des nombres u, et P(B,,)
a) Soit n un entier naturel non nul. établir, pour tout entier k de l'intervalle [n + 1 — a, n| 'égalité :

a—?;+kp( b—l—n;k%—lp(

P({Xn+1:k}> = {Xn:k})+ {Xn:kjfl})

Vérifier cette égalité pour k =n+ 1, k =n — a et pour tout k € [1,n —a — 1].

Démonstration.
e Soit k € [n+1—a,n].

La famille (Bj41, Bnt1) est un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

P({Xn—i—l = k}) = P({Xn—i-l = k} n Bn-i-l) + P( {Xn-H = k} ﬂﬂ)

e Or:
x tout d’abord :
{Xn+1 = k’} N Bn+1 = {Xn = k - 1} N Bn+1

x de plus :
{Xn+1 == k?} N Bn+1 == {Xn == k} N Bn+]_

e On en déduit :
P({XnJrl = k})

= P{Xn=k—1}NByp1) +P({Xn =k} N Bnp1)

(car (k —1,k) € (X,(2))

= P{Xn=k—1})Prx,—k—1}(Bny1) + PU{Xn = k}) Pix, —iy (Bni1) avee Xo(Q) = [n— a.n])

= (X = k1) T B = k) (1 Bl (Ba)) (dapres 2.4))
_ PUX, = k—1}) w +P({ X = k}) <1 - b*”g"“) (dapris 2.d))
_ MP({Xn:k—l})JrP({Xn:k})# (cara—=s—b)
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On en déduit, pour tout k € [n —a,n] :

— 1
b+n—k+ P +kIP’
s

({Xn=h—1}) + =

P{Xnt1 =k}) =

e« Cask=n+1.

({Xn = k}).

x D’une part, 'événement {X, 1 =n+ 1} est réalisé si et seulement si on a tiré que des
boules blanches. Donc :

{(Xny1=n+1} = {X;, =n} N Byt
Donc :
P({Xup1 =n+1}) = P({Xy=n}NBuy1) = P{Xy =n}) Py, (Bas1)
= P{{X,=n}) b—i_%%% (d’apres 2.d))
= Y, =)

x D’autre part, comme {X,, =n+1} =@ :

(X =n}) = 2 B({Xy=n})

— 1 b —
a—n+(n+ )W+ +n (%+Z)+ZP

S S

L’égalité est toujours vérifiée pour k = n + 1.

x D’une part, on a toujours :
P{Xpp1=n—-a}) = P{X,=n—a—1}NByp1) +P({X, =n—a} N Byp1)

Or :
{Xn:n—a—l}ﬁBnH = ZONByy1 =

On en déduit :
P{Xps1=n—a}) = P({Xp=n—a}NBn)
= P({Xy=n-a}) Pix,=n—a)(Bnt1)
= P{Xn=n—a}) (1= Py,—n—a}(Bnt1))

= P({X,=n—a}) (1— b+”_5(”_a)>

- (1—““’) P({X, = n — a})

S

= -1 P{X,=n—a}) =0

x D’autre part :

- - —(n—a)+1
a—n+(n G)P({Xn:n—a})qu—i_n (n—a)+ o
s s
b+a+1
X
s

({(Xo=n—a—1})
= 0xP{X,=n—a}) 0=0

ou avant-derniére égalité est vérifiée car {X,, =n—a— 1} = 2.
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L’égalité est toujours vérifiée pour k =n — a.

« Caskc[lin—-a—1]
x D’une part, ’événement {X,, 11 = k} est réalisé si et seulement si on a pioché k boules
blanches lors des (n+ 1) premiers tirages. Cela signifie que 1’on a pioché n — k boules noires.

Or :
1<k<n—-a-1<« —-12-k>2-n+a+1 & n—-12n—-k>2wn—nw+a+1

L’urne contient initialement a boules noires, il est donc impossible d’en pioché plus de a+ 1.
On en déduit : Vk € [1,n —a — 1], {Xy41 = k} = @. Donc :

P({Xu11 = k}) = 0

x D’autre part, comme d’aprés 2.d) {X, =k} =0 et {X,=k—1} =2, 0ona:

P =) = 0

a—n+k b+n—k+1
QR gy 4 AL

S S

L’égalité est vérifiée pour k € [1,n —a — 1].

b) Calculer, pour tout entier naturel n non nul, u,41 en fonction de u, et de n.
En déduire que la suite (uy,),>1 appartient a 'ensemble A étudié dans la question 1.

Démonstration.
Soit n € N*.

« Par définition de uy11 = E(Xp41) :

Un+1

n+1 n+l
= > kP{Xnt1=k}) = > kP{Xn41 =k})
k=0 k=1

_ :i K (””;k“ P{Xp =k —1}) + “‘ZJ P{X, = k:})) (daprés 3.a))
_ :iik“”;k“ P({Xn:k—l})—I—;g:ikm P({X, = k})
- éo k1) R px, = k) + :é RO R pX, = k) (par deécalage dindice)
— kgijo potn—Fk P({X, = k}) + éo bin—k P({ X, = k})

+ kzijlka_“k P({X, = k) + (n+ DL PX, =0+ 1))
= X R R = )+ $ R R = k)

" E—
_ kzijok(b+z_k+G_Z+k>P({Xn:k})+IP(BnH)
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En effet, d’apreés les questions 2.¢) et 2.d) :

" b+n—=%k
P(Bpt1) = > ——— P{X, =k})
k=0 S
On en déduit :
n a-+b b+n—u,
Upt1 = Yk P{Xn=k}) + ———
k=0 $
n b — Up,
_ Zkf}p({xn:k})+u
k=0 § §
_ ka({xn:k}Hm
k=0 S
- E(Xn)er
s
b+n—u,
= un _—
s
VneN*,unH:S_lun btn
s s
e Soit n € N*.

En multipliant par s I’égalité précédente, on obtient :

Stupt1 = (s—Dup+b+n

La suite (up)n>1 appartient a A.

(d’aprés 2.d))

¢) Donner, pour tout entier n € N*, les valeurs de u,, et de P(B,,11) en fonction de b, s et n.

Démonstration.

o Soit n € N*. D’aprés la question 1.b) :

-1 n—1
Up = (8 > (up —1—b+s)+n+b—s

S

S

D’aprés 2.a) : Vn € N*| u,, = <S ) (S—l—b—i-s

>+n+b—s.

« Soit n € N*. D’aprés les questions 2.c¢) et 2.d) :

b+n—u,

IP)(BnJrl) = s

1 -1 n—1
= —<S > (b—l—b—l—s>+1
S S S

— i(b,;/n_ <<8;1>n_1(u1—1—b+s)+ﬁ/+/5—s>>

S S

1/s—1\""t/b
VnEN*,P(BnH)—l—(S > (S—l—b—i-s)

(d’apres le
point précédent)
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O
d) Quelles sont les limites des suites (uy,)n>1 et (]P’(Bn))n>1 ?
Démonstration.
_ s—1\"! _ . . s—1 s—1
o La suite est une suite géométrique de raison avec < 1.
S en- S S
Donc :
s—1\""
lim ( > =0
n—-+o0o S
e Deplus lim n+b—s=-4o0.
n—-+00
On en déduit : lim wu, = +oo.
n——+00
o Enfin : . )
o P(Br1) =1 O

Exercice : (HEC II S 2009 Parties I et II)

Dans tout le probléme, N désigne un entier supérieur ou égal a 1.

On note E(X) et V(X)) respectivement, ’espérance et la variance lorsqu’elles exsitent, de toute variable
aléatoire réelle X définie sur un espace probabilisé.

Soit (Up)n>1 une suite de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (€2, o7, P), mutuellement
indépendantes et de méme loi uniforme discréte sur [1, NJ.

On pose, pour tout n de N* : T,, = sup(Uy, Us,...,U,) et Z, = inf(Uy,Us,...,Uy,).

On admet que T), et Z,, sont deux variables aléatoires définies sur (€2, o7, P).

Ainsi, pour tout w € 2, on a :

Tn(w) = max (Uy(w), Us(w), ..., Up(w)) et Zy(w)=min (U;(w),Us(w),...,Up(w))

On rappelle que si C' désigne un élément de &7, on note 1o la variable aléatoire indicatrice de I’événe-
ment C, définie sur (2, .o/, P) par :
1 siweC
lo(w) =

0 siw¢gC
N-1 n
<> siN>2
On pose, pour tout n de N* : d,,(N) =< k=1 N
0 siN=1
Préliminaire

1. Soit Y une variable aléatoire définie sur (2, o7, P), a valeurs dans [1, N].
Etablir les deux relations suivantes :

E(Y) = 1:2_01 P({Y > k}) et E(Y?)= :Z_Ol (2k + 1) PHY > k})

Démonstration.
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o La v.a.r. Y est une v.a.r. finie. Donc elle admet une espérance. De plus :
N
E(Y) = kZl kP({Y = k})

e Soit k (S [[1,N:|]

(car'Y est a

_ = >
Y >k—-1} {Y >k} valeurs entiéres)

= {Y =k} U{Y >k}
De plus les événements {Y = k} et {Y > k} sont incompatibles. Ainsi :

PH{Y > k—1}) = PEY =k} +P{Y > k})

On en déduit : Vk € [1,n], P{Y =k}) =P{Y >k —1}) —PH{Y > k}).

« On calcule alors :

E(Y)
N
= ) kPHY =k})
k=1
N
= Dk (IP’({Y >k—1}) - P{Y > k}))
N N
= Y EPH{Y >k—1})— > kEP{Y > k})
k=1 F=1
= Nz_l (k+1)PHY > k}) — % EP{Y > k}) (par décalage d’indice)
k=0 k=1
N-—1

= EPHY > k}) + Nz_l PH{Y > k}) — % EP{Y > k}) (par linéarité)
0 k=0 k=1

= 0xP{Y >0}) +ZZ:EEH">/’€})+NZ_1 P{Y > k}) — (WJrN]P’({Y > N}))
k=0

B
Il

Nl (car, comme Y (Q) = [1,N] :
T PUY > ) + MR o ey
N-1
= > PHY >k}
k=0
N-1
EY) = kZO P{Y > k})
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Commentaire

On pouvait également résoudre cette question en partant de 1’égalité entre événements
suivante, pour tout k € [0, N — 1] :

(car'Y est a

= >
{Y > k} Y >k+1} valeurs entiéres)

N .
- U {r=1
i=k+1
Les événements {Y =k + 1}, ..., {Y = N} sont incompatibles. Donc :
N .
Pl U {Y=i) = Z P({Y =1})
i=k+1 i=k+1

On en déduit :

2
I
i

PU{Y =1})
- ¥ B{y=1

N
=
o
p.<
V
ol
=z
Il

Il

7=

Il
Eond
Il
o
.
—

o
A
ko
s A
N
=

|
M=

PHY =1})

@
Il
—
e
i
o

I
M=

P{Y =i}) Z 1

@
Il
._.

I
MZ

iP({Y =1d}) = E(Y)

N
I
—

\.

Commentaire

o Cette derniére méthode est un peu plus courte, mais fait intervenir une interversion
de sommes qui peut étre périlleuse.

« Elle a également 'inconvénient de ne pas s’adapter facilement au cas d’une v.a.r. Y

ou Y (Q) est infini (cf ESSEC II 2016).
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o La v.a.r. Y admet un moment d’ordre 2 car c’est une v.a.r. finie. De plus :

E(Y?)
N
= > KP{Y =k})
k=1
N
= > 8 (PUY > k—1}) - P{Y > k}))
k=1
= ﬁvj E2P{Y > k—1}) — % E2P({Y > k})
k=1 k=1
= B3 (k+1)’PH{Y > k}) — % E2P({Y > k}) (par décalage d’indice)
k=0 k=1
N-—1 N
- (k2 +2k+ DP{Y > k}) — 3 B2PHY > k})
k=0 k=1
N—-1 N-1

= EPHY >k} + Y 2k+1DP{Y > k}) — g: E2P{Y > k}) (par linéarité)
k=1

i
o

N-1 N-1 N—-1
= 0?xP{Y >0} + Y K >k} + > (2k+1)IP’({Y>k})—<Z k2 >k} + N2P{Y > |
k=0

& (car, comme Y (2) = [1,N] :
= 2k + DP{Y > k}) + N2 ’ ’
3 (@k+DPQY > 4 ) )
N-1
= (2k + 1)P{Y > k})
k=0
N-1
E(Y2) = Y (2k+1P{Y > k})
k=0 O
Partie I. Inf et Sup
2. Rappeler, sans démonstration, les valeurs respectives de E(U;) et de V(Uy).
Démonstration.
N+1 N2 -1
Comme Uy ~ U([1, N]) : E(U7) = T+ V(Th) = S -

3. a) Calculer, pour tout k de [1, N], P{T, < k}).

Démonstration.

Soit k € [1, NJ.
o Tout d’abord :

« On obtient alors :

P < 1) = P(() wisn)

(par indépendance des
va.r. Uy, ..., Uyp)

ﬁ
Il
—
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« Calculons maintenant, pour tout i € [1,n], P{U; < k}).
x Tout d’abord :

x On en déduit :

P{Ui <k}) = P <G1 {Ui = j}>
‘]:
(car {U; =1}, ..., {U; =k}

= sont incompatibles)
ko1
= > — (car U; ~U([1,N]))
=1 N
_ K
N

e Ainsi :

2

P({T, < k}) = E[llP’({Uigk}) _ 1;-"]1]’; _ (]’3)
k
N

h e [1,N], (T, < k) =

b) En déduire la loi de probabilité de T,.

Démonstration.
« Tout d’abord : T,,(©2) C [1, N]. En effet, pour tout i € [1,n] : U;(Q2) = [1, N].
e Soit k € [[].,N]]

{Tngk} = {Tn:k}U{Tn<k}

(car T, est a
valeurs entiéres)

= {T,=k}U{T,<k-1}
Comme {7}, = k} et {T}, < k — 1} sont incompatibles, on en déduit :
P({T, < k}) = B{T0 =k} +B({Tw < E—1})

D’ou :
PUT, = k}) = P({Tn <k}) —P{Tn <k —1})
Deux cas se présentent alors :

x si k> 2 alors k € [I, N] et k —1 € [1, N]. On peut donc appliquer la question précédente

****** e = (8- ()

et on obtient :

x si k=1, alors :

(car, comme T, (2) C [1,N] :

{T.<0}=2)
_ (1 " (d’apres la question
AN précédente)
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On vérifie que la formule obtenue pour k£ > 2 est toujours vraie pour k =1 :

(v

On a donc bien :

J-(5) -G - -G

- () (5

n _ 1 n
On obtient alors : Vk € [1, N], P({T,, = k}) = <k> - <kN> .

N

O
4. a) Montrer que la suite (d,(N))p>1 est convergente et calculer sa limite.
Démonstration.
o Soit n € N*.
N-1 7/ E\" 1\" 2\" N —1\"
=5 ) = (5) G e (5
0) t tke[[lN—l]]'£<1D"~ li En—O
« Or, pour tou ) oy Drou: lim ) =0
On en déduit que la suite (dy(N)),,cn+ €St convergente en tant que
somme de suites convergentes et : lim d,(N)=0.
n—-+oo D
b) Exprimer E(7T},) en fonction de N et de d,,(N). En déduire la valeur de lirf E(T,).
n—-—+0o0o
Démonstration.
e La v.a.r. T;, admet une espérance car c¢’est une v.a.r. finie.
« On calcule alors :
N1 (d’apres la
E(Tn) ,;ZJO PATn > k}) question 1.)
N-1
(1 -PHTn < k}))
k=0
N-1 EN" ’ 5
> <1_ () ) (dap?"es la
=0 N question 3.a))
£ ()
1— -
k=0 k=0 \IV
N - dn(N)
E(T,,) = N — dn(N)
« D’aprés la question précédente : lim  d,(N) = 0.
n—+oo
On en déduit : lim E(7,) = N.
n—-+00 O
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¢) Etablir la formule suivante : V(T},) = (2N — 1) dp(N) — 2N dpy1(N) — d,,2(N).

En déduire la valeur de lim V(T},).
n—-+4o0o

Démonstration.
e La v.a.r. T,, admet une variance car c’est une v.a.r. finie.
« On détermine d’abord E(T7?).

N-1

E(T?) = X (2k+1)P{T, > k})

_ 2k +1)(1 - P{T,, < k}))

(- (5))

= N2-2Nd,11(N)—d,(N)
« D’aprés la formule de Koenig-Huygens :
2
V(Tn) = E(Tr%) - (E(Tn))
— N2—2Ndpy1(N) = dn(N) = (N = dp(N))

(d’apres la
question 1.)

(d’apres la
question 3.a))

— N _9Ndpi1(N) — dp(N) — <N7 — AN dy(N) + (dn(N))2>

= (2N = 1)dn(N) = 2N dps1(N) = (dn(N))*

V(Tn) = (2N —1)dn(N) = 2N dys1(N) = (dn(N))*
o Or, d’aprés la question 4.a) : EI_B dn(N) = 0. On a donc aussi :
On en déduit : lim V(7)) = 0.
n—-+o0o
i1 (N 1
d) Montrer que si N > 2, on a : nll)l’_fl_loo dd:é](\f)) =1- I

En déduire que l'on a : V(T},) ~ dp(N).

— 400

n

lim  doa(N) =0.
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Démonstration.
b (V) ()" R (O
W) T @R CR)

N
Or, pour tout k € [1, N — 2] : <1.Dou: lim L—O
* P ’ "IN -1 n—+oo N — 1
On en déduit :
n+1 n+1 n+1
L) ) e )
lim T N Y = =1
n—-—+0oo —
(o) () o ()
dpt1 (N 1
Finalement : nEI—EOO dZ(lj(V)) =1- N
T,
o Déterminons, si elle existe, lim v )
n—+oo dp(N)
Soit n € N*.
V<Tn) dn+1(N) .
= 2N — 1) — 2N —dnp (N d’apres la question 4.c

1y 0 1 (d’apres ce qui précede et
la question 4.a))

(T
Ainsi : ngrfoo ) 1; c’est-a-dire V(7},) o dp(N). -

5. Déterminer la loi de Z,,. Calculer E(Z,,) et V(Z,).

Démonstration.
« Tout d’abord : Z,,(2) C [1, N]. En effet, pour tout i € [1,n] : U;(Q2) = [1, N].
« Soit k € [1, NT.

x Pour commencer :

(Zo> k) = () {U: >k}
=1
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On en déduit :

P{Zn > k}) =

=
N

(31 {U; > k}>

3

(car les v.a.r. Uy, ...,
Uy, sont indépendantes)

— [1B{U > k)

@
Il
—

3

= 1 (1-P{U: <k})

s
Il
—

(calcul effectué en 3.a))

I
==
N
—=
!
2|~
N——

I
7 N
—
|
z|=
N———

3

Vk € [1,N], P({Z, > k}) = (1 - Jl\i)n

x Soit k € [1, N]. De plus :

(car Z,, est a

{Zn >k -1} valeurs entiéres)

{Zn =k}

= {Z,=k}Uu{Z, >k}
Or les événements {Z,, = k} et {Z,, > k} sont incompatibles. D’ou :
PH{Z, >k—-1}) = P{Z,=k}) +P{Z, > k})
Ainsi :
P{Z,=k}) = P{Z, >k—1}) —P{Z, > k})
Deux cas se présentent alors :

-si k>2,alors k€ [1,N] et k—1 € [1, N]. On peut donc utiliser les calculs précédents. On
E—1\" E\"

P({Zn = 1}) = P({Zn > 0}) - ]P({Zn > 1})

- si k=1, alors :

= 1-P({Z,>1}) (car, comme Z,(Q2) C [1,N] :

{Z,>0}=0Q)
< 1 >" (d’apres les calculs
= 1-(1-— ap
N précédents)

On vérifie que la formule obtenue pour k£ > 2 est toujours vraie pour k =1 :

G IR (0 I ()

On a donc bien :
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Commentaire

On détermine dans cette question la loi du minimum de v.a.r. indépendantes. On déter-
minait en question 3., la loi du maximum de v.a.r. indépendantes. C’est extrémement
fréquent aux concours. Les techniques pour répondre a ces questions sont classiques, il
est donc indispensable de les maitriser.

o La v.a.r. Z, admet une variance (et donc une espérance), car c’est une v.a.r. finie.

« Déterminons E(Z,).

E(Z,)

(d’apres la question 1.)

(d’apres les calculs
précédents)

(avec le changement

d’indice j = N — k)

Commentaire

N-1

()

k=0

(
(
(

N

N
N

N

1

N

y
Y
Y

(
(

(

N

N

2

N

Le changement d’indice j = N — k est en fait une sommation dans I’autre sens :
N —-1\"
+

N—l)n
+

)+

o)
2)

(N—(N—Q)

R

_l’_
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« Déterminons E(Z2).

E(Z3) =

N—1

>, (2k+ DP({Z, > k})

T
o

N-1 N-1
> 2kP({Z, > k}) + > P({Z, > k})
k=0 k=0

N-1
2 Y kP({Zy > k}) + E(Zn)
k=0

2%k (zka>" +E(Zy)

k=0

25 =) (%) +E

J=1

N
ON 3

A\ n+1
(LY e £ ey

j=1
2N (dn(N)+1) —2N sz: (j)nﬂjtd (N)+1
n = N n

(2N +1)dn(N) + 2N +1— 2N (dp41(N) 4+ 1)

(2N 4+ 1) dy(N) + 1 = 2N dyy1(N)

« Par formule de Koenig-Huygens :

V(Z,) = E(22) - (E(Zn))®

= (2N +1)dn(N) +1—=2N dpi1(N) = (dn(N) +1)°

= (N +1)da(N) +7 = 2N dn i1 (N) = ((d(V)* +2dn(N) + 1)
dn(N)

= (2N = 1)dn(N) = 2N dps1 (N) = (dn(N))?

(d’apres la question 1.)

(d’apres la question 1.)
(d’apres les calculs
précédents)

(avec le changement
d’indice j = N — k)

(d’apres le point
précédent)

(démontré dans le point
précédent)

V(Zn) = (2N = 1) dy(N) = 2N dpi1(N) = (da(N))* = V(T;,)

Partie II. Couple (Inf, Sup)

7. On pose, pour tout n de N* et pour tout couple (k,#) de N2 : ¢, (k, () =

a) Montrer, pour tout (k, /) € [1, N]?, la relation suivante :

k n

On(k, 0) =

P{T, < k}nN{Z, < {}).

14

E\" E—0\" .

Démonstration.
Soit (k, ) € [1, N]?. Deux cas se présentent.
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x Tout d’abord : {1}, < k} C {Z,, < ¢}. Démontrons le.
Soit w € {T}, < k}. Alors : T),(w) < k. Or :

Zn(w) < Tp(w) <k <0

Donc : Z,(w) < ¢, c’est-a-dire w € {Z,, < (}.
x On en déduit :
{T, <k}n{Z, <t} = {T,, <k}
Ainsi :
Ok, ) = PUT, <k} {Zy <)) = BT, <k})

On en conclut, d’aprés la question 3.a), que si k < £ : &, (k,0) = <]]:[> .

oSlk>£

x Tout d’abord :
(T <k} = ({Ta<kIN{Z0 <0 ) U ({T0 <R} N {20 > 0})
Les événements {T,, < k} N{Z, < ¢} et {T,, < k} N {Z,, > ¢} sont incompatibles. Donc :
P{T, < k}) = PUT, < k}{Z, <} +PHT, < k}n{Z, > (}) = @, (k,0) +P({T,, < k}n{Z, > (})

x Or :
{T, <k}n{Z, >t} =

_—
=¥

(Ui < k}) N (ﬁ (U > e})

= A (U <k {U; > )
=1

— N {<U<k
=1

On en déduit :

P{T, <K} N {Zo > 0)) = P(ﬁ{e<m<k0
=1

3

(car les v.a.r. Uy, ...,
= P <
; IP({E <Uis k) U, sont indépendantes)

x Soit i € [1,n]. Comme U; est & valeurs entiéres :
{€<UZ<I{Z} = {£+1<U1<k}

D’ou : i
{t<ti<kt = U {U =3}
j=0+1

Or les événements {U; = ¢+ 1}, ..., {U; = k} sont incompatibles. Ainsi :

P(C<Ui<) = 3 PUUi=i)
ko1
= j:§r1 N (car Ui ~U([1,N]))
k—(C+1)+1 k-t
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x On obtient alors :

k—t
LN

e

PUT, <k} N{Zn> ) = [[PUL<U: <k}) =
=1

)

()

Finalement, d’aprés 3.a), si k > £ :

Dok, O) = PUT, < k}) — PUT, < kYN {Zo > 1)) = (ﬁ)‘(

k—1¢

N

).

b) Etablir, pour tout (k,£) de [1, N]?, la formule suivante :

P{T, =kt N {Z, =1}) = pn(k, £) + ¢n(k — 1, = 1) — ¢p(k — 1,£) — dn(k, € — 1)

Démonstration.
Soit (k,{) € [[1,Nﬂ2.

. 8 s v ores -
Tout d’abord, comme T, et Z,, sont a valeurs entiéres

T, <k} n{Z, <t}

_ <{Tn:k}ﬂ{Zn:€})U({Tngk—l}ﬁ{Zn<£}>U({Tngk}ﬁ{Zn<E—1}>

= A,UB,UC,
« D’aprés la formule du crible, on obtient :

P{T, <k}N{Z, <)) =  P(A) +P(By) +P(Cy)

— P(A, N B,) —P(A, N Cp) — P(B, N Ch)

+ PA,NB,NCy)

« Etudions ces intersections :
< AnNBy = ({Ta=k}0{Zy =0} )0 ({T0 <k -1}0{Z, < 0})

_ ({Tn:k}m{Tngk—1})m({Zn:£}m{Zn<£})

= on{Z,=1¢}

|
Q

« AuNC, = ({Tn:k}m{znzz})m({Tngk}m{znge—u)

Il
/~

{Tn:k}m{Tngk})m({Zn:E}m{Zn<£—1}>

= {T,=k}no

« BaNC, = ({Tngk}m{zn:e—u)m({Tngk—um{zngz})

= (m<mni<k-13)n({Z == 1}n{Z, <0}

= (T, <k—-1}N{Z, <l-1}

A,NB,NC, = NC, = @
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e On en déduit :

PHT, <k}n{Zn <t})

P({T, = k}y N {Zy = 0}) + P({T, <k — 1} N {Zp < 0}) + PUT, <k} N {Zy < —1})
— PUT,<k—-1}N{Z, < l—1})

Autrement dit :

Bk, t) = P{Tp =k} N {Zn=0}) + p(k — 1,0) + Bp(k, £ — 1) — Dp(k— 1,0 — 1)

V(k,0) € [1, N]2 PUT, = kY N {Zy = €}) = Bk, ) — ®n(k —1,0) — Sp(k, 0 — 1) + p(k — 1,0 — 1)
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Commentaire

L’égalité entre événements :

{Tn

<kyn{Z, <0 = ({Tn = k}n{Z, = z})u({Tn <

k—13n{Z, <

) u({Tn < B}N{Z0 <

peut sembler sortie du chapeau. C’est en fait un peu le cas. Plus précisément, ¢’est ici I'énoncé (le
résultat a obtenir) qui nous pousse a écrire cette réunion. On pouvait 1’obtenir aussi en raisonnant
comme suit.

U

{T,, <k}n{Z, <}
(T, =k} U{T, <k})m (Z, = 1} U{Z, <e})

(T, =k} U{T, <k—1} m({Zn_E}U{Z

(
)
Tnfk}ﬂ{an£}>U({Tnfk}m{Z -
T, < —1}m{Zn_€}>

(
(
(
(1

({Tn:k}ﬂ{ané})UEnanUGn

( <k-1}n{Z, <t

€—1})

1})
)

(car T), et Z,, sont a
valeurs entiéres)

par distributivité
de U surn)

On cherche maintenant & exprimer F,, U F,, U GG, sous la forme d’une réunion de 2 événements.

E,UF,UG, = E,2UF,UG,UG, = (E,UG,)U

E, UG,

({Tn:k}m{zngz—u)u({Tngk—um{znge
{Z

({Tn_k}u{Tngk—u) <01}
(T, < kYN {20 <01}

F,uG,

({Tngk_um{zn:e})u({Tngk—um{znge

(T, < —1}m({Zn:€}u{Zn<€—1})
{T, <k—-1}n{Z, <}

On obtient bien finalement :

{Tn

<kIn{Z, <0} = ({Tn — kN{Z, = E})U({Tn <

1)

1)

k—1}0{Z, <

(Fn UGh)

E})U({Tn < kI{Zn <

]

c¢) En déduire, en distinguant les trois cas k < ¢, k = ¢ et k > (¢, 'expression de P({T,, = k} N
{Z,, = ¢}) en fonction de k et £.

Démonstration.
Soit (k,¢) € [1, N]2. D’aprés la question précédente :

Trois cas se présentent.

P({T) = kYN {Zy = 0}) = ®p(k, £) — Dk — 1,0) — Bp(k, 0 — 1) + Dk — 1,6 — 1)
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e si k < ¢, alors d’aprés 3.a) :

x comme k < £ : ®,(k,l) = <k> )

N
E—1\"
x deplus k—1 <k </ donc: ®,(k—1,0) = —~ )
x ensuite, comme k < ¢, alors : k < ¢ —1 (car k et ¢ sont des entiers).
k n
D Dk l—-1)= (=) ,
onc (k, 0 ) (N)

E—1\"
x enfink—1</¢—1,donc: ®,(k—1,4—1) = <N> :

Finalement :

i - (5T (T -

Si k< :P({T, =k}N{Z, =0}) =0.

e si k =/, alors d’aprés 3.a) :

« comme k= : ®,(k,{) = <JI\€7> ,

E—1\"
x deplusk—1<k=¢ donc: ®,(k—1,¢) = <N> ,

x ensuite, comme k = £, alors : k > ¢ — 1. Donc :

Bkt —1) = <§>H_<W>n
V(Y e
SOt

E—1\"
xenfink—1=/¢—1,donc: ®,(k—1,4—-1) = <> .

N

Finalement :

i - (5 TSR (8 (8 TS &
Sik::é:P({Tn:k}ﬂ{anﬁ})zﬁ.

e si k> /¢, alors d’aprés 3.a) :

x comme k > 0 : &, (k,0) = <JI\€7> - <kN_£> ,

x de plus, comme k > ¢, alors : k — 1 > ¢ (car k et £ sont des entiers).

pone: e 1.0 (1) (201"

n _ _1 n
x ensuite k > ¢ > ¢ —1, donc : ®,(k, 0 —1) = (;) _ <k(£)> :
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x enfin k—1>/¢—1, donc :

Bak—16-1) = <k‘];1>”_<(k—l)];(€—l)>” _ (k;[l>n_<w>n

Finalement :

(7 () (- (=)
(e “1))%{{ )
[y (e

Sik>0:P{T, =k}N{Z, =1}) = <’“_]3L1)n+ <k_]f[”rl>n —2 <k;/>n

Exercice : (EML 2010)

Les deux parties sont indépendantes

Partie I

Une gare dispose de deux guichets. Trois clients notés C1, Cs, C3 arrivent en méme temps. Les clients
C1 et Cy se font servir tandis que le client C'5 attend puis effectue son opération dés que I'un des deux
guichets se libére.

On définit X1, Xo, X3 les variables aléatoires égales a la durée d’opération des clients Cy, Co, C3
respectivement. Ces durées sont mesurées en minutes et arrondies & 'unité supérieure ou égale. On
suppose que les variables X1, X9, X3 suivent la loi géométrique de parameétre p, p € |0, 1[ et qu’elles
sont indépendantes. On note g =1—1p

On note A I’événement : « C3 termine en dernier son opération ».

Ainsi I'événement A est égal a I'événement : {min(X7, Xo) + X3 > max(X;, X2)}.

On se propose de calculer la probabilité de A.

1. Rappeler la loi de X ainsi que son espérance E(X7) et sa variance V(X7).
On définit la variable aléatoire A = | X; — Xs|.

Démonstration.
D’aprés I'énoncé, X1 ~ G (p). Autrement dit :

 X1(Q) = N*.
x Vk € N*, P({Xl = k‘}) =p qk_l.

1
Enfin : E(X;) = - et V(X;) =L,
p p

2. Calculer la probabilité P({A = 0}).

Démonstration.

o Tout d’abord : {A =0} = {|X; —X3| =0} = {X; —X2=0}.
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o La famille ({X2 = k})ren+ est un systéme complet d’événements.
Ainsi, d’aprés la formule des probabilités totales :

P{X: - X2 =0}) = ({Xe=k}n{X1 - Xo=0})

(car Xy et Xo

sont indépendantes)

+o0
3 P
k=1

- :§_'i° P((X = K} N {X) = })
I}i P({X, = k}) P({X; = k})
+o0

= Y pdtpd!
k=1
2 X ovk—1

= p 2 ()"

k=1
= +Z°° (@) = p? 1 (en reconnaissant la somme d’une série

=0 1—¢q? géométrique de raison ¢*> € ] —1,1])

M(l + Q) 1+g¢

P({X1 = Xo}) = T —
1+g¢ O

3. Soit m un entier naturel non nul.

a) Justifier : P{X; — Xo = n}) = :zoj P({X; = k) P{X1 = n + k}).

Démonstration.
La famille ({X2 = k})gen est un systéme complet d’événements.
Ainsi, par la formule des probabilités totales :

P{X1 - Xy =n}) = {Xo =k} N {X1 - Xy =n})

(car X7 et Xy

+oo

P

k=1

+oo

k=1

400

’;::1 . sont indépendantes)

({X2=k}) x P{X1=k+n})

P({X) — X, =n}) = :ff P({X, = £}) B({X, = & + n})

2 n
b) En déduire : P({A =n}) = %
q

Démonstration.

o Remarquons tout d’abord :
{A=n} = {|X1—Xo|=n} = {X;1—Xo=n} U {X; —Xo=-—n}
« Comme n # 0, les événements {X; — X2 = n} et {X; — X9 = —n} sont incompatibles.
Ainsi :
P [X1 = Xo|=n}) = P{X1—-Xy=n}) + P{X1i—-Xo=-n})
= P{X1i—Xo=n}) + P{X2-Xi=n})
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o Reprenons le calcul de la question précédente.
“+o0o
PUXi-Xz=n}) = 3 P({Xz=k}) x P({X1=k+n})
k=1
“+o0o
S p gl x p gl
k=1
2 n X k2
peqt > a
k=1
1t k—1
P q" Y (4%
k=1
+oo k
P2 Y (q2) (par décalage d’indice)
k=0
9 a1 (en reconnaissant la somme d’une série
P T P o
—q géométrique de raison q© € | —1,1[)
7 n 1 _ pq"

¥ q
(d—q) (1+q) 14¢

n

pbq
1+g¢

Vn e N*, P({X; - Xo=n}) =

e On vient de démontrer que pour tout couple (U,V') de v.a.r. indépedantes et de méme loi

géométrique on a :

n

pq
PH{U -V = =
{ np =
En choisissant U = Xy et V = Xj, on obtient : P({Xy — X7 =n}) = fi .
q

o Et ainsi :

P{A=n}) = P{X1—-Xo=n}) + P{X2—X1=n})

rq"
= 2P({X, - Xo=n}) = 2
({X1 - X2 =n}) T
On a bien : Vn € N, P{ A=n}) = 2 2L
1+gq
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o Lorsque deux v.a.r. X et Xo ont méme loi, on a évidemment, pour tout (a,b) € R? :
P({a < X: <b}) = P({a< Xy <b})

Ce type de résultat est vérifié pour tout événement écrit avec une seule v.a.r. (on peut alors
remplacer X; par X3).

o Lorsque 'on travaille sur une somme de v.a.r. , il faut faire attention. De maniére générale :

PX1+ X0 =n) ¥ B(X1+ X1 =n}) = P({ 21 = n})

On ne peut remplacer la v.a.r. Xy par la v.a.r. X7 déja présente dans I’expression. Par contre,
si on dispose d’une autre v.a.r. X3 elle aussi de méme loi que X7 et X5, on peut écrire :

PU{X) + Xo =n}) = P{X1 + X3 =n})

Cela peut étre vu comme un renommage de la v.a.r. considéré.

o C’est cette idée qui nous a permis d’établir ’égalité :
P{X1 - X2 =n}) = P({Xz - X1 =n})

Il était aussi possible d’effectuer le calcul de P({Xy — X1 =n}) en mettant en place de
nouveau la rédaction a ’aide de la formule des probabilités totales.

La famille ({X1 = k})ren est un systéme complet d’événements.
Ainsi, par la formule des probabilités totales :

P{X2 - X1=n}) = (X1 =k} N {X2 - X1 =n})

—+00
P
k=1
—+00
S B(X =k} 0 {Xo = k4]
k=1

o0 (car X1 et Xy

+
= 2 P({Xi=k}) x P({X2 =k+n}) sont indépendantes)

k=1
n
k+n—1 _ pq

= pqT X pq
E=1 1+gq

4. a) Montrer que A admet une espérance E(A) et la calculer.

Démonstration.

Tout d’abord : A = | X7 — X5| > 0.

Les v.a.r. X7 et Xy étant & valeurs entiéres; A(2) C N.

« La v.ar. A admet une espérance si et seulement si la série Y n IF’( {A = n}) est absolument

convergente. Cette série étant a termes positifs, cela revient & démontrer qu’elle est convergente.
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. SOlt N S N.
N N
> k:IP’({A:k:}) = > k:IP’({A:k:})
k=0 k=1
_ JZV: I 2 pq” (d’apres la question
= précédente et car k > 1)

N
pbq k—1 &%
= 229 vk — o 2L -
1+¢ k=1 1 N—+o0 14¢ (l—q)z

La limite est obtenue en reconnaissant la somme partielle d’ordre N d’une série géométrique
dérivée premiére de raison g € | — 1, 1].
On en déduit que A admet une espérance.

2q

De plus : E(A) = (ETIE .

b) Montrer : E((X; — X3)?) = 2V(X;). En déduire que A admet une variance V(A) et la calculer.

Démonstration.
» Tout d’abord :
(Xl — X2)2 = X12 —-2X1 X9+ X22
La v.a.r. (X1 — X3)? admet une espérance car elle est la combinaison linéaire de v.a.r. qui en
admettent une. Plus précisément :

x X12 (resp. X3?) admet une espérance car X7 suit une loi géométrique et admet donc un
moment d’ordre 2.

x X1 X9 admet une espérance car X et Xo admettent toutes les deux un moment d’ordre 2.

La v.a.r. (X1 — X3)? admet une espérance.

e De plus :
E((X; — X2)?) = E(Xi?-2X1Xs+ Xo?)
= E(X1?) - 2E(X1X,) + E(X»?) (par linéarité de l’espérance)

(car les v.a.r. X1 et Xo

= E(X12) - 2E(X1) E(X2) T E(X22) sont indépendantes)

(les v.a.r. X1 et Xo ont méme loi donc

= E(X:?) - 2E(X1) E(X1) + E(X1?) E(X,) = E(X2) et B(X?2) = E(X2))

= 2 (BE(X:?) ~E(x1)*) = 2v(x))

E((X) — X3)%) = 2V(X))

« Remarquons alors : A? = | X5 — X1|? = (X2 — X1)2.
On en conclut, d’aprés le point précédent, que la v.a.r. A admet un moment d’ordre 2.
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De plus :
V(A) = E(A?%) - (E(A))2 (par la formule de Kenig-Huygens)
_ _ 2¢ \’
- 2v - (g )
2
= 2%— 1q (car X1~ G (p))

(1+¢)?(1—q)?

p

_ 2¢ (1+9?-2¢ _ 2 (1+24+4¢%) — 24
o (+9?  p? (1+q)?
o q(l+4%)
YA e 0

5. Montrer que I’événement A est égal a I'événement {X3 > A}.

Démonstration.

« Remarquons tout d’abord :
A = {min(Xl,Xg) + X3 > HlaX(Xl,Xz)} = {Xg > max(Xl,Xg) — min(Xl,Xg)}

« Démontrons alors : A = max(X1, X2) — min(X1, Xo).
Soit w € Q.

Aw) = [Xa(w) = Xy(w)]

{ Xz(w) — Xl(w) si XQ(W) 2 Xl(w)
Xl(w) — Xg(w) si XQ(UJ) < Xl(w)

= max (X1 (w), X2(w)) — min (X3 (w), Xa2(w))

= (max(X;, Xs) — min(X1, X2)) (w)

On a donc démontré :

Yw € Q, A(w) = (max(X1, Xo) — min(X1, X2)) (w)

Ainsi : A = max(X7, X2) — min(X;, X2).

Et: A = {Xg > max(Xl,Xg) — min(Xl,XQ)} = {Xg > A}
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Commentaire

o On rappelle qu'une v.a.r. X est une application de 2 dans R. Ainsi, démontrer 1’égalité de
deux v.a.r. (X =Y) c’est démontrer que ces deux applications sont égales en tout point.
Plus précisément :

X=Y & YWweQ, X(w)=Y(w)
Au passage :
x lorsque 'on note X = 5, cela signifie que la v.a.r. X est la v.a.r. constante égale a 5 (la
propriété : Vw € Q, X (w) =5 est vérifiée).
x lorsqu’on écrit « la v.a.r. X prend la valeur 5 si ... » signifie qu'il existe (au moins) un
tirage w € Q pour lequel X (w) = 5.

Il existe malheureusement des énoncés dans lesquels ces deux expressions sont confondues. Ce
ne devrait pas étre le cas : il n’y a pas lieu de confondre les symboles V et 3.

« On trouvera dans certains corrigés une disjonction de cas du type :

Cette disjonction de cas n’a pas de sens.
Pour comprendre pourquoi ce n’est pas le cas, il faut avoir bien saisi la différence entre la
relation d’ordre opérant sur les réels et celle opérant sur les applications.

x Lorsque a et b sont des réels, on a :
a<b 00U a>0b

On dit que la relation d’ordre < définie sur les réels est une relation d’ordre totale : on peut
toujours comparer deux réels.

x La relation d’ordre sur les v.a.r. est elle aussi notée < et est définie par :
X1 <Xy & Vwe, Xi(w) < Xo(w)

Cette relation d’ordre n’est pas totale. Autrement dit, il existe des v.a.r. X7 et Xo qui ne
sont pas comparables par la relation <. Plus précisément, dés qu’il existe deux tirages wy € €2
et wy € Q tels que :

Xl(wl) Xg(wl) et Xl(LL)Q) > Xg(wg)

<
alors aucune des relations : X7 < X9 et X7 > X5 n’est vérifiée puisque chacune de ces deux
inégalités définie une propriété qui doit étre vérifiée pour tout w.
La relation d’ordre définie sur les v.a.r. est dite partielle (on ne peut pas comparer tous les
v.a.r. ). La disjonction de cas présentée plus haut fait ’hypothése forte que ’on peut comparer
les v.a.r. X7 et Xo. Cette hypothése n’est pas raisonnable et une telle disjonction n’a donc pas
lieu d’étre.

—l
| -

6. a) En déduire : P(A) = :Zj) P({A = k})P({X5 > k}).

Démonstration.
La famille ({A = k})ren est un systéme complet d’événements.
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Ainsi, par la formule des probabilités totales :

P((Xs > A}) = :izmm — k) N (X > A

- :f:ZIP({A:k} N {Xs>k})

(car A et X3 sont

—+00
= kz::O P{A=k}) x P({X3 > k}) indépendantes)

L’indépendance de X3 et A est une conséquence du lemme des coalitions : comme X7, X5 et X3
sont indépendantes, les v.a.r. | X9 — X;| et X3 sont indépendantes.

B({X3 > A}) = :g P(A=k}) x P({X;> k}) .

b) Exprimer P(A) a 'aide de p et q.

Démonstration.

o D’aprés la question précédente :

QOI‘Z

P({A=0}) x P({Xs>0}) = P{A=0}) x 1

P({Xs > A}) = gw{A:k}) < P({Xs > k})

(car {X3 >0} =
puisque X3(2) = N*)
p

= d’apres la question 2.
T (d’ap q )

o Et, pour tout k € N: P({X3 > k}) = ¢~

Commentaire |

o On utilise ici ce résultat sans donner la démonstration car elle n’est pas exigée
par I’énoncé (ce qui arrive parfois).

o Il faut savoir démontrer cette propriété.
Pour ce faire, démontrons tout d’abord :

P{X > k}) = 1—IP’<{X>/<:}> — 1-PU{X <k}

k
Par ailleurs : {X <k} = |J {X =1i}. On en déduit :
i=1

px <) = p(0 (x=1)

= P({X =i}) (par incompatibilité)
i=1
k - k—1 1— qk )
= LpdT =p2rd =p = 1-¢q
i=1 i=0 -9

Enfin : P{X > k}) = 1-PH{X <k}) = 1-(1—-¢") = ¢~
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e On en conclut :

PUX: > A)) = X PUA=K) x B(Xa > k)
= B(A=0)) x P(X; > 0})+ 5 PUA= kD) x P({Xs> k)

+00 9 gk
_P N2,
I1+q ;=1 1+4¢

P P g
g 2 Trg 20

p p & ok )
= +2 -1
St (B

k=0
p D 1 (en reconnaissant la somme d’une série
= +2 —1 . L, - . 2
1+g¢ 1+qg \1—¢2 géométrique de raison q¢© € | —1,1[)
(v 2
S I CRAPN et ol
1+gq 1-¢?
_p 1-¢+2¢
o 14q  1-¢?
_p 14+¢ 17 144 1+
l+g1-¢> 1+¢ 0—~q0+q  (1+4g)?
Ainsi'IP’({X >A})* L+’

Partie 11

Dans cette partie, X est une variable aléatoire suivant la loi géométrique de paramétre p, p € |0, 1] et
Y est une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parameétre A, A € ]0, +o00[. On note ¢ = 1 —p.
On suppose que X et Y sont indépendantes, c’est a dire :

Vk e N*, Vte[0,+o0], PH{X =k}n{Y <t})=P{X =k})P{Y <t})
7. Rappeler une densité de Y ainsi que son espérance et sa variance.

Démonstration.

0 sixz <0
Comme Y ~ & (\), alors une densité de Y est : fy : x —
Ae T iz >0

1
De plus : E(Y) = "

8. On définit la variable aléatoire Z =

| <

+oo
a) Montrer : Vt € [0,400[, P({Z > t}) = > P{X = k}) PH{Y > kt}).
Démonstration. k=1
Soit t € [0, —|—oo[
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o Comme X ~ G (p), alors la famille ({X = k})ren+ forme un systéme complet d’événements.

o Ainsi, par formule des probabilités totales :

P{Z>1) =

b) En déduire : Vt € [0, 400, P{Z > t}) =

Démonstration.

S PUX =k n{Z> 1)

k=1

- Sr@x-ma{kze)
+o0

= glp({xzk}m{%%})

= S R{X =k n{Y > kt})
k=1

(car k> 0)

(car X et'Y sont
indépendantes)

_ :i PUX = k}) PUY > kt})

Vt € [0, +oof, P({Z < t}) = :i P({X = k}) P{Y > kt})

pefx\t

C1—ge At

Soit t € [0, +oo[. D’aprés la question précédente :

P({Z > 1})

e ok
= py ¢ e
=1

— peH

- :z” P({X = k}) B{Y > kt}) = :z‘” P({X = k}) (1-P({Y < Kt}))

+o00o
= Y ¢ 'p (1-Fy(kt)) (car X ~G(p) et Y est a densité)
k=1

(carY ~E(N) et kt > 0)
oA (k—1)t

Akt

+oo
pe—)\t Z qk—l

k=1

+o00
pe M ST gk e (par décalage d’indice)

k=0

_l’_
— pe )t ZOO (q e—/\t)k
k=0

1
1 —qe At

La derniére égalité est obtenue en reconnaissant la somme de la série géométrique de raison
ge M e ] —1,1] (en effet : g € [0,1] et e € [0, 1] car t > 0).

pe—)\t
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On rappelle que, si Y ~ & (), alors sa fonction de répartition Fy est définie par :

0 siz <0
Fy :z—
1—e ™ siz>0

¢) Montrer que la variable aléatoire Z admet une densité et déterminer une densité de Z.

Démonstration.

« Tout d’abord :
x comme Y ~ & (A), alors : Y(Q) = [0, +00],
x comme X ~ G (p), alors : X(Q2) = N*.

On en déduit : Z(Q) C [0, +oo].

o Déterminons la fonction de répartition £z de Z.
Soit z € R. Deux cas se présentent.

x Siz €]—00,0[ alors {Z < 2} = & (car Z(Q) C [0, +o0[). Donc :

Fy(z) = P{Z<z}) = B(g) = 0

x Six € [0,+o0], alors :

Fr@) = PUZ <a}) = 1-P({Z > 2})
Or:{Z>z} = {Z=2}U{Z > z}.
Les événements {Z = z} et {Z > x} sont incompatibles. Donc :
P{Z > 2}) = P({Z = 2}) + P({Z > z})

On en déduit :
e—Ax
Fy(e) = 1= (PUZ > 2) ~P({Z=0})) = 1= 17 5 +P({Z =a))

ol la derniére égalité est obtenue avec la question 8.b).
Déterminons alors P({Z = z}).
Avec le méme raisonnement qu’en question 8.a), on obtient :

P(Z=2}) = :2” P({X = k}) P({Y = kt})

(car, comme Y est une v.a.r. @

=0 densité : Ya € R, P({Y =a}) =0)
On en déduit :
pe—A$
Fy(z) = 1_‘Iijagjxg-—0
0 sizx <O
Finalement : Fy : x — pe_)‘x
1—qge*

« Montrons que Z est une v.a.r. 4 densité.
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x La fonction F'z est continue :

- sur | — 00, 0[ en tant que fonction constante,

- sur |0, +oo[ en tant que quotient de fonctions continues sur |0, +oo[ dont le dénominateur
ne s’annule pas sur cet intervalle.

- en 0. En effet, d'une part : lim Fz(z) = 0.
z—0~
D’autre part :

0
. pe p p
v, 7(2) #(0) 1—qel 1—g¢q D

On en déduit : lim Fz(x) = Fz(0) = lim Fyz(z).

z—0— z—0t

La fonction F est continue sur R.

« La fonction Fy est de classe €1 sur | — 0o, 0[ et sur ]0, +o00[ avec des arguments similaires
& ceux de la continuité de Fz sur ces intervalles.

La fonction F est de classe € sur R sauf éventuellement en 0.

On en déduit que la v.a.r. Z est une v.a.r. a densité.

o Pour déterminer une densité fz de Z, on dérive la fonction Fz sur les intervalles ouverts
| —00,0[ et ]0, +o0l.
Soit z € R. Deux cas se présentent.

x Six €]—00,0]:

fpw) = By = LA get) mpetr(—g(-Ae )

(1 —qe—/\gﬁ)2
Ape _ _
(1 - ge—e)? ( g™ g’e/)
_ )\pef)\x
(1 fqe*’\l“)Q
x Enfin, on choisit : fz(0) = 0.
0 sizx <0
Une densité fz de Z est donc : fz : z +—> Ape r® '
m siz>0
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o Lorsqu’on cherche & déterminer la fonction de répartition F'z, on ne sait pas encore que la
v.a.r. Z est une v.a.r. a densité. Ainsi, on ne peut affirmer sans démonstration :

P{Z>z}) = P({Z > x})

C’est pourquoi on démontre P({Z = z}) = 0.

o En reprenant la démonstration de la question 8.b), on peut remarquer :
Vit € [0, 400, P{Z > t}) =P({Z > t})

Cela provient du fait que : P{Y < kt}) = P({Y < kt}) (car Y est une v.a.r. & densité).
I aurait certainement été plus judicieux que I’énoncé demande le calcul de P({Z > t}) en

8.b) : cela aurait évité d’avoir a déterminer : P({Z = t}).
\ D

Exercice : (HEC 2005)

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel non nul.

On considére une urne blanche contenant n boules blanches numérotées de 1 & n et une urne noire
contenant n boules noires numérotées de 1 a n, dans lesquelles on effectue des suites de tirages. A
chaque tirage, on tire simultanément et au hasard une boule de chaque urne. On obtient ainsi & chaque
tirage, deux boules, une blanche et une noire.

On dira qu’on a obtenu une paire lors d’un tirage, si la boule blanche et la boule noire tirées portent
le méme numéro.

Partie I. Tirages avec remise

1. Dans cette question, on effectue les tirages avec remise jusqu’a ce que I’on obtienne pour la premiére
fois une paire.

a) Préciser I'espace probabilisé (€2, o7, P) qui modélise cette expérience.

Démonstration.
Dans un premier temps, considérons que ’expérience ne s’arréte pas et que les tirages continuent
indéfiniment méme si I'on obtient des paires.

o Les tirages étant effectués avec remise, le résultat possible de 'expérience est un oo-tirage.
Chacun de ces oo-tirage doit contenir tous les résultats partiels de I'expérience, & savoir les
résultats obtenus lors de chaque étape de I'expérience.

Comme & chaque étape on effectue un tirage simultané dans les deux urnes, un résultat partiel
peut étre représenté par un couple de valeurs de I'ensemble [1,n].

On peut donc choisir : Q = ([1,n] x [[l,n]])N*.

o On choisit alors pour & la tribu discréte associée a (2.

Autrement dit : &7 = P(Q).

o Il reste alors a définir une probabilité P sur ’espace probabilisable (€2, o7).

Pour ce faire, on s’intéresse & des événements particuliers.
Soit k € N* et soit (c1,...,cx) € ([1,n] x [[1,n]])k. On définit :

Aletoee) = Ly Yene € Q| Vi€ [1, k], ui = ¢}
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Autrement dit, Pévénement A(1»¢) est constitué de tous les co-tirages (U )men+ qui com-
mencent par le k-uplet de couples (ci,...,cx). On définit alors P comme 'application o-
additive qui attribue la méme probabilité a tous ces événements.

Plus précisément, on définit P par :

k
Vk € N*, Y(er,...,cx) € ([[l,n]] X ﬂl,nﬂ)k, P(A(cl"“’c’“)) = ()

(ce résultat provient du fait que : Card <([[1,n]] x [1, n]])k) = (n?)¥)

Le triplet (€2, .27, P) ainsi défini est un espace probabilisé.

Nous avons fait initialement I’hypothése que I'expérience de s’arrétait pas. Si l'expérience s’arréte
deés Papparition de la premiére paire, on peut considérer I'espace probabilisé (€', &/’ P') suivant :

x ) est obtenu & partir de £ en coupant chaque oo-tirage a la premiére paire obtenue (2’ est
alors constitué de suites mais aussi de séquences finies).

« o' =P().
x P' =TP|g (restriciton de P a la tribu &7”).
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« La notion d’oo-tirage n’est pas définie dans le programme officiel. Elle est introduite ici pour
aider a distinguer entre le résultat de I'expérience (une suite de couples de l'ensemble [1, n])
et un résultat partiel de l'expérience (le couple d’éléments de [[1,n] que 1'on obtient lors d’une
étape i.e. lors d’un tirage).

« On ne peut considérer la probabilité uniforme sur (2, .o7). En effet, cette application n’est
définie que lorsque 'ensemble €2 est fini. La probabilité uniforme est alors 'application qui a
tout événement élémentaire attribue la méme probabilité, a savoir :

Vwe P{w)) = -
Card(2)
On ne peut agir de la sorte ici, car Q est infini. L’application P que 1'on a défini dans cette
question est telle que : Vw € (Q, P({w}) = 0. Ainsi, Papplication P associe bien a chaque
événement élémentaire la méme probabilité mais cette probabilité est nulle.

« Le caractére uniforme que I'application P doit vérifier est qu’a chaque étape, la probabilité
d’obtenir chacun des tirages (on parle ici de tirage et pas d’oo-tirage) doit étre la méme.
Démontrons que c’est bien le cas pour la probabilité P définie dans cette question.

Pour tout k € N*, définissons ’événement :

B,(:’j ) «le résultat du k™ tirage est le couple (i,4) € [1,n]? »
L’idée est alors de décomposer 1’événement B,(:’j ) suivant les événements qui ont permis la
définition de P. Soit k € N* et soit (7,) € [1,7]%. On a alors :

B — U A1 eer1,(i,5))
(ctymer1) € ([l x[1m])
Ainsi :
P(B() = P( U A(cl,...,ckfl,(i,j)))
(e1rnce_1) € ([Lnlx[1m])"
= 3 P(ACtek-1G0))  (par o-additivité)

(ctcre1) € (Ll x L)~

1 k
= > <n2> (par définition de P)

(e1ymer_1) € ([Lnlx[1m])"
-1 1T\ 1
= () <n2> =

la derniére ligne est obtenue en remarquant : Card (([1,n] x [1, n]])k_l) = (n2)k_1.

« S’interroger sur la définition de §2 est important car cela permet de comprendre plus précisé-
ment ce qu’est I'expérience. Il est par exemple utile de comprendre si, au cours de I'expérience,
on effectue :

x un nombre de tirages fini fixé & I'avance.
x un nombre infini de tirages.

Ce point est particuliérement important lorsque I’on demande de reconnaitre une loi classique :
on ne s’oriente pas vers le méme type de loi si I'expérience consiste une succession finie ou
infinie d’épreuves de Bernoulli.
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o Arréter 'expérience lors de la découverte de la premiére paire n’a aucun intérét. Cela complique
Iécriture de 'espace probabilisé ((€¥, <’ P') au lieu de (Q, 7, P)). Il est ainsi préférable de
considérer que l'expérience continue méme aprés la découverte de la 1¢'® paire. On pourra
alors considérer la v.a.r. qui donne le rang d’apparition de la 2°™¢ paire (classique dans un tel
exercice) ou de la 3%me .. géme

« Définir un espace probablisé n’est pas chose aisée. D’ailleurs, on n’a pas démontré que 'ap-
plication P que I'on a définie est bien une application probabilité. L’esprit du programme est
plutét de considérer qu’il existe un espace probabilisé. C’est 'hypothése qui sera faite dans la
plupart des sujets. Au pire, on peut demander de renseigner ’espace probabilisable (2, <7) et,
dans le cas ou 2 est fini, d’indiquer que ’'on choisit pour P I'application probabilité uniforme.
Mais il ne parait pas raisonnable de demander la définition de P lorsque 'univers €2 est infini.
Il est d’ailleurs difficile de comprendre ce qu’attendait cet énoncé.

\.

b) On note Y la variable aléatoire égale au nombre de tirages (de deux boules) effectués.
Déterminer la loi de Y ; donner son espérance et sa variance.

Démonstration.
On se permet, dans cette question uniquement, de considérer que l’expérience continue méme
apres 'obtention d’une paire. On verra, notamment en question 3.a), comment rédiger sans faire
cette hypothése.

« L’expérience aléatoire consiste en la succession infinie d’épreuves de Bernoulli (tirage simulta-
née des deux boules) indépendantes et de méme paramétre de succés p = — (correspondant a
n

la probabilité d’obtenir une paire). Précisons 1’obtention du paramétre p :

nombre de paires d’éléments de [1,n]  n

1
nombre de couples d’éléments de [1,n]  n2  n

e La v.a.r. Y est le rang d’apparition du premier succés de cette expérience.

Ainsi: Y ~ @G (%)

e On en déduit que Y admet une espérance et une variance. De plus :

E(Y) = ;:i:n
_ 1—P_1_%: 1 nzzn_1n2:nn_
V) = 5= ot (1 n) - (n—1)
EY)=n e VY¥)=n(n-1) O

2. Dans cette question, on suppose que n = 2. On effectue des tirages avec remise jusqu’a ce que l'on
obtienne pour la premiére fois la boule blanche numérotée 1. On note U la variable aléatoire égale
au nombre de tirages effectués, et Z la variable aléatoire égale au nombre de paires obtenues a
Iissue de ces tirages.

a) Calculer, pour tout k de N*, P({U = k}).
En déduire la probabilité que 'on n’obtienne jamais la boule blanche numéro 1.
Reconnaitre la loi de U.
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L’énoncé aurait pu, une nouvelle fois, présenter différemment I’expérience en n’exigeant
pas son arrét lors de la découverte de la premiére boule blanche numérotée 1.

Il aurait alors fallu adopter la présentation suivante :

x expérience consiste a effectuer des tirages avec remise.

x on note alors U le rang d’apparition de la premiére boule blanche tirée.
On adopte dans la suite du corrigé le point de vue de 'exercice, & savoir 'arrét de
I’expérience pour la condition citée.

Démonstration.
Soit k € N*.

o L'événement {U = k} est réalisé si et seulement si k tirages ont été effectués au cours de
I'expérience. Autrement dit, si la premiére boule blanche numérotée 1 est apparue lors du
k™me tirage.

« Pour tout ¢ € N*, et tout i € [1,2] on note :
Bf") . « la boule blanche numéro i est obtenue lors du £°™ tirage »
D’apreés ce qui précéde :
=k = B®) n..nB%) nBH
e On en déduit alors :
P({U =k})

2,— 2,— 2,— 1,—
= P<B§ )> X PBQ*) (Bé )> Koo X IP)Bf’*)m .. NB*7) (B’(f—l)> X IP)Bf")m ..nB®7) <B’(g ))

_2.2 2 2 (1 F
474744 2
En effet, & chaque tirage, on peut obtenir chacun des 4 couples différents avec la méme proba-

bilité. Deux de ces couples commencent par 1 (ce qui signifie que la boule blanche numeérotée 1
est tirée) et deux autres commencent par 2 (c’est la boule blanche numérotée 2 qui est tirée).

o En résumé :
x U(2) = N* (la boule blanche numérotée 1 peut apparaitre lors de n’importe quel tirage).

« Yk e N P({U=Fk}) = (;)H %

On en conclut : U ~ G (;)
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o La maniére dont est présentée l'expérience influe sur la rédaction. Ici, on ne peut pas

dire que les tirages sont indépendants. On comprend aisément qu’il y a une influence du
résultat d’un tirage sur le résultat du suivant, ce qui se traduit en terme de probabilités.
Plus précisément, considérons I’événement « obtenir la boule blanche numérotée 1 lors des
deux premiers tirages ». Cet événement est I’événement impossible puisque 'expérience
prend fin lors de I'obtention de la premiére boule blanche numérotée 1. On a alors :

p(B{"nB{"7) # p(BT) xp(B7)
I I

0 X

N =
N =

o Sil'on considére que 'expérience ne s’arréte jamais, on peut mettre en place la rédaction

usuelle qui suit pour démontrer : U ~ G (%)
x L’expérience aléatoire consiste en la succession infinie d’épreuves de Bernoulli (tirage
simultanée des deux boules) indépendantes et de méme paramétre de succés p = 3
(correspondant & la probabilité d’obtenir la boule blanche numérotée 1).

x La v.a.r. U est le rang d’apparition du premier succés de cette expérience.

o Il reste & déterminer la probabilité de ’événement C : « ne jamais obtenir la boule blanche

numérotée 1 ». Remarquons tout d’abord :

_ 00
c=U (U==
k=1

En effet, C est réalisé si et seulement si il existe un rang k € N* tel que {U = k} est réalisé.
On en déduit :

P(C) = 1-P(C)
+o00o
= 1-P(U {U=#k})
k=1
- pacd B (car les événements de la famille
= 1= g::l P({U =k}) ({U =k} )keN* sont 2 a 2 incompatibles)

_ 1 1 3 (en reconnaissant la somme d’une série
o 1-1 géométrique de raison 3 € | —1,1])

1
= 1-(1-1] =1-(2-1) =1-1 =0

2
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La probabilité de ne jamais tirer la boule blanche numérotée 1 est nulle.

Commentaire \

On raisonne ici & ’aide de I’événement contraire de C.
On peut aussi raisonner directement sur C' :

P(C)

P(:rjj (v ik})

_ . (d’aprés le théoréme
N N1—1>I-I|rloo P(,Ql v# k}) de la limite monotone)

N

On doit alors calculer IP’( {U # k} ) Les événements constituant cette intersection
k=1

n’étant pas indépendants, il n’y a alors guére le choix : il est nécessaire de raisonner a

I'aide de I’événement contraire. Plus précisément :

P(ﬁ {U;ék}) - 1—1@(]}]1 {Uzk})

On retombe alors sur une démonstration similaire & la précédente. =

\

b) Déterminer la loi du couple (U, Z).

Démonstration.

« Rappelons tout d’abord : U(§2) = N*.
Par ailleurs : Z(2) = N. En effet, lors de 1’expérience, il est possible :

x de n’obtenir aucune paire. Par exemple, si w = ((1,2)), alors Z(w) = 0.
x d’obtenir une seule paire. Par exemple, si w = ((2, 2), (1, 2)), alors Z(w) = 1.
X o

x d’obtenir j paires (j € N*). Par exemple, si w = ((2,2),...,(2,2),(1,2)), alors Z(w) = j.

—_—
7 fois
X ..
o Soit ¢ € N* et soit j € N.
L’événément {U = i} N{Z = j} est réalisé
< L’événément {U = i} est réalisé et l'événement {Z = j} est réalisé

On a effectué i tirages (la 1°*® boule blanche

& . et on a obtenu j paires
numeérotée 1 a été obtenue lors du i°™° tirage) tJ pal

Deux cas se présentent.

x Sit<j,alors: {U=i}Nn{Z=j}=2.

En effet, on ne peut obtenir plus de paires que le nombre de tirages effectués.

Sii<jalors P({U=1i}n{Z=j})=0.

{U =i} N {Z = j}. De tels i-tirages sont constituées de j paires.
Deux cas se présentent.

x Si i > 7, il s’agit alors de dénombrer I’ensemble des i-tirages qui réalisent 1’événement
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— Un i-tirage qui réalise 'événement {U =i} N {Z = j} et qui finit par une paire est
constitué de j —1 paires (2, 2), d’'une paire (1,1) (en derniére position) et de i — j couples
(2,1). Un tel i-tirage est entiérement déterminé par :

1 iti | — 1 pai 2,2 lesi—1 — 1
, 2 po§}t10n des j paires (2,2) sur les ¢ : (z > possibilités,
premiéres places j—1

— 1
Ilya <Z ) tels ¢-tirages.
j—1

— Un i-tirage qui réalise 'événement {U =i} N {Z = j} et qui ne finit par une paire
est constitué de j paires (2,2), d’un couple (1,2) (en derniére position) et de i —j couples
(2,1). Un tel i-tirage est entiérement déterminé par :

la position des j paires (2,2) sur les i — 1 . <z -1

. bilités.
premiéres places j > possibilites

,— 1
Ilya (Z . > tels i-tirages.
J
Ainsi, il y a :
1—1 N i—-1\ (i (d’apres la formule du
j—1 J \y triangle de Pascal)

i-tirages réalisant I’événement {U =i} N {Z = j}.
Comme il y a en tout 4! i-tirages (Card (([[1, 2] x [1, 2]])Z> =4% ona:

P({U=i}n{Z=4}) = &

Siizj, P({U=in{Z=j}) = % <Z>
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Commentaire

« On peut remarquer que pour tout ¢ € N* et pour tout j € [0,17] :

P({U =1 Z =7
P{U:i}({Z:j}) = ({ P({(}]m:{z}) ]})

G- (e ()3
O

1
{U =i} (est réalisé) est la loi B (i, 2).

i € N* et pour tout j € [0,1]) :

P({U=i}n{Z=j}) = P({U =i}) Pry—y({Z = j})

Mais peut-on facilement déterminer Pyrr—; ({Z=3})7
On a envie de rédiger comme suit.

ces ¢ premiers tirages contiennent exactement j paires.

1

d’obtenir une paire).

\.

Cela permet de conclure que la loi conditionnelle de Z sachant (que ’événement)

« Il semble assez naturel, pour la question posée, de définir plutot la loi conditionnelle
et de s’en servir pour définir la loi de couple a 'aide de I'égalité (vérifiée pour tout

— Si {U =i} est réalisé, c’est que la premiére boule blanche numérotée 1 apparait
lors du 7™ tirage. Dans ce cas, I'événement {Z = j} est réalisé si et seulement si

— L’expérience a donc consisté en une succession de i épreuves de Bernoulli (lancer
de piéce) de méme paramétre de succés p = 35 (correspondant a la probabilité

Il manque un argument important pour conclure que l'on a bien affaire & une loi
binomiale : les épreuves de Bernoulli doivent étre indépendantes. Or, on a déja
vu que 'hypothése d’indépendance n’est pas raisonnable puisque 'on considére que
I’expérience prend fin dés la découverte de la premiére boule blanche numérotée 1. n

+00 £
¢) Montrer, pour tout k de N* : P{Z =k}) = > <£) <111) .
{=k

Démonstration.
La famille ({U = ¢} )EEN*

Soit k € N*. D’aprés la formule de probabilités totales :

forme un systéme complet d’événements.

PUZ=1)) = L P({U=001Z=1)

(=1
>k
_ Sru=0n{Z=t}) (ark>1)
l=k

- 206

B+ S P{U=0n{Z=k)
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On a bien : Vk € N*, P({Z = k}) = bl <£> (i)g.

l=k

Commentaire \

« Il n’est pas envisageable de ne pas savoir comment traiter cette question : détermi-
ner une loi marginale a partir d’une loi de couple est une méthode classique qu’il
faut parfaitement connaitre. Seule la 4°™¢ égalité nécessite d’avoir trés précisément
déterminé la loi du couple (U, Z). On rappelle que tout ce qui est écrit de juste sera
comptabilisé aux concours. Une erreur précédente sur la loi de couple ne devrait

pas étre de nouveau pénalisée ici.

o Le résultat étant formulé, cette question nous révéle en ce que l'on était supposé
trouver pour la loi du couple (U, Z). Cela permet de se rassurer quant aux résultats
obtenus précédemment (ou de déceler une erreur qu’on essaiera alors de corriger). O

d) Calculer P({Z = 1}).
Montrer : P({Z =0}) = -

Démonstration.

o D’aprés la question précédente :

= = £ () ()
- 56

1 (en reconnaissant la somme d’une série géométrique
)2 dérivée premiére de raison § € ] —1,1[)

NN
—~
—
|

F-

P({Z=1)) = °

o En reprenant la question précédente :

P({Z=0}) = Ejolp({Uze} N{Z=0})
>0

= Z PH{U =¢} N {Z =0}) (car [1,+oo] N [0, +oo] = [1,+0o0])
-5

()0
B Q-
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1
P({z=0}) = 3
|

o La formule démontrée en question précédente est vérifiée pour tout k& € N*. On
ne peut donc pas 'appliquer en & = 0. Pour obtenir la valeur de ]P’( {Z = 0}) on
cherche dans la démonstration de la question précédente a quel moment ’hypothése
k > 1 a été utilisée. On modifie la fin en conséquence.

« Le fait que cette question demande le calcul de IP’( {Z =0} ) alors que la précédente
consiste a démontrer une formule pour IP’( {Z = k}) avec k € N* doit alerter : le
cas k = 0 est forcément un cas particulier (sinon on aurait écrit directement une
formule pour tout k& € N). Il n’est pas facile de penser a ce cas particulier k£ = 0 lors
de la résolution de la question précédente. C’est pourquoi on traite d’abord le cas
k € N* (le cas qui ne pose pas de probléme).

« Enfin, on remarque que I’énoncé donne la valeur & trouver pour ]P’( {Z =0} ) Cela
permet de repérer qu’on commet une erreur si l'on essaie d’utiliser la formule de la

question précédente lorsque k£ = 0.
\ 7 D

e) En utilisant la formule dite du triangle de Pascal et le résultat de la question 8.¢) pour k = i+1,
justifier, pour tout ¢ de N*, 1’égalité :

IP’({Z:z'Jrl}):%]P’({Z:i+1})+i]P’({Z:i})

Commentaire

L’énoncé de cette question contient tous les éléments permettant de la résoudre. Il
faut s’efforcer de repérer et traiter ce type de questions qui décrivent précisément la
méthode de résolution.

Démonstration.
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Soit 7 € N*. On a alors :

1 1
1 PUZ=i+1h)+ 7 P({Z =1}
i 1 +oo Y/ 1 l 1 +oo /¢ 1 V4 » . . ,
4 6:22'-:}-1 <i+1> (4) + 4 ZZ:i <2) (4) (d’apres la question 3.c))

|
>~ =
~
gt
+LJ8
o~
N
~
+ ~
—_
~~
N
=~ =
~_
~
+
W=
~
It
+LJg
—
N
.
~__
N
| =
~~
o~
+
e
N\
.~
~__
VR
| =
~

IS ¢ + ¢ 1 ‘ + bt i (en regroupant les sommes)
- 1+1 1 4 4 \4 group

1 ‘ (par la formule du
4 triangle de Pascal)

B
~

[l

+

R

I
| =
~
1 +
+LUJg
AN
Y
TN
+ +
—_ =
S~
N
N
N~
o~
+
| =
N

_ 1 —on:o (41 1 ¢ (en remarquant (f_ﬂ) =1
4 = \i+1 4 lorsque ¢ = i)
1+ (4 1\

= 7 Z;;l (z N 1) (4) (par décalage d’indice)
+o0 / 1 ¢

= 50 6)
t=iv1 \1+ 1/ \4

= P{Z=i+1}) (d’apres la question 3.c))

On o bien : Vi € N*, B({Z =i + 1)) = 1 B({Z =i+ 1}) + | PUZ = i}).

Commentaire \

1 1
Dans la démonstration, on commence par 1 P{Z =i+ 1})+Z P({Z = i}) pour former

| =

finalement P({Z =i+ 1}). Il y a deux raisons a cela :
x de maniére générale, on part du plus compliqué pour aller vers le plus simple.

x on manipule, dans la démonstration, des sommes infinies. Ces sommes existent :
on I'a démontré & l'aide de la formule des probabilités totales en question 3.c).
On peut alors regrouper ces sommes en une somme qui existe elle aussi (c’est la
propriété de linéarité des sommes infinies qui le stipule). En revanche, si on part
de P({Z =i+ 1}), il va falloir découper en deux sommes. Pour ce faire, il faudra
démontrer la convergence de ces deux sommes. Il conviendrait alors de travailler &
I’aide de somme partielles (ce qui permet de s’assurer de la bonne existence de tous
les objets) avant d’obtenir le résultat souhaité par passage a la limite.

\. J

f) En déduire la loi de Z.

Démonstration.

« Rappelons tout d’abord Z(Q2) = N.
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1 4
« En question 8.d), on a démontré : P({Z =0} ) = 3 et P({Z=1}) = g
o Soit ¢ € N*. D’aprés la question précédente :
1 1
P{Z=i+1}) = 1 P({Z:i+1})+1 P{Z =i})

Ainsi, en réordonnant :

PUZ=i+1)) = ; P({Z =1})

e~ w

Vie N, P{Z=i+1}) =

Wl
R

P({Z =1})

Wl

P({Z =i}) =

e Par une récurrence immédiate, on a alors :

vie N, P{Z=i+1}) = @) P({Z=1}) = <;> ;

En résumé : Z(Q) =N, P({Z = 0}) :%,P({Zzl}) :get enfin :

VieN'  P{Z=i+1}) = (;) g -

Partie II. Tirages sans remise

Dans cette partie, les tirages se font sans remise dans les deux urnes, jusqu’a ce que les urnes soient
vides. On note X, le nombre de paires obtenues a l'issue des n tirages.

A. Etude de cas particuliers

4. Déterminer la loi de Xj.

Démonstration.

La v.a.r. X; compte le nombre de paires obtenues & l'issue d’1 tirage dans des urnes contenant
seulement 1 boule. Lors de ce tirage, on obtient forcément le couple (1,1) qui est une paire.

Ainsi, la v.a.r. Xy est constante égale a 1.

On a notamment : X1(Q) = {1} et P({X; =1}) = 1. O

5. On suppose dans cette question que n = 2.
Combien y a-t-il de résultats possibles 7 Quelles sont les valeurs prises par Xs 7
On précisera pour chaque valeur prise par Xs, 'ensemble des événements élémentaires permettant
de 'obtenir. En déduire la loi de X5.

Démonstration.
Chaque urne contient deux boules. Ainsi, un 2-tirage est entiérement déterminé par :

x la boule blanche obtenue lors du premier tirage : 2 possibilités.
x la boule noire obtenue lors du premier tirage : 2 possibilités.
x la boule blanche obtenue lors du deuxiéme tirage : 1 possibilité.

x le numéro de la deuxiéme boule noire obtenue : 1 possibilité.

Il y adonc 2 x2x1x1=4résultats possibles.

o La v.a.r. Xs compte le nombre de paires obtenues lors de ces deux tirages.
Deux cas se présentent.
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x Si on obtient une paire lors du premier tirage (par exemple (1,1)), alors il reste deux boules
(une dans chaque urne) numérotées par le méme numéro (les deux boules numérotées 2).
Lors du deuxiéme tirage, on obtient donc forcément une paire.

Dans ce cas, X5 prend la valeur 2.

Plus précisément, Xo(w) = 2 si et seulement si w = ((1,1), (2,2)) ou w = ((2,2), (1,1)).

x Si on n’obtient pas une paire lors du premier tirage, c’est qu’on a tiré une boule numérotée 1
et une boule numérotrée 2. A 'issue de ce tirage, il reste une boule dans chaque urne : 'une
numérotée 1, 'autre numérotée 2.

Lors du deuxiéme tirage, on obtient donc forcément un couple qui n’est pas une paire.

Dans ce cas, X5 prend la valeur 0.

Plus précisément, Xo(w) = 0 si et seulement si w = ((1,2), (2,1)) ouw = ((2,1),(1,2)).

X2 () ={0,2}

Commentaire \

« Il ne faut pas confondre les deux propriétés suivantes.

— La v.a.r. Xy prend la valeur 2 : cette propriété signifie qu'il existe (au moins) un
2-tirage w € ) tel que Xy(w) = 2. Autrement dit :

La v.a.r. Xo prend la valeur 2 & Jw e Q, X(w) =2

— X9 = 2: cette propriété signifie que Xs est la v.a.r. constante égale a 2. Autrement
dit, pour tout 2-tirage w € Q on a : Xs(w) = 2. Autrement dit :

La v.a.r. Xo prend la valeur 2 < Jw e Q, X(w) =2

Certains énoncés (comme ECRICOME 2017) se permettent de confondre ces deux pro-
priétés pour éviter 'introduction des tirages w, objet considérés comme difficile & ma-
nipuler. On peut s’interroger sur I'intérét d’une telle pratique consistant & confondre
la quantification universelle (V) et la quantification existentielle (3).

o L’énoncé propose de préciser les événements élémentaires permettant d’obtenir cha-
cune des valeurs de X5. Rappelons qu'un événement élémentaire est un événement
constitué d’un seul tirage w. Il faut donc comprendre qu’on demande les tirages w
qui permettent & X9 de prendre la valeur étudiée. Autrement dit, il est demandé
d’exhiber, dans le premier cas, les tirages w qui réalisent I'événement {Xo = 2} et,
dans le deuxiéme cas, les tirages qui réalisent {Xo = 0}.

\. J

o Chacun des 4 tirages possibles étant équiprobables, on en déduit :

P({X2=2}) = 2 = o B({X2=0)) = > = _
On en conclut : X5(Q) = {0,2}, P({X2=0}) = % =P({X2=2}).
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Commentaire

Le fait que X5 ne prenne que deux valeurs ne signifie pas que X9 suit une loi de Bernoulli.
L’ensemble image d’une v.a.r. X suivant une loi de Bernoulli est X (€2) = {0, 1}.
Ainsi, X5 ne suit pas une loi de Bernoulli. O

B. Etude du cas général

On se place dans le cas ot n est un entier naturel non nul.

6. a) Décrire 'univers () des événements observables.

Démonstration.
o Les deux urnes contiennent des boules dont le numéro est dans ’ensemble [1,n].

« Chaque tirage résulte donc en un couple d’éléments de [1, n].
Autrement dit, le résultat d’un tirage est un élément de [1,n] x [1,n].

o Les tirages étant effectués sans remise, 2 est constitué des n-uplets d’éléments distincts de
I'ensemble [1,n] x [1,n].

Q est 'ensemble des n-arrangements de I'ensemble [1,n] x [1,n]. O

b) Déterminer le nombre total de suites de tirages possibles.

Démonstration.
Un n-tirages de €2 est entierement déterminé par :

x le couple obtenu lors du 1°' tirage : n X n possibilités.
(avant le 1°" tirage, chaque urne contient n boules)

x le couple obtenu lors du 2™ tirage : (n — 1) x (n — 1) possibilités.
(avant le 2°™¢ tirage, chaque urne contient n — 1 boules)

X ..

« le couple obtenu lors du n®™® tirage : 1 x 1 possibilités.
(avant le n®™ tirage, chaque urne contient 1 boule)

Il y a en tout :

(nxn)x(n=1)xn—-1)x...x(Ix1) = (nxn—-1)x...x1)° = (a!)?

On en déduit : Card(Q2) = (n!)Q. O

¢) Déterminer ’ensemble des valeurs prises par X,,.

Démonstration.
« Dans le cas n =1, on a démontré X;(Q2) = {1}.
« Dans le cas n = 2, on a démontré X»(2) = {0, 2}.
« Etudions maintenant le cas n > 3.
x siw=((1,2),(2,3),...,(n—1,n),(n,1)), alors X,(w) = 0.

x soit i € [1,n — 2]. Considérons le n-tirage :
w = ((1,1),...,(4,4), i+ 1,i4+2),...,(n—1,n),(n,i))

(i paires suivies de n — i couples qui ne sont pas des paires)
Alors X, (w) = 1.
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x siw = ((1,1),...,(n,n)), alors X, (w) = n.
x enfin, notons que X,, ne peut prendre la valeur n — 1. En effet, si un n-tirage contient n — 1
paires, les deux numeéros non utilisés dans ces paires forment eux-mémes une paire.
Ainsi, un n-tirage contenant n — 1 paires contient donc n paires.
Dans le cas n > 3, X,,(Q) = [0,n — 2] U {n}. 0
Pour tout entier naturel k, on note a(n, k) le cardinal de {w € Q | X,,(w) = k}.
Par convention, a(0,0) = 1.
n
7. a) Préciser la valeur de Y a(n,j).

e« On adonc: )

Commentaire

j=0

Démonstration.

« Comme X,,(Q) C [0,n], lafamille ({X, = j})

je[om] forme un systéme complet d’événements.

On en déduit :

NgE

P({Xn:]}) =1

7=0

« Chacun des tirages étant équiprobables, on en déduit, pour tout j € [0,n] :

Card ( {X,, = ]})

P( (X = ]}) - Card (Q)

n_ Card ({Xn :j})

= 1. Et ainsi :
j=0 Card (Q)

ZnOCard({X —j}) = Card(Q)
=

« Rappelons que si X est une v.a.r. discréte, la famille ({X = :L'}) forme un systéme

zeX (02
complet d’événements, appelé systéme complet d’événements assoceié E’}L }(

o On rappelle de plus que la famille obtenue en ajoutant I’événement impossible @ & un
systéme complet d’événements est encore un systéme complet d’événements (les événements
de cette famille sont encore 2 a 2 incompatibles et leur réunion forme ). Ce résultat est
trés pratique dans les cas ol on n’a pas déterminé précisément ’ensemble X (2) d’une v.a.r.
X discréte. Plus précisément :

XQ)CFE = ({X=ua} )mGE forme un systéme complet d’événements

Dans la question traitée : X,,(Q2) = [1,n] \ {n — 1}.
Ainsi, la famille ({X = j} )j e[\ {n—1} forme un systéme complet d’événements.

La famille ({X = j} )j e[1,n) forme elle aussi un systéme complet d’événements.
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b) Déterminer a(n,n) et a(n,n —1).
Démonstration.
« Tout d’abord, rappelons : a(n,n) = Card ( {X,, = n})
Il s’agit donc de dénombrer les n-tirages réalisant {X,, = n}.
Un n-tirage réalisant {X,, = n} est un n-tirage constitué¢ de n paires.
Un tel n-tirage est entiérement déterminé par :
x la position de la paire (1,1) : n  possibilités.
1 ition de 1 ire (2,2 -
x & po§1 ton de pal.l“fB (2,2) : n—1 possibilités.
parmi les n — 1 positions restantes
X ..
§ la po§1t10n de la paire (n,n) parmi la seule © 1 possibilite.
position restante
Il y a donc n! tels n-tirages.
a(n,n) = Card ({X,, = n}) = nl
« Rappelons maintenant : a(n,n — 1) = Card ({X,, =n —1}).
On a démontré en question 6.¢) que X, ne peut pas prendre la valeur n — 1.
Ainsi : {X,, =n—-1} = 2.
a(n,n —1) = Card ({X,=n—1}) =0 0
8. a) Justifier, pour tout entier j tel que 0 < j < n, 'égalité suivante :
a(n7j) — n a(n—],())
n! i) (n=j!
En déduire la relation : 0
" /n\ a(y,
> <> <j.| ) =n!
5=0 \J J:
Donner l'expression de a(n,0) en fonction des nombres (a(j, 0))0<j<n—1‘
Démonstration.
Soit j € [0,n].
« Il s’agit de dénombrer l'ensemble {X,, = j}.
Un n-tirage réalisant {X,, = j} est un n-tirage constitué exactement de j paires.
Un tel n-tirage est entiérement déterminé par :
n
x les j entiers de [1,n] apparaissant dans les paires : < ) possibilités.
J
x les j positions du n-tirage qui contiennent des paires : < ) possibilités.
J

la maniére dont les j paires sont placées dans les j . 1, s
x . .. )P p J : 4! possibilités.
positions choisies

y le choi?< et la position de's n - j couples qui ne sont pas . a(n—j,0) possibilités. (+)
des paires dans les n — j positions restantes

Il y a donc (‘7) X <]> x jl x a(n — j,0) tels n-tirages. Ainsi :

n n

i) = (2) () statn =50 = (1) S datn = .0
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On a bien :

a(n,j) _ (n) a(n —3,0)

n! i) (n—j)!

(x) Détaillons ce point.

A ce stade, les j paires participant au n-tirage ont déja été choisies. Les couples restants (ce
ne sont pas des paires) sont donc construits a l'aide de n — j entiers de [1,n].

Renumeérotons ces entiers pour les appeler, du plus petit au plus grand : 1, 2, ..., (n — j).
On peut de méme renuméroter les n — j positions restantes.

Il s’agit alors de former n — j couples distincts d’éléments de [1,n — j] qui ne sont pas des
paires. On forme ainsi un (n— j)-uplet d’éléments de [1,n— j] x [1,n — j] constitué d’éléments
distincts et qui ne sont pas des paires. Autrement dit, on forme un (n — j)-tirage qui réalise
I'événement {X,,_; = 0}.

e On a alors :

i n\ a(j,0) i n \a(n—k0) (en posant le changement
= \i) ' = \n—k) (n—k) de variable k =n — j)
n(n\ a(n —k,0)
= Z —5
=0 \k/ (n—k)

Commentaire |

o Détaillons le changement de variable effectué dans cette question.
Considérons une suite de réels (uy,)pen. Alors, pour tout n € N :

n
Uj = upg+ur+...+uUup—1+uUn
=0

J
= Up +Up—1+...+ur +ug

n
= > Unk
k=0

On appelle parfois ce procédé : sommation dans I’autre sens.

o Il faut faire attention aux indices de la somme de départ.
Par exemple, pour tout n € N* :

n—

1
E: Un—k
=0

k

n
IR
j=1

o Enfin
n i 0 n—1 i 0 0
> (n) a(]," ) = (n> a(].,' ) + (n> a(n,' ) (par linéarité de la somme)
j=0 \J J]: 3=0 \J VR n n!
= nl! (d’apres ce qui précede)
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n—1 1.0
Comme <n> =1,ona:a(n,0)=n! [nl—> <n> a(j," )
n j=0 \J J: O

b) Soit k un entier compris entre 1 et n et ¢ un entier compris entre 0 et k — 1.

st et (1) (1) (4 (<) e et
s () ()0

En déduire la valeur de la somme :
k—1 . ; k
J
() ()
jZ:i (=17 (% ;
Démonstration.

Rappelons que l'on choisit k € [1,n] et ¢ € [0,k — 1].
o Tout d’abord :
K (k=i K ()T
(l) <J'—’i> BT () (k=) - (- 1))!
1 !
il (j—)! (k—j)!
! !

T 1l
= i' (] . i)' j' (kﬁ 7 j)' (en multzplzant par %)

- ()0)
Ainsi : Vk € [1,n], Vi € [0,k — 1], <Z> (f) = (’;) <I;:Z>
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Commentaire \

Cette relation sur les coefficients binomiaux peut aussi se démontrer par dénombrement.
Pour ce faire, on considére un ensemble E & k éléments.

(on peut penser & une piéce qui contient k individus)

On souhaite alors construire un couple (P, Q) de parties de E ou P est une partie a j
éléements de E et Q est une partie de P qui contient i éléments (on peut penser a choisir
dans la piece un groupe de j individus qui seront des représentants régionaux et, parmi
ces individus, choisir i représentants nationauz).

Pour ce faire, on peut procéder de deux maniéres.

1) On choisit d’abord la partie P a j éléments de F : (’;) possibilités.

On choisit alors la partie @ a ¢ de cette partie P : (g) possibilités.

(on choisit d’abord les j représentants régionaux et on €élit parmi eux i représentants
nationauz)

z) (I;) maniéres de construire le couple (P, Q).

Ainsi, il y a (
2) On choisit d’abord la partie @ a i éléments de E : (l:) possibilités.

On choisit ensuite j — i éléments dans E \ @ que I'on ajoute a @ pour former P :

(k.:;) possibilités.

(Zm choisit d’abord les © représentants nationaux -qui seront aussit représentants

régionaux- puis on ajoute les j — i représentants régionauz manquants)

Ainsi, il y a (lf) (’;::) maniéres de construire le couple (P, Q).

On retrouve ainsi le résultat.

\. J

e On a alors :

jii 1Y <Z> <];> N jzk::i(_l)j (?) (?:Z) (d’apres ce qui précede)

k) Zk) (1) (k — 1) (car (%) ne dépend pas

( de lindice de sommation j)
kN k=i o (k—1
= () S (=1)t < ; ) (par décalage d’indice)

5 (=1)7 (k - Z) (car (—1)" ne dépend pas

de l'indice de sommation j)

k—i (en reconnaissant la formule
du binéme de Newton)

(&)
= (—1) <k> W (k B Z) 16=0=7 % (=1)7  (en multipliant par 1--9-7 =1)
(0

On a bien : Jzka (—1)7 (Z) (j) = 0.
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. Enfin :
jZk:i(—l)j (‘Z) (lj) = j_j (=1)7 (Z) (j) + (=1)* (’j) (Z) (par linéarité de la somme)
= 0 (d’apres ce qui précede)
On en déduit : Ijz_jzl (—=1)7 (‘Z) (f) = —(=1)k (f) = (=1)k+! (]:) .

9. a) Soit k un entier tel que 1 < k < n.
On suppose que, pour tout entier j compris entre 0 et k — 1, on a les k égalités :

J i o
o0 = 3t ¥ (1) (-t
i=0 \?
Montrer ’égalité :
ko [k ,
a(k,0) = k'Y <> (1)~ 41
i=0 \?
(On pourra utiliser 'expression, pour n = k, de a(n,0) trouvée dans la question 8.a))

Démonstration.

« En question 8.a) on a démontré que pour tout n € N* :

oo = (=5 (7))
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« On a alors :
k=1 /F ; :
ak0) = k(K- ( > a(]‘,O) (eT,L (/zpplzqu?nt la forrmile
= \J/ J précédente a n =k € N*)
k=1 (BN 1 /., J. (5 . (par hypothése de I'énoncé
= | | — —_ —1)77 4!
i (k Jar (g))//(/r EO <z> (=1) Z)) avec j € [0,k —1])
k—1 7 ; o k P
TR T <Z (k‘) (]) (—1)ii i!) (far (]) ne depend'pas'de
j=o Ni—o \J/ \u Vindice de sommation i)
kN (J i S
= k! [k — (7)) (=127l (par définition des sommes doubles)
0<i<j<k—1 \J g
k=1 k=1 [ j o
= k! (K- (Z ( > <) (—=1)7—* i!) (par définition des sommes doubles)
=0 “j=i \J ¢
L N e N AN , (car (—1)7%4! ne dépend pas de
= ! | — —1)
w (k = ((—1)’i ; <j) <z> (=1) )) Uindice de sommation j)
k=14l w1 (K . , .
= k! (K — = (—1)F ; (d’apres la question précédente)
=0 \7
k=1 7k . (car —1 ne dépend pas de
= ! | — (— _1\k—i )
& <k ( 1);% <Z> (=1) Z'> Vindice de sommation i)
k
(g0 e
i=0 \?

a(k,0) = k! (f} (k) (—1)’H’¢!>. 0

i=0 \!

b) En déduire, pour tout entier naturel non nul k, la valeur de a(k,0).

Démonstration.

Démontrons par récurrence forte : Vk € N, P(k) ou P(k):a(k,0) = k! (Z < ) (—1)'“_%'!).

» Initialisation :

o D’une part : a(0,0) = 1 par convention.

« D’autre part : 0! <§03 (0> (—1)0—%!) = <g> (-1)°-0%0! = 1.

i=0 \?
D’ou P(0).
» Hérédité : soit k € N*. (%)
Supposons : Vj € [0,k —1], P(j) (ce qui signifie que la propriété est vraie jusqu’auw rang k—1)
et démontrons P(k).
C’est le cas d’aprés la question 9.a).

k
Par principe de récurrence : Yk € N, a(k,0) = k! (Z <k> (—1)’“‘%’!).
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Commentaire \

« Lorsque l'on procéde par récurrence pour démontrer : Vk € N, P(k), I'étape d’hé-
rédité consiste & démontrer la propriété :

Vk €N, (P(k) = P(k+1))

Cela permettre de comprendre le schéma de rédaction associé & cette étape.

On commence par introduire &k : « Soit k£ € N ».

Puis on démontre I'implication, ce qui se fait & 1'aide du schéma de rédaction sui-
vant : « Supposons P (k) et démontrons P(k + 1) ».

o Lorsque 'on démontre : Vk € N, P(k) par récurrence forte, 'étape d’hérédité est
différente :

VkeN,( (Vje [[0,k]],7>(j)) = P(k+1)>

ce qui peut encore s’écrire :
vk e N, ((vielo.k—11.P()) = P(k) )

C’est cette écriture qui explique la rédaction de la question (x).

o L’énoncé demande de démontrer la propriété pour tout entier k € N*. Evidemment,
en la démontrant pour tout k£ € N on répond convenablement & la question. ]

J

¢) Déterminer ’ensemble des valeurs prises par X,, et exprimer la loi de X,, a I'aide d’une somme.

Démonstration.
« On a déja vu en question 6.c¢) : X,,(Q) = [0,n — 2] U {n}.
« Soit j € [0,n —2] U {n}.

Card ({Xn = j})

P({Xu=d}) = Card(€)

1 . (d’apres la
N a(n. j) question 6.b))

_ 1 ( o <n> a(n—j,O)) (d’aprés la

question 8.a))

nj [ — i (d’apres la
(M > < ) ]> (—1)n—i—t i!) question 9.b)

aveck=n—j€eN)

1 [(nd (—1)F (avec le décalage d’indice
k=(mn—j)—i)
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Exercice

Commentaire \

o On ne se sert jamais dans la démonstration du fait que j est différent de n — 1.
Ainsi, la formule démontrée est aussi vérifiée pour j =n — 1.
On peut le vérifier par le calcul :

n—(n—1) (—l)k B 1 1 (—l)k
(n—1)! EO K (n=1)! ’LZ:O k!

1
= — (1+(-1)) =0
T
Cela correspond a ce que l'on doit trouver car : P({X, =n —1}) =P(2) = 0.

o On peut aussi, & 'aide de ce que l'on a démontré en question 7.b), vérifier par le
calcul que la formule démontrée dans cette question est bien vérifiée pour j =n :

1 ner (-1 1O (=)F
520 Ko m?o k!
1 (=)
T onl0of !
oot Card ({X, =n}) — B({X, = n})
(nl)2 Card(92)

: (EDHEC 2007)

On lance une piéce équilibrée (la probabilité d’obtenir Pile et celle d’obtenir Face étant toutes deux

égales a 5) et on note Z la variable aléatoire égale au rang du lancer ot ’on obtient le premier Pile.

Apreés cette série de lancers, si Z a pris la valeur k (k € N*), on remplit une urne de k boules numérotées
1, 2, ---, k, puis on extrait au hasard une boule de cette urne.
On note X la variable aléatoire égale au numéro de la boule tirée aprés la procédure décrite ci-dessus.

1.

Etablir la convergence de la série de terme général —

llf <;>k (k € N¥).

Démonstration.

« Soit k € N*. Par décroissance de la fonction inverse sur ]0, +0o0] :

<1l.Dou:

i e

() < ()

« On obtient :

x Vk e N*, 0 <

() < ()

_

n
1
x La série ) <2> est une série géométrique de raison 3 € | —1,1[. Elle est donc convergente.

n>1

106



PSI 2022-2023
Mathématiques

. . N o . 1 /1\"
Par critére de comparaison des séries a termes positifs, la série > — 3 converge.
n>1 T

2. Rappeler la loi de Z ainsi que son espérance et sa variance.

Démonstration.
o La premiére partie de I’expérience consiste en la succession d’une infinité d’épreuves de Bernoulli

1
indépendantes et de méme paramétre de succés 3 (correspondant & la probabilité d’obtenir Pile).

o La v.a.r. Z correspond au rang du premier succés de cette expérience.

1
On en déduit : Z ~ @G (2>
o En particulier, la v.a.r. Z admet une espérance et une variance. De plus :

1
2

1-1 ¥ 1

_ 2 _ _ -
R A
2 2 2

3. a) Pour tout couple (i, k) de N* x N*, déterminer la probabilité Py;_j, ({X = i}).

Démonstration.
Soit (i,k) € N* x N*. Deux cas se présentent.
«Sii>k
L’événement {Z = k} N{X =i} est réalisé si et seulement si :
« lors de la premiére partie de I’expérience, on a obtenu le premier Pile au k™€ lancer,
ET

x lors de la seconde partie de ’expérience, on a tiré la boule numéro ¢ parmi les boules
numérotées de 1 a k.

Ceci est impossible si i > k. On obtient donc :
{Z=k}n{X=i}=0
On en déduit :

. P{Z=K}n{x=4}) P
Pizoim({X =i}) = P({Z = k}) - P{z=k}) ’

. Sii<k.

Sil’événement {Z = k} est réalisé, alors la seconde partie de I'expérience consiste en un tirage
uniforme sur k£ boules numérotées de 1 4 k. D’ou :

Puan(X =i)) = 3

sii >k
Finalement, pour tout (i,k) € N* x N*, Pr;_jn({X =i}) =
sii <k

= O
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O
+o0 1 /1\F
b) En déduire : Vi e N*, P{X =i}) = > Z <2> .
k=i
Démonstration.
Soit ¢ € N*.
La famille ({Z = k})ren+ forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :
. +m .
PHX =14}) = k; P{Z =k} n{X =1d})
oo (car : Vk € N*
= Y PU{Z=k})Pn({X =i ’

= ’gl P{Z =k} Przoy({X =i}) + %O P({Z = k}) Py ({X = i})

k=1
1 /1\F1 too /1\ k1
p— —_— —_— 0 J—
F0+ 3 (3)

+o0 1 1 k
- £:0)

Vi e NY, PUX = i}) = f% <1>k

(d’apres la questic
précédente et car

oy

<.
|

X

T =

1
2

k=i k \2 O
+oo +o0 +oo  k 400
¢) On admet dans cette question que > > = > > . Vérifier: ) P({X =1})=1.
Démonstration. =hok= k=L =
D’aprés la question précédente :
400 ) +oo [+o0 1 /1 k
Sex-i = % (25 (5)
i=1 i=1 \ k=i
+oo [k 1 /1\F*
= > > -z (d’apres 'énoncé)
k=1 \i=1 k \2
1 /1\F
_ %}C(;)k (i 1) (cark(2> ne dépend
k=1 =1 pas de la variable i)
+t0 1 /1 k
= == kK
Zx(2)
400 1 k 1
= > () = 21 (car = € | —1,1])
k=1 \2 1—3
= 1
+00
Onabien: Y P{X =i}) =1 .
i=1
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Commentaire

o Le théoréme (hors programme) autorisant I'interversion de sommes, donnée par 1’énoncé, est
le théoréme de Fubini. Il s’énonce comme suit.
Soient K C N et I C N. Soit (ug,i)(k,i)ex 1 une suite de réels.
Sous « réserve de convergence absolue » :

k
o Plus précisément, dans notre cas, on a : K = N*, I = [1,k] et u; ), = % (1> .
On aurait donc effectué la démarche suivante :
1) démontrer la convergence absolue de la série ) u; g
L’ensemble I est fini, on travaille donc ici surl Elfne somme finie (et non infinie) et il n’y a
pas de convergence & démontrer,

2) démontrer la convergence absolue de la série ) Sk, ot S, = > u; .
keK i

3) conclure quant a l'intersersion les symboles Y a l’aide du théoréme de Fubini.

o Notons enfin que c’est ce théoréme qui est & l'origine du théoréme de transfert pour les
couples de v.a.r. discrétes. En effet, I'espérance de la v.a.r. g(X,Y) est donnée par :

EgX,Y) = X ( 2 g(i,j)P({XZi}ﬁ{Yzj})>

€X(Q) \jey(Q)

= 2 (Z 9(i7j)]P’({X=i}ﬂ{Y=j})>

jev(Q) \icz(Q)
i—1
ui est aut I'IS réserve de conver ence abso 1
Montrer ue, pour en ler naturel 7 non n ,on a . X =i}) < | = .
\</
Démonstration.
Soit 7 € N*.

o Soit k € [i, +oo].

Comme i < k, par décroissance de la fonction inverse sur |0, +oo[ :

1 1
- = -
7 k

1 /1\" 1 /1\"
donc - [ = > — | =
7 \2 kE\2
1\* i (1\F
I A > _

e Soit N > i. En sommant les inégalités précédentes pour k variant de ¢ & n, on obtient :

() s v

k=i
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k k
1 1/1

« De plus, les séries ) <> et > — <> convergent. En effet :
=i \2 =i ko \2

k
1 1
x Y <) est une série géométrique de raison 3 €]—1,1[. On a alors :

k>t
Loy @@y iy
= \2) 1-— N-stoo \ 2 I\2

1
2

1/1\"
x d’aprés la question 4.b), la série > — [ =] converge et :

D AN Y E R S
— — — — = =1
k—i k\2 N—+oo = k\2
o En passant a la limite quand N tend vers +o00, on obtient donc :

+oo /1\F +oo 1 /1\F

SO0

k=i \2 k=i k \2

(;) PP((X = i})

1 i—1
Finalement : Vi € N*, iP({X = i}) < <2> .

Commentaire

On rappelle que la convergence des séries en présence est indispensable pour obtenir I'inégalité :

a partir de I'inégalité :

\ D

b) En déduire que X posséde une espérance.

Démonstration.
o La v.axr. X admet une espérance si et seulement si la série > iP({X =i}) est absolument
i>1
convergente, ce qui revient & démontrer sa convergence car c’est une série a termes positifs.
o On sait :

x d’aprés la question précédente :

VieN, 0 < iP{X =i}) < ()1
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x la série > <) est une série convergente. En effet, soit N > 1 :

i>1

1=1 =0

N /1\"! N—=1 /1\*
S (2) = 3 (2) (par décalage d’undice)

1\° 1
Or ) <> est une série géométrique de raison 3 € ] —1,1], donc elle est convergente.

120

Par critére de comparaison des séries a termes positifs, la série Y i P({X = i}) converge.

121

On en déduit que X admet une espérance.

O

¢) Montrer, en admettant qu'’il est licite de permuter les symboles > comme dans la question 4¢) :

Démonstration.

Par définition de I'espérance :

E(X)

E(X) =
- ;“’ iP({X =1})

=K \2 2
+o0o 1 k+1

I
k=1

I

N |
=+
103
RA
N
N | =
N————
ol
N

|

—_
\_/

(par décalage d’indice)
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k-1

1 1

Or la série > k <2) est une série géométrique dérivée de raison 3 € ] —1,1], donc elle est
k>1

convergente. On obtient :

5. a) Utiliser le résultat de la question 5a) pour montrer que X a un moment d’ordre 2.

Démonstration.

o« La v.ar. X admet un moment d’ordre 2 si et seulement si la série Y 2 P({X =1}) est ab-

i>1
solument convergente, ce qui revient & démontrer sa convergence car c’est une série a termes
positifs.
e On sait :

x d’apreés la question 5.a) :

P(X = i}) < (;)

0 < 2PU{X =i}) < z@)_l

1! 1
x La série > i (2> est une série géométrique dérivée de raison B el—-1,1[
i1
Elle est donc convergente.

D’ou :

Par critére de comparaison des séries & termes positifs, la série Y 2 P({X = i}) est conver-
i>1
gente.

On en déduit que la v.a.r. X admet un moment d’ordre 2. O

b) Etablir, alors, toujours en admettant qu’il est licite de permuter les symboles >~ comme dans

la question 4c¢) :

+oo k
E(X?) = ¢ 3 (kDb +1) <;>

Démonstration.
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Par définition du moment d’ordre 2
+o00o
E(X?) = X #P{X =1})

=1
too 400 1 /1\F

= Y2 Y - <) (d’apres 4.b))
i=1 =i k \2
oo [+o0 2 /1\F

- S(E50))
i=1 k=i
400 k 22 1 k

= > — <> (d’apres I’énoncé)
k=1 \i=1 k \2
+o0 1 /1\F < k .2>

= —| = i
k=1 k <2) z;

ot (1)’“ Kk +1)(2k +1)
=1 K\ 2 6
1 £ b

= - (2 1
5 2 (e e+ (3)

E(X2) — lf(kﬂ)(zkﬂ) 1y
6 2 O

c)

d)

Déterminer les réels a, b et ¢ tels que : Vk e N*, (k+1)2k+ 1) =ak(k—1)+ bk +c.

Démonstration.
Soit k € N*.

e D’une part :
(k+1)(2k+1) = 2k>+3k+1

o D’autre part :
ak(k—1)+bk+c = a(k*—k)+bk+c = ak’>+(b—a)k+c

« Par identification, on obtient :

a = 2 Ly« Ly + Ly a = 2
—a + b = 3 — b = 5
c = 1 c = 1

On en déduit : VE e N*, (k+1)(2k+1) =2k(k—1)+5k+ 1.

11
En déduire la valeur de E(X?2) et vérifier : V(X) = 3

Démonstration.
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o D’aprés la question 6.b) :

“+oo

k
E(X?) = éz (k+1)(2k + 1) G)

k=1

S| =

= g?(Qk@%—D—%5k+l)(1>k

=1 2

S RCSIOREHEOREHIC)

| =

e Or:
x tout d’abord :

:f:jk(k—l) (;)k _ :f;kuf_n (;)k (car 1% (1—1) @)1:0)

() ()

X ———— (carée]—l,l[)

— =
—
_ =
=
N—"
w
—_

x De plus :

o +
10g

PT‘
N
N =
~_
S

Il
N =
= +
10g

?T‘
7 N\
N =
~_
El
L

N =
—

=

=
SN—

)

x Enfin :

= — -1 (car%é]—l,l[)

e On en déduit :

1 5 1 4 5 1  8+410+1 19
F(X2) = x4+ °%9294-%1] = 42242 2>+ _ 27
(X7) = g x4t g x2+ex 37376 6 6

19

E(X2) = —

(x5 =2
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o D’aprés la formule de Koenig-Huygens :

19 (3\* 19 9 38-271 11
VX) = E(X) - (EX) = =——(2) = =2-2 = = =
0 =) - e = §-(3) - F-3- 55 - 1
11
V(X)=—
6. On admet le résultat suivant, appelé Inégalité de Bienaymé-Chebychev.
Soit X une v.a.r. qui admet une variance. Alors :
V(X
Ve > 0, P({IX ~E[X]| > <}) < )
. 11
En déduire : P({X > 3}) < 77
Démonstration.
« D’aprés la question précédente, la v.a.r. X admet une variance.
On en déduit, d’aprés 'inégalité de Bienaymé-Chebychev, soit € > 0 :
V(X)
PUIX-EX) 2D < 5
I I
3 = 11 .
P<{‘X—2‘>€}> ? = ng (dapres ﬁ.d))

.Deplus:{X—;)g}c{’X—z‘Za}.

En effet, soit w € {X - ; > E}, alors : X (w) — g > e.

Or € > 0, donc, par croissance de = — |z| sur [0, +oo] :
3
'X(w) — 2’ > lel=¢

X—g 25}.

e On en déduit, par croissance de I'application P :

3 3
> < — = =
P(fr-22) <= ({-3l=4))
Ainsi, par transitivité :
3 3 11
— > < ——| = < ——
P(frsee)) < r({l-dl=e)) < wa

3 3
cOr:dX—S2ep = dX et
Or {X 2 z-:} {X 6+2}

Ainsi, en choisissant ¢ tel que ¢ + 5= 3, on obtient :

c’est-a-dire : w € {
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De plus :
5+§—3 & e= _3_3
2 ST o202
. 11
On en déduit : P({X > 3}) < VE
12 (3)
Enfin :
11 11 11 x4 11 11

12(3)  12x§  12x9  3x9 27

Finalement : P{X > 3}) < —.

7. On se propose de calculer P({X = 1}), P{X = 2}) et P{X > 3}).
) n
a) Ecrire explicitement en fonction de et n la somme Y. zF~! (n désignant un entier naturel non
k=1
nul et  un réel différent de 1).

Démonstration.
Soit n € N*. Soit x € R\ {1}. Par décalage d’indice :

n n—1
Z {L‘k_l — E l‘k
k=1 k=0
Comme z # 1, la somme des termes d’une suite géométrique de raison x vaut :
n_l 1—az"
=
k=0 -
n 1—2z"
k—1
€T =
k;zz:l 1—=z O
n 1 /1\% 3 g
b) En déduire : Vn e N*, >° — | =] =In(2) — / dx.
k=1 k\2 0 1—=z
Démonstration.
Soit n € N*.
o D’aprés la question précédente, pour tout x # 1 :
iazkil _ 1—2" _ o an
=1 1-x l—-2z 1-z
n n
« De plus les fonctions z — ) o1z 1 et T — 1 sont continues sur [0, 5}
k=1 -z -
o Ainsi :
3 o 3 1 z™
/ S bl de = / ( - ) dz
0 k=1 o \I-2z 1-x
Or:

x d’une part, par linéarité de 'intégrale :

[ a (o) - 815 - 2665
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x d’autre part, toujours par linéarité de 'intégrale :

n l 5 n
/ ( 1 -t >dx = /2 1 dx—/ x dx
0 1—1’ 1—IE 0 1—ZL' 0 1—1'

= [-m-a)] - [

D=
D=

1 3 z"
= —ln<1—>+M—/ da
2 0 1—=x

—In (1—2) = —In (;) = —(—-In(2)) = In(2)

On en déduit :

. no1 1 k 2 "
Finalement : ¥n € N*: =In(2) — dx
0

k=1 % 5 ]. — X D
3 zn 1\"
c)Montrer:VnEN*:Oé/ dr< | =] .
0 1 — X 2
xn
En déduire la valeur de lim dz.
n—+oo  Jg 1—=x
Démonstration.
Soit n € N*.
. SOlt T € [0, %]
1
0<z< <
HD
1
donc 0=2—-z>—-
2
1
d’ou 1>21—a> 5
1 (par décroissance de
ainsi 1< <2 1
11—z x — — sur ]0,+o00[)
x
I.n
enfin m”<1 <22" (carx™ =0)
—x
x?’L
On en déduit : 0 < ] < 2z™
-

« Ainsi, par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans I’ordre croissant :

% x" %
Og/ dmg/ 22" dx
o l—=z 0
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e De plus :
1
3 n+1 7? 2 /1\"" z 1 1 /1\"
/2 22" dxr = 2 3: = - — _ 1
0 n+1 ] n+1\2 n+1 2ntd n+1\2
1
Enfin, comme 0 < <1:
n+1

1 1\" n\"
= <
n+1\2 2

[ n
onendéduit:vneN*,0</2 v dx<<1>.
0 1—.'1? 2

« On obtient alors :

n—-+o0o
. 1\" 1
x ngrfoo <2> =0, car 5 € ] —1,1[.
:L.'fl
Ainsi, par théoréme d’encadrement : lim dx = 0.
n—+oo —x 0
d) Etablir alors : P({X = 1}) = In(2), puis donner la valeur de P({X = 2}).
Démonstration.
+oo 1 /1\F
« D’apreés la question 4.b) : P{X =1}) = > Z <2> .
k=1
o De plus, d’aprés la question 8.b), pour tout n € N* :
1
n 1 (1)’“ /2 "
| = = In(2) — dz
k‘z::I k\2 0 1—2z
1 n
Or, d’aprés la question précédente : lim T de= 0. Ainsi :
n—+oo Jo 1—x
+t© 1 /1 k
—| = = In(2) -0
2y <2> 2(2)
On en déduit : P({X = 1}) = In(2).
o D’aprés la question 4.b) :
too 1 /1\F e 1 /1\F 1 /1! 1
PH{X =1}) = | = = (=) —=(= = In(2) — =
o= 236) - Zi6) 16) - e
P({X =2}) = In(2) - »
T 2 O

e) Utiliser les résultats précédents pour calculer P({X > 3}), puis donner une valeur approchée de
P({X > 3}) en prenant In(2) ~ 0,7. Que peut-on en déduire en ce qui concerne le majorant
trouvé a la septiéme question ?

Démonstration.
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o Comme X(92) C N*, la famille ({X =1},{X = 2},{X > 3}) est un systéme complet d’évé-
nements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

P{X =1})+P{X =2})+P{X >3}) =1

On en déduit :

PUX >3)) = 1— (PUX = 1))+ P{X =2})) = 1— (ln(?) +n(2) — ;) _ ; 2 1n(2)

P{X >3}) = g 2 1n(2)

3
D’aprés I’énoncé, on obtient : P({X > 3}) ~ 5 2x0,7 =1,5-1,4 = 0,1.

11
« La majoration donnée par I'inégalité de Bienaymé-Chebychev est 77 ~0,4.

On en déduit que la majoration donnée par la question 7. est trés large.

Commentaire
Ce constat n’est pas étonnant : les inégalités de concentration sont toutes peu précises. ]

Exercice : (HEC 2003)

1. Soit a et b deux réels strictement positifs et A la matrice carré d’ordre 2 définie par : A = <Z Z)

a) Montrer que si a et b sont égaux, la matrice A n’est pas inversible.

Démonstration.
Tout d’abord :

det(A) = det<<g Z)) — P

Si a = b alors det(A) = a® — a® = 0 et ainsi A est non inversible. O

b) Calculer la matrice A% — 2a A.
En déduire que, si a et b sont distincts, la matrice A est inversible et donner la matrice A™1.

Démonstration.
o Tout d’abord :

42— (@ b\(a b) _ a®+b> ab+ba
T \b aJ\b a) T \bat+ab V2 +d?
o Ainsi :

2 32 2 2 2
2 _ fa*+D 2ab _(2a® 2ab\ _ (b°—a 0 22
A 204 = < 2ab a2+b2> (2ab 2a2> - < 0 62a2> o (b a ) Iy

A2 —2a A= (12 —a?) I
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o Remarquons alors :
¥-a>=0 e (b-—a)(b+a)=0 < a=b 0U a=—b

Or, comme a > 0 et b > 0, alors : a # —b.

On en déduit : 2 —a?2 =0 < a=0b.

« Supposons alors a # b. D’aprés le point précédent : b2 — a? # 0.
D’apreés ce qui précéde :

A2 —20A = (B®—d®) Iy

donc A(A—=2al) = (b®—d?) Iy
1
et A<b2_aQ (A—QGIQ)) = IQ (Ca,’[" b2—a2%0)
On en déduit que A est inversible, d’inverse a2 (A —2aly). -

¢) Montrer que les valeurs propres de A sont a + b et a — b.

Démonstration.

« D’aprés la question précédente, le polynome : P(X) = X2 —2a X + (a? — b?) est un polynome
annulateur de A. Or :

PX)=X*-2aX+(a-b)(a+b)=(X—(a—b)) (X —(a+))

Or : Sp(A) C {racines de P}.

Sp(A) C {a—b,a+ b}

« Vérifions que a — b est valeur propre de A :

det(A—(a—b)I2)=det<<a‘(2‘b) a_(z_b)» - det<<lb) Z)) — P =0

Ainsi, A — (a — b) I n’est pas inversible.

Ainsi, a — b est valeur propre de A.

« Vérifions que a + b est valeur propre de A :

det(A—(a+b) I) = det <(“‘(Z+b) a_(’;+b)>> — det <<‘bb _bb>> — (<02 = b = 0

Ainsi; A — (a + b) Iy n’est pas inversible.

Ainsi, a — b est valeur propre de A.

Sp(A) = {a —b,a + b}.
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Commentaire \

« Etant en présence d’une matrice de .#5 (R), on privilégie ici I'utilisation du détermi-
nant. Cependant, on peut aussi rédiger a ’aide d’un calcul de rang. Par exemple :

rg(A— (a+0b)2) =g <<_bb bb>> <2 carCy=—-Cy

e Au vu de la premiére question, introduire un polynéme annulateur est un bon
réflexe. Cependant, on peut faire une démonstration directe.
Détaillons-la. Soit A € R.

A€ Sp(A) < A— X I non inversible
< det(A— A1) =0

det(A—\lp) = det((a;A af)\)>

= (a=2)?=b*=((a—X)—b) ((a—A)+b)
(e 1) (A~ (D)

On obtient bien : Sp(A) = {a — b, a + b}.

)0

a+b 0
0 a—b
inversible et dont les éléments de la premiére ligne sont égaux a 1, vérifiant A = QAQ L.

d) On pose A = <

>. Déterminer une matrice @), carrée d’ordre 2 a coefficients réels,

Démonstration.

o Démontrons tout d’abord que a — b et a + b sont des valeurs distinctes :

at+b=a—-b < 20=0 & b=0

Comme b > 0, on a bien : a — b # a + b.

o Remarquons alors :

1 1
LA (1) — (a+D) (1>
Ainsi, G) est un vecteur propre de A associé a la valeur propre a + b.

De plus, la famille (G)) est libre car constituée uniquement d’un vecteur non nul.

A (_11> — (a—b) (_11>.

Ainsi, (_

11> est un vecteur propre de A associé a la valeur propre a — b.

De plus, la famille <<_11

La famille F = (G) (11» :

x est libre car obtenue comme concaténation de deux familles libres de vecteurs propres asso-
ciés a des valeurs propres distinctes (car a — b # a + b).

« vérifie : Card (F) = 2 = dim (/4,1 (R)).

>> est libre car constituée uniquement d’un vecteur non nul.
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Ainsi, F est une base de .#51(R) constituée de vecteurs propres de A.

En posant () = G _11), on obtient : A = QAQ L. 0

Commentaire

« Les vecteurs propres utilisés dans cette question n’ont pas été déterminés au hasard mais obtenus
par lecture de la matrice A — A I. Par exemple, pour A = a+ b, il s’agit de chercher les vecteurs

U= (5) € Eq1p(A) c'est-a-dire les vecteurs tels que : (A — (a+b)I2) U =0 4, ®- Or:

s = (3 1)) = o = () ()

Pour obtenir le vecteur (O

0) I’aide de cette combinaison linéaire, il faut choisir z = y. En prenant

st £ — v (1)

o Dans la démonstration, on exhibe des vecteurs propres. On obtient ainsi les inclusions suivantes :

Ea+b(A)QVect<<})> et Eab(A):_)Vect<(_11>>

Comme A est carrée d’ordre 2 et posséde 2 valeurs propres distinctes, alors A est diagonalisable.
On en déduit :

dim (Eq45(A)) + dim (E,—y(A)) = dim (21 (R)) = 2
ce qui permet de conclure : dim (Eq45(A)) = 1 et dim (E,_4(A)) =1 et ainsi de démontrer que
les inclusions ci-dessus sont des égalités.

« On pouvait aussi déterminer les espaces propres E,14(A) et E,_p(A) en procédant par résolution
de systémes linéaires.

\.

e) Calculer la matrice Q! et, & I'aide de la question précédente, calculer la matrice A™ pour tout
entier naturel non nul n.

Démonstration.
1
1

o (1) - 50 1Y

avec det(Q) = (1 x (=1)) — (1 x 1) = —2.

« D’apreés la question précédente : () = < 11). On en déduit :
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e Soit n € N.

ar une récurrence
A" = QAanl (p

immédiate)
= e WOy L)

= ol )

- 5 G )6 L)

_ 1 ((a+b)"+ (a—b)" (a+Db)"— (a—b)”>
2 \(a=b)"—=(a—b)" (a+b)"+ (a—01)"

n_ L ((a+b)"+(@-b)" (a+b)"~(a—b)"
Pour tout n € N, A _2<(a—b)"—(a—b)" (a+b)"+(a—b)">'

O

2. Soit p un réel vérifiant 0 < p < 1 et g le réel 1 — p. On suppose que X et Y sont deux variables
aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (2, &7, P), indépendantes et suivant la méme loi
géométrique de paramétre p.

;(E:})) ;;EZ;) et on note S(w)

(respectivement D(w)) la plus grande (respectivement la plus petite) valeur propre de M (w) et on

définit ainsi deux variables aléatoires sur (€2, <7, P).

Pour tout w de €2, on désigne par M (w) la matrice carrée d’ordre 2 : <

a) Montrer que la probabilité de I'événement {X = Y} est donnée par : P({X =Y}) = 5
En déduire la probabilité de I'événement {w € Q | M(w) est inversible}.
Démonstration.
« Rappelons que comme Y ~ G (p) :
(i) Y(2) =N,
(i) Vk e N, P({Y =k} ) =p(1 —p)* L
o La famille ({Y = k})

pen+ st un systeme complet d’événements.
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Ainsi, par la formule des probabilités totales :
+o0o
P((X=Y)) = 5 B({Y =R)n{X =})

— SRy =R {x =)

(car les v.a.r. X et'Y

N ;—Zo:j P( = k}) 8 P( x= k}) sont indépendantes)

1 - _ (car X ~ G (p)
= 1 — p)k—1 1 _ p)k-1
k;p( p)* ' xp(l-p) et Y ~G(p))
= ;ip (1—-p)* xp(1—p)F (par décalage d’indice)

_ 2 X _ 2\
p* 3 ((1—p)?)
k=0

_ 1 (avec 1 —p # 1
1—(1-p)? puisque p # 0)
1 1 1
2 2 2
¥ —(—2p+p? 2p — p? p(2-p)
. B p
On a bien : IP’({X —Y}) = —.
2—p
o Soit w € .
Dans la question 1., on a considéré une matrice A = <Z Z) avec a > 0 et b > 0.

On a démontré (questions 1.a) et 1.b)) :
A inversible < a # b

Comme X et Y suivent une loi géométrique, elles sont & valeurs dans N*.
Ainsi : X(w) >0 et Y(w) > 0. On en déduit :

Mw) = (;(((Z; )}Z,EZ;) est inversible <& X (w) # Y (w)

et ainsi :
{weN| M(w) est inversible } = {we Q| X(w)#Y(w)} = {X#Y} ={X=Y}
Ainsi :
P({ we Q| M(w) est inversible }) = P ({X = Y})
= 1- P({X = Y})

1P
2—p

2-p)—p _2-2 _ ,1-p
2—p 2—p 2—p

. . 1-p
P({we Q| M(w) est inversible =2 —=
({wen|Mw) N=25-2 .
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b) Calculer la covariance des variables aléatoires S et D.

Démonstration.
e Soit w € Q.
Dans la question 1., on a vu que tout matrice A qui s’écrit sous la forme : A = <(Z Z) avec

a > 0 et b > 0 admet deux valeurs propres distinctes a — b et a + b.

Comme X et Y sont & valeurs dans N* :
x X(w)>0etY(w)>0.
x Y(w)>—-Y(w) et donc : X(w) +Y(w) > X(w) — Y (w).

X(w) Y(w)

Y(w) X (w)> admet deux valeurs propres

On déduit de la question 1. que la matrice M (w) = (
distinctes : X (w) — Y (w) et X(w) + Y (w).

On en conclut : Vw € 2, D(w) = X(w) — Y(w) et S(w) = X (w) + Y (w).

o Rappelons tout d’abord que les v.a.r. X et Y admettent une variance car elles suivent toutes
les deux la loi G (p). Les viar. S = X +Y et D = X — Y admettent chacune une variance
comme somme et différence de v.a.r. discrétes qui admettent une variance.

On en conclut que les v.a.r. S et D admettent une covariance.

e On a alors :
Cov(S,D) = Cov(X+Y,X-Y) (par définition de S et D)

(par linéarité o gauche de

= Cov(X, X =¥) + Cov(¥, X —Y) lopérateur covariance)

(par linéarité a gauche de
lopérateur covariance)

= Cov(X,X)—Cov(X,Y)+ Cov(Y,X) — Cov(Y,Y)

(par symétrie de

= Cov(X, X) = CoetY] + ConX57) — Cov(YY) lopérateur covariance)

(car X etY suivent

= V) -Vy) =0 la méme loi)

Cov(S,D) =0

Commentaire .

Les noms des v.a.r. S et D ne sont pas choisis au hasard :
x la v.ar. S est la somme : S =X +Y,

x la v.a.r. D est la différence : D =X — Y.
C’est une indication de ’énoncé qui permet de confirmer les formules trouvées pour S et D.

—

Ll

¢) Calculer les probabilités P({S =2}N{D =0}), P({S=2}) et P({D =0}).
Les variables aléatoires S et D sont-elles indépendantes ?

Démonstration.
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e Tout d’abord :
(S=21n{D=0} = {X+Y=2}N{X-Y =0} = {X=1}n{y =1}

On en déduit :
P({S=2}n{D=0})

P({X =1}n{Y =1})
= P({X=1}) xP({¥ =1})

= pxp = p

(par indépendance
des v.a.r. X etY)

P({S=2}n{D=0}) =p’

« Ensuite :
{§=2} = {X+Y =2} = {X=1}n{Y =1}

En effet, comme les v.a.r. X et Y sont a valeurs dans N*, alors, pour tout w € €2, on a :
X(w) > 1, Y(w) > 1. Ce qui permet de conclure :
X(w)=1

Xw)+Y(w) =2 & { Vo)1

et démontre ainsi ’égalité d’événements précédente.

P({S=2}) = P{X=1}n{y =1}) = P({S=2}n{D=0}) = p?

o Enfin :
{D=0} = {X-Y=0} = {X=Y}

P({D=0}) = P({X=Y}) = 37

o Il reste alors a étudier si les v.a.r. S et D sont indépendantes. Or :

P({S=2}n{D=0}) = P({S=2}) xP({D=0})

p
& p =p22_p
s 1 = 2?}9 (car p #0)
& 2-p =p
& 2 =2
& 1 =09p

Or, par hypothése, p # 1.
On en déduit : P({S=2}N{D=0}) # P({S=2}) xP({D=0}).

Les v.a.r. S et D ne sont pas indépendantes.
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Commentaire

« Profitons de cette question pour rappeller que deux v.a.r. discrétes U et V sont indépen-
dantes (pour la probabilité P) si :

Vu € U(Q),Yv € V(Q), PUU = u} n{V =v}) = P{U =u}) x PV = v})

Ainsi, U et V ne sont pas indépendantes si :

JueU),IveV(Q), PHU =u} n{V =v}) # PH{U =u}) x PV =v})

C’est donc la définition qui nous permet de conclure que S et D ne sont pas indépendantes.

o Profitons-en aussi pour rappeler le lien entre covariance et indépendance :

U et V indépendantes = Cov(U,V) =0

Généralement c’est la contraposée de cet énoncé qui est utilisée.
Elle permet de démontrer que deux v.a.r. U et V ne sont pas indépendantes.

Cov(U,V)#0 = U etV ne sont pas indépendantes

Ce résultat N’EST PAS une équivalence.
Les v.a.r. S et D illustrent ce point puisque ces v.a.r. :

x ne sont pas indépendantes,
x vérifient Cov(S, D) = 0.

d) Etablir, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 : P({S =n}) = (n — 1) p? ¢" 2.

Démonstration.
Soit n > 2.

o Tout d’abord :
{S=n} = {X+Y =n}

o La famille ({Y =k} )k e+ est un systéme complet d’événements.
Ainsi, par la formule des probabilités totales :

P({X+Y =n}) = :ﬁjp({y:k}m{xwzn})

- SRy =Kn{X+k=n})
k=1

= +z°o P({Y =k}n{X =n—k})
k=1
n—ke X(Q)

+oo

= kZ::lIP’({Y:k}ﬂ{X:n—k})
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o La derniére ligne est obtenue en constatant :

n—keX(Q)=N* 1<n—k E<n-—1
& & s {1<k<n-1
ke [1, +o0] 1<k 1<k
« Ainsi, en reprenant les égalités précédentes :
n—1
P{X+Y =n}) = P({Y =k}n{X =n—k})
k=1
n_l (car les v.a.r. X et'Y
= PY =k}) x P({X =n—k}) sont indépendantes)
S X ~G(p)
— 1— k—1 X 1— n—k—1 (CCW'
k:lp( ) p( D) etY ~G(p))
n—1
= X PA=-p? = (n—1)p*(1—p)"?
=1

Onabien: P({X+Y =n})=(n—-1)p*(1—p)" 2%

Commentaire \

o Il est fréquent, lors de I’étape de restriction des indices de la somme de tomber sur
une contrainte s’exprimant par deux inégalités :

a<i<bET c<i<d of1(a,b,c,d)€(@)4

oit R = RU{—00,+00}. On pourra alors utiliser le résultat suivant :

(a<i<b ET c<i<d) < max(a,c)<i<min(bd)

(a gauche c’est le plus grand élément qui contraint le plus, a droite c’est le plus petit
élément qui contraint le plus)

o On peut illustrer ce propos par une présentation légérement différente de la question

précédente :
n—keX(Q)=N* 1<n—k<+o0 1-n< -k <40
= =

ke 1,400 1<k <40 1<k <+o00

—o<k<n—-1
& {1<k<n—-1
1<k <+
\ JD

2
e) En déduire, lorsque p est égal & —, que la valeur la plus probable de la plus grande valeur propre

des matrices M (w) possibles est 11.

Démonstration.

« Il s'agit de trouver I'entier N > 2 qui maximise P({S=N}) = (N —1)p? (1 —p)V 2.
On réalise alors I'étude la fonction f suivante afin de déterminer si elle admet un maximum :

fram (@-1)p*A-p)* 2 = (z—1)p” exp ((z — 2) In(1 - p))
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o La fonction f est dérivable sur R* commme produit de fonctions dérivables sur R* .
Soit x € RY.

flx) = p?exp((x—2) In(l—p))+ (z—1) In(1 - p)p* exp ((z — 2) In(1 - p))
= (P’ + (= —1)In(1—-p)p?) exp((z—2) In(1—-p))
Comme exp ((z —2) In(1—p)) > 0, la quantité f'(z) est du signe de p* + (z — 1) In(1 — p) p*.
fl2)>0 & pPP+(xz—1)In(1-p)p*>>0
& pP(1+(x—1)In(1-p) >0
& 1+ (x—-1)In(l—p)>0 (car p* > 0)
& (x—1)In(1-p)>-1

o role<- 1 (car, comme 1 —p < 1
In(1 — p) alors In(1 —p) <0)
& <1 1
T _
In(1 - p)
En notant xo = 1 — ————, on obtient le tableau de variation suivant :
In(1 —p)
T 0 10 o 12 +00
Signe de f'(z) + 0 —
f(zo)
‘ A\ Pl \ A\
Variations de f f(10) f(lQ)\

o Il reste alors a estimer la valeur de zg. Pour ce faire, on utilise 'inégalité :

-1
Vo >0, R < In(z) < z—-1
x

- L’inégalité de droite est une inégalité de convexité : la fonction In étant concave, sa courbe
représentative est située en dessous de sa tangente au point d’abscisse 1.

- L’inégalité de gauche se réécrit : Vo > 0, x — 1 < z In(x).
Il s’agit 1a encore d’une inégalité de convexité : la fonction x +— z In(z) étant convexe, sa
courbe représentative est située au dessus de sa tangente au point d’abscisse 1.

En prenant cette double inégalité en x = 1 — p > 0, on obtient :

———— < IWh{l-p < -p

|

b
—_
—_

S 1 (car la fonction inverse est
p In(l—-p) =~ p croissante sur |0, +00[)

1—p 1 1
et A
P In(1 - p) P

1+-—2 < 1 <14l

h In(1—p) P
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2
. Pourp:ﬁ,ona:

1— 1 1 21 1 1 23
1+—p:1+——1:7:— et 1+-=145=>
P P 57 2 P 5 2
21 23
Ainsi:10<?<l‘o<?<12

La fonction f est :
x strictement croissante sur [0, 10]. Ainsi : Vo € [0,10], f(z) < f(10).
x strictement décroissante sur [12, +oo[. Ainsi : Vz € [12,+o00|, f(z) < f(12).

L’entier N > 2 qui maximise la valeur de f(NN) est donc 10, 11 ou 12.

« Remarquons enfin :

f(10) < f(11) < 9p* (1 —p)® <10p* (1 —p)?

& 9<10(1—p) (car p> >0 et (1 —p)8>0)
9 _19
10 21

& 9Ix21<10x19

< 189 < 190

Et, de méme :

f(12) < f(11) & 11p* (1 —p)'? <10p* (1 —p)?

& 11(1-p) <10 (car p* >0 et (1 —p)? >0)
19 _10
21 11

& 19x11<21x10

& 209 < 210

On a donc : f(10) < f(11) et f(11) > f(12).

2
Lorsque p = T la valeur la plus probable de la plus grande valeur propre des matrices
M (w) possibles est 11. O

Exercice : (ESSEC I 2013)

Toutes les variables aléatoires de ce probléme sont définies sur le méme espace probabilisé (2, &7, P).

Introduction

On s’intéresse dans ce probléme & la détermination de lois de probabilité composées qui interviennent
en particulier dans la gestion du risque en assurance et en théorie de la ruine. On étudie le modéle
suivant :

e le nombre de sinistres & prendre en charge par une compagnie d’assurances sur une période donnée
est une variable aléatoire N & valeurs dans N ;
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« les coiits des sinistres successifs sont modélisés par une suite de variables aléatoires (Ug)gen+. On
suppose que les variables U sont & valeurs dans N, indépendantes et identiquement distribuées, et
sont indépendantes de IV ;

n

o On pose, pour tout n € N*, X, = > Uy et X est la variable certaine de valeur 0;

k=1

o la charge sinistrale totale pour la compagnie d’assurance sur une période est donnée par la variable
aléatoire X définie par :

N
X=> Uk
k=1
et I'on précise que X = Xy =0 si N prend la valeur 0. On dit que X suit une loi composée.
« Pour tout entier naturel j, on pose p; = P{N = j}), ¢; = P{U1 = j}) et rj = P({X = j}).

Partie I — Des exemples
Dans cette partie I, on suppose que les variables Uy suivent la loi de Bernoulli de parameétre p, ou p
est un réel de l'intervalle |0, 1[.

1. Pour n dans N*, quelle est la loi de X, ?

Démonstration.
Soit n € N*.
La v.a.r. X,, est une somme de n v.a.r. indépendantes de loi B (p), c’est-a-dire de loi B (1,p).

Par stabilité de la loi binomiale : X;, ~ B (n,p).

Commentaire \

On rappelle la propriété de stabilité de la loi binomiale :
Soit X, ..., Xj des v.a.r. indépendantes telles que Xy ~ B (ny,p), ..., Xk ~ B (ng, p).
Alors :

k k
=1 =1

+00
2. Pour tout entier naturel j, établir : r; = > P({X,, = j}) pn.
n=0

Démonstration.
La famille ({N = n}),en forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par la formule des probabilités totales, pour tout j € N :

o= B(X=7}) = 5 PUN=n}n{X=j}

n=0
= ﬁp({N:n}m{éUkzj})
= ﬁp({N:n}m{éUk:j})
- ::ZOZIP({N:n}ﬂ{Xan})

(car les v.a.r. N et X, sont
indépendantes par lemme des coalitions)

_ *f; P({N =n}) x P({X, = j})

= S b X B({(Xn = )

n=0
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+o00
Vi €N,y = 3 PU{Xa = jDpn

Commentaire

o Détaillons 'utilisation du lemme des coalitions.

x D’aprés I’énoncé, toutes les v.a.r. de la suite (Ug)ren+ sont indépendantes de N.

En particulier, pour tout n € N*, les v.a.r. Uy, ..., U, sont indépendantes de .
n
x Donc, par le lemme des coalitions, pour tout n € N* la v.a.r. > Uy est indépendante de N.
k=1

« D’aprés I’énoncé, la variable aléatoire N est « & valeurs dans N ». Cela signifie exactement :
N(Q) C N (et non N(2) =N).

e On ne peut donc pas considérer de plus petit systéme complet d’événements que la famille
({N = k})ken. On rappelle que ceci est licite car on autorise un systéme complet d’événements
& contenir ’ensemble vide. 0

\.

J

3. Dans cette question 3., on suppose que N suit la loi binomiale de paramétres m, entier naturel, et
7, réel dans ]0, 1[. Soit j un entier naturel.

a) Justifier que r; = 0 si j > m.

Démonstration.
« Pour tout k € N*, Uy, ~ B(p). Donc Ui(22) = {0,1}.
« De plus, N ~ B (m,n). Donc N(2) = [0, m].
e« Or: X = g: Uy.
On en dédku:i% :
x au minimum, la v.a.r. X prend la valeur 0,
x au maximum, la v.a.r. X prend la valeur m x 1 = m.
Ainsi : X(Q) C [0,m].
« Dong, si j > m, alors : {X =j} =@. D’ou:

r = PUX =j}) = B(®) = 0

Pour tout j >m : r; = 0.

b) Etablir que pour tout j € [0,m] : rj = > <n> P (1—p)nd (m) 7 (1 — )™,
J n

n=j

Démonstration.
Soit j € [0, m].
La famille ({N = n}),cfo,m] forme un systéme complet d’événements.
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En procédant de la méme maniére qu’en question 2., on obtient :

o= nijo P({X, = /) P({N = n})
- S P({Xa = jHPUN = n})
n=20
J € Xn()
n P({X, = =) (car si j ¢ Xn(2)

alors {X, = j} = 2)

— ¥ PUX. = PN = n})

n=j

La derniére ligne est obtenue en constatant :

n € [0, m] 0<n<m 0o<n<m j<n<m
jeXn(2)=[0,n] < 0<j<n < ¢ j<n =
j € [0,m] J € [0,m] j €[0,m] j €[0,m]

On en déduit :

NE

P = ) BN =n})
(o= (R)ra-mm g

=3 (wa-pr (D)o

n=j

ry =

3
Il
<

I
=

3
Il
<

<
m
=
o
3
=
&j

) )

Commentaire .

o En question 2., on savait seulement : N(Q2) C N. Le meilleur systéme complet
d’événements que nous pouvions considérer était donc ({N = n}),en (contenant
potentiellement plusieurs fois ’ensemble vide).

o Ici, d’aprés la question précédente, nous pouvons considérer le systéme complet
d’événements plus précis ({N = n})neqo,m]-

\ 7 D
n\ [m m\ [(m—]
¢) Vérifier que pour tous entiers j, n, mtelsque 0 < j<n<m: < ) ( > = < > ( ‘7>
J n J n—J
Démonstration.

Soit (j,n,m) € N? tel que 0 < j < n < m.

(?) (73) B j!(n%ij)! wnT!—n)! N j!(n—j?!ﬂ(m—n)!

e D’une part :
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o D’autre part :

() (0=3) = " i

i) \n—j

=gt (=) ((m=7) = (n=7)!  j'n=j)(m=—n)

Ainsi, pour tout (j,n,m) € N tel que 0 < j <n < m <”> <m) _ (m> (m ‘?).
J n J n—7

Commentaire \

La relation sur les coefficients binomiaux peut aussi se faire par dénombrement.

Pour ce faire, on considére un ensemble /' & m éléments.

(on peut penser & une piéce qui contient m individus)

On souhaite alors construire une partie P a n éléments de cet ensemble contenant j
éléments distingués (on peut penser a choisir dans la piece un groupe de n individus
dans lequel figurent j représentants de ces individus).

Pour ce faire, on peut procéder de deux maniéres :

1) On choisit d’abord la partie & n éléments de E : (T:) possibilités.

On distingue ensuite j éléments de cet ensemble P : (7;) possibilités.

(on choisit d’abord les n individus et on €lit ensuite j représentants de ces individus)

?) (73) maniéres de construire P.

2) On choisit d’abord, dans F, les j éléments & distinguer : (T) possibilités.

Ainsi, il y a (

On choisit ensuite n—j éléments dans E/, pour former P, en y ajoutant les j éléments
précédents : (7'"7) possibilités.
(on choisit d’abord les j représentants puis on leur adjoint un groupe de n — j

individus)
Ainsi, il y a (T]”) (Z‘:]] ) maniéres de construire P.
On retrouve ainsi le résultat. -
, . . m L m=J m — j 1 m—j—~
d) En déduire, pour tout j € [0,m] : rj = ( . | (pm)? > ’ (1=p)m) (1 —m)m—i-t
J £=0
Démonstration.

Soit j € [0, m].

r; = é ?)pj(l— )i (’Dwnu—w)mn (d'aprés 3.b))

77.1 m _t? pj(l _p)n—j (1 — 7)™ (d’apreés 3.c))
nmj \J /) \n—j
. mom—g i _
<j E(nZ)a-prima-n
_(m Mg fm— NE 0 (1 M) (avec le décalage
B <j pﬁe:o( 14 >(1 pya (1 =m) d’indice L =n — j)
.. m—Jj — -
_ (m pj ol <m .7> (1 _p)é ﬂ.E (1 o ,n.)m—]—f
J =0 ¢
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On en déduit, pour tout j € [0,m] :

rj = <?> (p)? mf <m€_]) (1=p)m) (1= m)mi=t,

O

e) Montrer finalement que X suit une loi binomiale et préciser ses paramétres en fonction de m, p
et .

Démonstration.
« D’apres la question 3.a) : X(92) C [0, m].
« Soit j € [0,m]. D’aprés la question précédente :

o= <T> (pm)! g (mé_j> (A=p)m) (1 —m)ym=t
- (T) (pm) (1 —p)m+ (1 —m)"™ gfsgnifx%ttﬁ)
- (D) prvemprio
= (") om @ pmym

On en déduit : X ~ B (m,p).

O

4. On suppose dans cette question 4. que N suit la loi de Poisson de parameétre A, réel strictement
positif.

a) Montrer que pour tout entier naturel j, on a :

(Ap)J 1o 1 '()\(1 _p))n*j

e .
! ]! n=j (n_])

Démonstration.
Soit j € N. D’aprés la question 2. :

“+o00
rj = Z::OP({Xan})pn

_ 2“’0 P({X, = j}) PN = n})

— Y P{Xa=jhPUN=nD+ % S A
n=20 "
Jj € Xn()

= 3 P{X, = ) BN = n})
n=j

Comme X ~ B(n,p) d’apres la question 1., alors X,,(2) = [0, n].
Donc la derniére ligne est obtenue en constatant :

n € [0, +oof 0<n 0<n j<n
jEeXn()=[0,n] < 0<j<n & (¢ j<n &
jeN jE 7 €N jeN
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On en déduit :
no= 5 B({Xe = ) BUN = n))

EECNOW LA (car X, ~ B (n,p)
= (y’)p](l_p) T aN~P )

_ —A X (n i _ \n—j\n
- 9 E(f)qt -0

o ("Y1 M 11
BN R TN ) T S R ()T

On obtient : N
ri o= e ApJ =~ — (1 —p)" i\
_ i 1 n—j \(n—j)+j
= L (1 — I \(n—=3)+j
.7! n=j (n_])'( p)

(6] ; 3
it s (n—j

TP

y(Ap) e 1 _\ni
S e

Finalement, pour tout j € N:r; =e™

b) En déduire que X suit une loi de Poisson, et préciser son paramétre en fonction de p et A.

Démonstration.

« Pour tout k € N*, Uy, ~ B(p). Donc : Ux(Q2) = {0,1}.
De plus, comme N ~ P (A) : N(©2) =N.

La v.a.r. X s’écrit comme une somme de v.a.r. a valeurs entiéres. On en déduit : X (©2) C N.

« Soit j € N. D’aprés la question précédente :

ry = €

J +oo 1
= (/\jzlj) ZZ:O a (A1 - p))g (avec le décalage d’indice £ =n — j)
(Y A(1=p) (car on reconnait la série exponentielle
= et —=—e
4! de parameétre X\ (1 —p))

_ (Af) o~ AMA(1-p)

J!
_ (A?‘:)] o= AP

J!

On en déduit : X(Q) ~ P (Ap)
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Partie II — La loi binomiale négative
On généralise la définition des coefficients binomiaux aux nombres réels en posant, pour tout y réel et

. Y L , Y
tout entier k € N* : = — — t =1.
out entier k € <k> o z‘:o(y i), e (O)

5. La formule du bindme négatif.
Soit ¢ un réel strictement positif, et = un réel de [0, 1].
. ro(z =)
Pour tout entier naturel n, on pose I, = /0 W
On admet le résultat suivant :

1 nofe+k—-1\ 4 c+n
- I,
el (1—z)e k§0< k )x +C< n )

T —1
a) Vérifier que pour tout ¢t € [0,z] : 0 < T3 <z
anrl
T )
En déduire 'encadrement : 0 < I, < m
Démonstration.
« Soit t € [0, z].
—t < 1
0<” <z o 0<z—t<a(l—t) (car, comme t < x <1,

1—t alors : 1 —t>0)

&S 0<or—t<or—at
&S —r<L -t —xat
S x>2t>axt

Or on sait déja : t < x.
De plus, comme z € [0,1[,on a: zt < t.
Le dernier encadrement est donc vérifié.

T —t
Par équivalence : Vt € [0,z], 0 < T <.
« Soit n € N*. Soit ¢ € [0, z].
x—t r—t\" (car la fonction t — t" est
< < < <"
0< 1—¢ 5" < 0" < 1— t) S strictement croissante sur [0, 4+00])

_ \n

U
(x —t)" x" 1
& 0< [ prrert S @ =)ot (cari(l_t)C+1 >0)

Or:t<z.Donc:1—-t>1—=x.
Par stricte croissance de la fonction ¢ — t“*1 sur [0, 400 : (1 —¢)*T! > (1 — 2)¢*!. Ainsi

0 < (x —t)" "
= (1 _ t)n—l—c—l—l = (1 _ ac)c+1

Par croissance de I'intégration, les bornes étant dans I'ordre croissant (0 < z) :

x ($ _ t)n /:v .,L.n
0 < —— dt < —dt
/0 (1— t)enil o (1—x)et
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Donc :
0 <

I < xn/ dt
R C e I
I

n n

€T " x . €T
1—z)H [t], = (1— )t r
o xn—l—l
Ainsi :VnEN*, Oéfn < m

e Si n = 0. On a déja montré : (1 — )t > (1 — 2)°*L. Donc, par stricte décroissance de la

L 1
fonction inverse sur  — — sur ]0, +00] :

Comme t < 1,on a:

Par croissance de 'intégration, les bornes étant dans l'ordre croissant (0 < z) :

1 < 1
1=ttt S (1— )t

1 1
0 < <
A=t = (1 —a)t

* 1 z 1
0 < —— dt < —— dt
/0 (1 _ t)chl /0 (1 _ x)chl

Donc :
0 <

1 X
Iy < — dt
0 (1—z)etl /0

1 T 1
et th = e ?

X

Ainsi . 0<IO< m

Commentaire

On isole ici le cas n = 0, car argument « la fonction ¢ +— t" est strictement croissante

sur [0, 400 » est faux si n = 0. On traite donc ce cas a part.

b) (i) Montrer, pour tout n dans N* : (C+ n) =11 (1 + E)

Démonstration.
Soit n € N*.

k

n k=1
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Par définition du coeflicient binomial :

() -

i
L

((c+n) —1i)

(avec le changement
d’indice k =n —1)

s
?
_|_
i

2l 2
I
(en)

b
Il
—

- <C;”):kil(1+;) .

(ii) Montrer que pour tout réel ¢ positif, In(1 + ¢) < t.

Démonstration.
La fonction f : z +— In(1 4 z) est concave sur | — 1, +00[. Sa courbe représentative est donc
située sous ses tangentes, notamment celle au point d’abscisse 0, droite d’équation :

y = f0)+f(0)(z-0) =2

On en déduit : Vt € | — 1, 4+o0[, In(1 +¢) < ¢t

Commentaire

L’énoncé demande seulement de montrer que cette inégalité est vraie pour tout
t € [0,+o0[. Bien évidemment, celle-ci étant vraie sur | — 1,4o00[, elle l'est en
particulier sur [0, 4o0].

O
. 1
(iti) Etablir, pour tout entier naturel k > 2 : z <In(k) — In(k —1).
no1
En déduire : Yn € N*, % < 1+ In(n).
k=1
Démonstration.
1 1 k 1 k—1
— <In(k) —In(k —1 —<In{—— —<—ln{——
’ n(k) — In( ) & ? n<k‘—1><:>k n< ? )

1
Or, comme k > 2 : % € ] —1,400[.
On peut donc appliquer la question précédente et ainsi la derniére inégalité est vraie.

1
Par équivalence : Vk > 2, z <In(k) —In(k —1).
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Commentaire |

- La démonstration présentée nécessite d’avoir démontré l'inégalité de la question
précédente pour tout t € | — 1, +0o0l.

- On pouvait également utiliser I'inégalité des accroissements finis.
On note g : t — In(¢). On sait :

x g est dérivable sur [k — 1, k],
1
x Vt e k—1,k], z < g (1).
On en déduit, par inégalité des accroissements finis :

1
V(x,y) € [k — 1,k]2, -

p (y—z) <g(y) —g(x)

En appliquant cette inégalité & y = k et x = k — 1, on obtient :

<In(k) —In(k - 1)

T =

- On pouvait également procéder par intégration.
1 1
Tout d’abord : Vt € [k — 1, k], z < n

Par croissance de 'intégration, les bornes étant dans 'ordre croissant (k — 1 < k) :

1 ko
- < / ~dt
k pop 1

[n(t)] = In(k) —In(k - 1)

\. J

e Soit n € N*.

On somme l’'inégalité précédente pour k variant de 2 & n. On obtient :

mn

3 % < 3 (k) —In(k — 1))
k=2 k=2

In(n) — Iné]

On ajoute 1 de chaque coté de I'inégalité :

L |
I+ - < 1+In(n)
k=2 k
I
L |
-
k=1 k
no1
Vn e N*, > — <1+1In(n)
k=1 K O

(iv) Montrer que pour tout n dans N* : In ((C N n)) < c¢(1+1In(n)).
n

n—-+oo n

En déduire : lim (C + n> 2"t = 0.

Démonstration.
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e Soit n € N*,
() - o(@0-5) oo
n c
- S (1+7)
< f: % (d’apres 6.b)(ii))
k=1
LA |
< Z
2y
< ol +1n(n)) (d’aprés 6.b)(iii))
c+n
Vn € N*, In << " >> < c(l +ln(n))
e Soit n € N*,

Par croissance de la fonction exp sur R, on déduit de 'inégalité précédente :

<C ; ”) < exp (c(1 + In(n)))

c+n
n

De plus "1 > 0, donc : 0 < ( > 2" < exp(c+ ¢ In(n)) 2" L.

exp(c+cIn(n)) 2" = exp(c+ cIn(n)) exp((n+ 1)In(z))
= exp(c+cIn(n)+ (n+1)In(z))
= exp (c+1In(z) + ¢ In(n) +n In(z))

e <n In() (c—i—ln(x) e ln(n)) . 1>

nln(x) = nln(z

c+ In(x . . ¢ In
A = 0 et, par croissances comparées, lim (

De plus : lim A @) n

n—+oo n In(z)
Ainsi: lim & +In@) | clnn)
n—+oo mln(z)  nln(x)

Comme z € [0, 1], alors In(z) < 0. D’ou: lim n In(z) = —oc.
n—-+00

<c+ In(x) L C In(n) n 1)

nln(z)  nln(z)

+1=1.

On adonc: lim n ln(z)
n——+0o00

— —0OQ.

Par composition par la fonction exp, on en déduit :

lim exp <n In(z) <C+ln(x) | ¢lnm) 1)) ~ 0

n—-00 nln(z)  nln(z)

o Finalement :

x lim 0=0
n—-+o0o
: n+l _
x ngrfoo exp(c+ ¢ In(n))z"™ =0

c+n
Par théoréme d’encadrement : lim < + > 2"t = 0.

n—-+oo n
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O
L c+k—1\ , 3 . oA
¢) En conclure que la série ) A x"” est convergente, et établir la formule du binéme
k>0
négatif :
JFZO:O <c +k— 1) o 1
k=0 k (1—z)e
Démonstration.

o D’aprés I’énoncé, pour tout n € N* :

nofe+k—1\ 4 1 c+n
= - I,
S = e ()

c+k—1 1
Pour démontrer que la série ( * 1 ) x" est convergente et que sa somme vaut (17)0,
k>0 -
on va donc démontrer :
1m_cG+">h:0
n—-+oo n
o Soit n € N*. D’aprés la question 6.a) :
l,n—i—l

0 < In (1 _ $)c+1

On en déduit :
c+n c ct+n
o< o) < = ()
P . - . c+n 1
Or, d’aprés la question précédente : lim " =0.
n—-+o0o n
Ainsi :
x lim 0=0
n——+00
: ¢ CTMY nt1 _
Xngr—&r-loo (1—33)c+1< n )x =0
Par théoréme d’encadrement : lim ¢ <C + n> I, =0.
n——+oo n
c+k—1 T e+ k-1 1
On en conclut que la série ) ( + > z* converge et : > ( + )xk = —.
k>0 k k=0 k (1—=)
[

6. Soit p un réel de ]0,1[ et r un réel strictement positif. Montrer que la suite de nombres (px)ien
r+k—1

définie par p = f (1 — p)kpr deéfinit une loi de probabilité d'une variable aléatoire a

valeurs dans N. On D'appelle loi binomiale négative de paramétres r et p.

Démonstration.

o Comme p € 0, 1], alors :

r+k—1 ,
mz( . )u—m% > 0
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« Montrons que la série ) pp converge et que sa somme vaut 1.
k>0
Soit n € N.

S oo = % <T+:_1> (1—p)Fp" = p kZZZO <T+IZ_1> (1-p)*

On applique la question précédente & c =1 et z =1 —p (on a bien ¢ > 0 et = € [0, 1[. On obtient
. r+k—1
que la série < >(1 — p)* converge et :

k>0 k

too fr+ k-1 1 1

SR I SR N
k=0

On en déduit que la série Y py converge et :
k>0

+oo B 1_1
&Y T

On en conclut que la suite (pg)ren définit une loi de probabilité.

O

7. Si Y est une variable aléatoire suivant la loi binomiale négative de parameétres 1 et p, reconnaitre
la loi de Y + 1.

Démonstration.
Onnote V=Y + 1.
« Tout d’abord, comme Y (2) =N, on a : V(2) = N*.
o Soit k € N*.
{V=k} ={Y+1=k} = {Y =k-1}
On en déduit :

PV =k}) = PR{Y =k—1}) = pe

- : -y :
(1 +(k—1) 1> (1—p)t1ipl (car'Y suit la loi binomiale

k—1 négative de parametres 1 et p)

= 1-p*'p

On reconnait la loi géométrique de parameétre p : V ~ G (p).

8. Espérance et variance.
Soit Z une variable aléatoire suivant la loi binomiale négative de paramétres r réel strictement
positif et p € ]0, 1[.
) r+k—1 r+k—1
a) Montrer que pour tout entier £ > 1 : k ( i > =r ( ko1 >
Démonstration.
Soit k > 1.

e D’une part :

k<r+k—1> k (r+k—1)! _ ¥ (r+k—1)! (r+k—1)

k Mir+k—1—Fk)! " KEk-DIr—10  (k—1!(r—1)
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o D’autre part :

\

Commentaire

<r+k—1> B (r+k—1)! (r+k—1)! (r+k—-1)!

k=1 ) "D rk—1-G-D) T k-Ulrir—11 (k-Di(r—1)

-1 -1
Onendéduit:Vk?l,k<r+: >:T<T—;ﬁl >

La relation sur les coefficients binomiaux peut aussi se faire par dénombrement.

Pour ce faire, on considére un ensemble F & r 4+ k — 1 éléments.

(on peut penser a une piéce qui contient r + k — 1 individus)

On souhaite alors construire une partie P & k éléments de cet ensemble contenant 1 élément
distingué (on peut penser a choisir dans la piéce un groupe de k individus dans lequel figure 1
représentant de ces individus).

Pour ce faire, on peut procéder de deux maniéres :

1) On choisit d’abord la partie & k éléments de E : (H],z_l) possibilités.

On distingue ensuite 1 élément de cet ensemble P : (lf) = k possibilités.
(on choisit d’abord les k individus et on élit ensuite 1 représentant de ces individus)

Ainsi, il y a k (T+Z_1) maniéres de construire P.

2) On choisit d’abord, dans E, une partie a (k — 1) éléments : (H}i;l) possibilités.

On forme alors P en ajoutant & ces k — 1 éléments, 1’'élément & distinguer. Cet élément est choisi
parmi les 7 + k — 1 — (k — 1) = r éléments restants dans E : (]) = r possibilités.

(on choisit d’abord k — 1 individus puis on leur adjoint 1 individu parmi les r restants dans E)

Ainsi, il y a (TZEII) r maniéres de construire P.

On retrouve ainsi le résultat. -

b) Montrer que Z admet une espérance et que l'on a : E(Z) =

r(1—p)
—

Démonstration.

La v.a.r. Z admet une espérance si et seulement si la série Y nP({Z = n}) est absolument
n=0
convergente. Cette série étant a termes positifs, cela revient & démontrer qu’elle est convergente.
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e Soit n € N.
S kP({Z = k})
k=0
= SR T a-wre

k=0
n r+k—1
L G
k=1
n —1
= kE r (T —; g 1 >(1 —p)¥ (d’apres la question précédente)
=1 -
n—1 k
= rp" kZ <r—|]; )(1 —p)ktl (par décalage d’indice)
=0
1—pnzl 1 -1
= r p ((r—i_ )+k )(1_p)kpr+1
D k=0 k
 1-prd B (ou W suit la loi binomiale négative
- ,;::0 PUW =k} de paramétres r + 1 et p)

Or la famille ({W = k})gen forme un systéme complet d’événements. Donc la série T P({W = n})

n=0
converge et sa somme vaut 1.
On en déduit que Z admet une espérance.
De plus :
1—p £ 1—
E(Z) = r—L S PW=k}) = r—L1
P k=0 p
1—
EZ) = r —2
p O
: S _r(l—p)
¢) Montrer que Z admet une variance et que l'on a : V(Z) = ——5—>.
p
On pourra commencer par calculer I'espérance de Z(Z — 1).
Démonstration.
« Lav.ar. Z(Z—1) admet une espérance si et seulement si la série Y n(n—1)P({Z = n}) est

n=0
absolument convergente. Cette série étant a termes positifs, cela revient a démontrer qu’elle

est convergente.
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e Soit n € N.

7

>, k(k -1 P{Z = k})

k=0
— 3 k- D P({Z = k)
n r+k—1
= S a-oe("T T pre
k=2
n kE—1
= p Y (k=1r (T—IE 1 )(1 —p)k (d’apres la question 9.a))
k=2 -
n—1 k
= rp" > k <r—]f€— )(1 — p)k+l (par décalage d’indice)
k=1
1—pndl r+1)+k—1 ,
= L GRS (R LV
P k=1
1—pndd r+1)+k—1
(Y
P k=0
 1-pn B (ou W suit la loi binomiale négative
-7 D ,EO RP(W = k}) de paramétres r + 1 et p)
1
Or, d’aprés la question précédente, la v.a.r. W admet une espérance et E(W) = (r+1) P
p

On en déduit que la v.a.r. Z(Z — 1) admet une espérance.

De plus :

1- 1—
PEowy = ¢ P
b p p

E(Z(Z-1) = (r+1)r (1;?)

E(Z(Z-1)) = r

o D’autre part :
7 = Z2(Z-1)+Z

Ainsi, Z? admet une espérance comme somme de v.a.r. qui admettent une espérance.

On en conclut que la v.a.r. Z admet une variance.

o De plus, par linéarité de ’espérance :

E(Z*) = E(Z(Z-1))+E(Z) = (r+1)r <1pp>2+r 1pp

146



PSI 2022-2023
Mathématiques

Enfin, d’aprés la formule de Keenig-Huygens :

V(Z) = E(Z%) - (E(2))

= (r+1)r

Partie III — Les lois de Panjer

On reprend les notations du début du probléme : la variable aléatoire N & valeurs dans N a sa loi
donnée par pr, = P({N = k}) pour k € N.

On suppose dans toute la suite du sujet que la loi de N vérifie la relation de Panjer : il existe deux
réels a et b, avec a < 1 et a + b > 0, tels que :

b
Yk e N*, pp = (a—l— /<:> Dk—1

On dira alors que N suit la loi P (a,b).

10. Détermination des lois de Pangjer.

k
a) Montrer que pour tout entier k strictement positif, on a : pr, = po [] <a + )
i=1

k b
Démonstration. Démontrons par récurrence : Vk € N*, P(k) ol Pk):pr =po [1 (a + )

b b b
po |1 <a~|—,) = Do <a+> = <a+)p11 =n
i=1 1 1 1
D’ou P(1).

» Hérédité : soit k € N*. .
+1 b
Supposons P (k) et démontrons P(k + 1) (i-e. pr+1 =po [] (a + > ).
i=1 t

» Initialisation :

b
Pr+1 = (a + k:+1> Pk (d’apreés lénoncé)
B b b (par hypothése de
B (a * k> * Po Zl;ll (a + z) récurrence)

Dot P(k + 1).
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7

k b
Ainsi, par principe de récurrence : Yk € N*, pp =po [] (a + )
i=1

b) Dans cette question, on suppose que a = 0.
Montrer que N suit une loi de Poisson de paramétre b.

Démonstration.
e Onadéa: N(Q)CN

. SOlt k? S N*
Si a = 0, alors, d’aprés la question précédente :

o On sait de plus que la famille ({V = k})ken est un systéme complet d’événements, donc :

1= S PUN=k}) = PUN=0)+ S BUN =K}) = po+ 5 me
k=0 k=1 k=1

Or, en reconnaissant une série exponentielle de paramétre b :

+00 +oo  pk +oo pk
Sk = > Pog = Po X o5
P s =1 k!

+o0o pk

= m(Ea) = me

On en déduit : )
1 :po-l-po(e —1)

donc 1 =¢epo
d’ott e b =po

Finalement :
bk
_b e

VkeN, PN =k}) =e™" -

On reconnait une loi de Poisson de paramétre b : N ~ P (b).

Commentaire

D’aprés I’énoncé, la variable aléatoire N est « & valeurs dans N ». Cela signifie exacte-

ment : N(Q) C N (et non N(Q2) =N).

¢) Dans cette question, on suppose que a < 0.

(i) Montrer qu’il existe un unique entier naturel r, tel que : Vk > r, pp = 0 et Vk < 1, pp # 0.
On pourra raisonner par 1’absurde, et supposer les pj tous strictement positifs.

Démonstration.
Raisonnons par ’absurde. Supposons : Vk € N, p;, > 0.
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e Soit k € N. On sait :

b
Pk+1 = <a + k3+1> Pk

On va donc chercher a démontrer qu’il existe un entier kg tel que :

<0

a+k¢0+1

En effet, si c’est le cas, on aura :
x dune part p,4+1 > 0 par hypothese,

x d’autre part, comme pg, > 0 et a +

b b
<0: = < 0.
ko + 1 Pko+1 <a + ko + 1) DPko
Ce qui est absurde.

e On a les équivalences suivantes :

1 a
— <0 & —<-a & — < —=
Tkt k1 F+1 " b
b (par stricte décroissance de la fonction
& k+1>—— ‘ b
a inverse sur |0, +oo[, avec —— >0)
a
b
& k>——-1

b
On choisit alors : kg = {— — 1—‘ pour obtenir la contradiction voulue.
a

On en déduit qu’il existe ig € N tel que p;, = 0.

e On note alors : s =min(i € N | p; = 0).
L’entier s existe car I’ensemble {i € N | p; = 0} est un sous-ensemble de N non vide ('entier
ko appartient & cet ensemble).
Soit k € N. Deux cas se présentent.

x sik <s (i.e. k< s—1), alors, par définition de s : px > 0.

En effet, on sait, par définition de s : p; = 0.
De plus, d’apreés la question 10.a) :

k b s b k b k b
. = po [[la+~=) =po I] la+~ II (e+=) =»s Il a+=) =0
i=1 ? i=1 v) i=s+1 ¢ i=s+1 v

En choisissant » = s — 1, on a bien : Vk <7, pp > 0 et Vk > r, pp = 0.

(ii) Montrer : b = —a(r + 1).
Démonstration.
Par définition de r :
X Dp > O,

X Pr41 = 0.
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b
Or:prq = <a + +1> pr. On en déduit :

donc

dot b= —a(r+1)

b= —a(r+1)

(iii) Etablir que pour tout k € [0,7], pp = (—a)* (;) Do-
1

En déduire que pg = a e
—a

Démonstration.

e Soit k € [1,7]. D’apreés les questions 10.a) et 10.c) () :

Pk = Do lﬁ(@a(r:l)) = po iﬁ1<a<1+’"‘:1>>

k
) r+1—1
k’l“%].*l kzl;ll( )

= () [T = po (o)

r
« De plus : (—a)° < )po = po.

Finalement : Vk € [0,7], pr, = (—a)k (2) Po-

« La famille ({N = k})gen forme un systéme complet d’événements. Donc :

1= ZP({N—k}) <{N—0}>+2P<{N—k}>+ RN = k)

k=r+1
( ) ( )po +0 (d’apres ce qui
k ..

0t précede)
- < % (1))

||M%
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Or :

(d’apres la formule du

_ . r
= (me+]) binéme de Newton)

1

On en déduit : Po = m

Commentaire \

« Dans cette partie, on a seulement l'inclusion : N(2) € N. On ne peut donc pas
considérer de plus petit systéme complet d’événements que la famille ({ N = k})gen.

« On rappelle que ceci est licite car on autorise un systéme complet d’événements a

contenir ’ensemble vide. 0

(iv) En conclure que N suit une loi binomiale et préciser les paramétres en fonction de a et b.

Démonstration.
« Tout d’abord : N(Q2) C N.

« Soit k € N. Deux cas se présentent :

x si k € [0,r], alors, d’apreés la question précédente :

PN =k}) = p = (—a)’“<2>(1_1a)r
- (]: (—a)k<1ia>r
SO0 ()
1 1-a—1 a

D l b' :1_ = fry — .
e plus, on a bien T T T

PUN =k}) = p = 0

On reconnait alors la loi binomiale de parameétres r et — 1 .
—a

¢ On cherche enfin & exprimer r en fonction de a et b.
D’aprés la question 10.¢) (i) :

b b
b=—-a(r+1) & ——=r+1 & ———1=r
a a

Finalement : N~B<—b—1,— a4 )
a 1—-a
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Commentaire

o Rappelons qu'une v.a.r. X est une application X : Q — R.

X(Q) = {X@)|wea)

X et est noté Supp(X)).

n et p si et seulement si :
x X(Q) =[0,n],
b e 0], B =) = (1 )oh(1 -

on trouvera aussi :

x X(Q) CN,
« Vk € [0,n], PUX = k}) = <Z>pk(1 ek
x Vk € [r+ 1,400, P{X =k}) = 0.

\.

Cette question améne une remarque sur la notation X () lorsque X est une v.a.r.

Comme la notation le suggere, X () est 'image de 2 par l'application X.
Ainsi, X () n’est rien d’autre que ’ensemble des valeurs prises par la v.a.r. X :

= {2eR|weQ, X(w)=uz}

« Il faut bien noter que, dans la définition de X (2), aucune application probabilité P
n’apparait. Méme si cela ne correspond pas directement a la définition, il est d’usage
courant de confondre, dans le cas des v.a.r. discrétes, ’ensemble de valeurs possibles de
la v.a.r. X (i.e. Pensemble X (Q2)) et ’ensemble des valeurs que X prend avec probabilité
non nulle (dans le cas ot X est une v.a.r. discréte, cet ensemble est appelé support de

« Ainsi, s’il est fréquent de considérer qu'une v.a.r. X suit une loi binomiale de paramétres

La premiére définition est axée sur I’ensemble image et la seconde sur le support de X.

d) Dans cette question, on suppose que a > 0.

b
. 2+ k
(i) Montrer que pour tout entier naturel k, on a : px = (a ) a® po.

Démonstration.
Soit k € N.
Par définition des coefficients binomiaux donnée en partie II :

b _
Stk 1 k=1 /b ,
( k ) - mI%(H’“‘Z)

(avec le changement

K S \a J d’indice j =k — i)
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On en déduit :

G- () () - (G99 - G

k b LRy
Ainsi:VkGNa pk :po H <a—|—Z> :po(‘l—]: >ak.
=1

(i) En déduire que N suit une loi binomiale négative et préciser ses paramétres en fonction de a
et b.

Démonstration.

o Commencons par déterminer py.
La famille ({N = k})ren est un systéme complet d’événements. Donc :

1= RN =KD = PUN = 0D + & PN =)

() - n(E (1

1 d’apgés 6.c) appliquée a
BEPACES | c=—+letx=a
(1—a)f - )

On en déduit : pg = (1 — a)g‘H.

« Ensuite : N(Q) C N.
o Soit k € N. D’apreés la question précédente :

b b —1
P = (“Zk)ak(l—a)g"'l = <(“+ >k+k )ak(l—a)g"'l

b
On obtient que N suit la loi binomiale négative de paramétres — + 1 et 1 — a.
a

O

11. Montrer que, dans tous les cas, N admet une espérance et une variance, et qu’elles sont données

pm:mNy:$+ti()—uf:;.

Démonstration.
Trois cas se présentent.

esia=0:N~P(b).

La v.a.r. N admet donc une espérance et une variance et :

0+b 0+b
E(N)=b= et VIN) =b= =0

153



PSI 2022-2023
Mathématiques

b
.sia<0:N~B<——1,— a4 >
****** a 1—a
La v.a.r. N admet donc une espérance et une variance.
De plus :
b b b
E(N) = (=21 _a _ +a a _ +a
a 1—a a 1—a 1—a
Enfin :

- () () (o) -

E(N) = 417 eﬂv(z\f)z(fjab)2

b
e sia > 0: N suit une loi binomiale négative de paramétres — + 1 et 1 — a.
a

D’aprés les questions 9.b) et 9.¢), la v.a.r. N admet une espérance et une variance.

De plus :
b
241
E(N) = (alt)a _ II’J_”‘
a a
Enfin : (b )
“+1)a b+a
N pr— a pr—
VN = GTor < doap
a+b a+b

Exercice : (HEC 2002)

On appelle durée de vie d’'un composant électronique la durée de fonctionnement de ce composant
jusqu’a sa premiére panne éventuelle. On considére un composant électronique dont la durée de vie est
modélisée par une variable aléatoire T' définie sur un espace probabilisé (2, .o/, P), & valeurs dans R.
Si F est la fonction de répartition de cette variable aléatoire, on appelle loi de survie du composant la
fonction D définie sur R par :

VteR,, D(t)=1— F(t)=1-PUT < t}) = PUT > t})

Le probléme se compose de deux parties pouvant étre traitées indépendamment.

Partie 1 : Cas discret

On suppose dans cette partie que T est une variable aléatoire a valeurs dans N* qui vérifie, pour tout
entier naturel n, D(n) # 0.

1. Coefficient d’avarie.

Le composant est mis en service a l'instant 0. Pour tout entier naturel n non nul, on appelle
coefficient d’avarie & 'instant n du composant, la probabilité qu’il tombe en panne a l'instant n,
sachant qu’il fonctionne encore & linstant n — 1, ¢’est-a-dire le nombre 7,, défini par ’égalité :

Tp = P{T>n71}({T = n})
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a) Exprimer, pour tout entier naturel non nul n, la probabilité P([T" = n|) a 'aide de la fonction
D. En déduire 'égalité :
D(n—1) — D(n)

™= T D —1)

Démonstration.
Soit n € N*.

« Remarquons tout d’abord que, comme T est & valeurs entiéres :
{T>n-1}={T=n}U{T >n}
Les événements {T' = n} et {T' > n} sont incompatibles. On en déduit :

P({T > n —1}) = P{T = n}) + P{T > n})

\ Ainsi : P{T = n}) = PUT > n — 1}) — P{T > n}) = D(n — 1) — D(n).
e De plus :

P({T >n—-1}n{T =n})
P({T>n—1})

P({T =n})
P({T >n—-1})

P{T>n—1} ( {T = ”}> =

(car{T =n} C{T >n—-1})

D(n—1)—D(n)
D(n—1)

D(n—1)— D(n)
D(n—-1)

Ty =

O

b) On suppose que p est un réel de U'intervalle |0, 1[ et que T suit la loi géométrique de paramétre
p.

(i) Quelle est 'espérance de la variable aléatoire T' 7

Démonstration.

Comme T sui la loi géométrique G (p), la v.a.r. T admet une espérance.
1
De plus : E(T) = —.

e plus : E(T) ’ -

(i) Calculer, pour tout entier naturel n, D(n) en fonction de n.

Démonstration.
Soit n € N.

o On remarque tout d’abord :

P({T > n}) = 1—P({T>n}) = 1-PU{T < n})
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« Par ailleurs, comme 7'(Q2) = N* :

On en déduit :

rr<nh) = (0 (r-1))

& y (car ({T' = i})ieq1,n] est une famille
It PAT =1} d’événements 2 a 2 incompatibles)
n .
= Yp(l-pt (car T ~ G (p))
i=1
n—1 )
= p> (1-p) (par décalage d’indice)
i=0
. 1-(1-pn (en reconnaissant une somme
N 1-(1-p) géométrique de raison 1 —p # 1)
_ 1-(0-p"
p
=1y

Enfin : P{T'>n}) = 1-P{T <n}) =¥Y-Y-(1-p)") = (1—-p)™

On en déduit : Vn € N, D(n) =P({T >n}) = (1 —p)™.
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Commentaire

o Cette démonstration est un trés grand classique des concours.
Il est primordial de connaitre et de savoir démontrer ce résultat :

T~G(p) = VneN, P({T>n})=>1-p)"

1=n+1

On en déduit :

pr>nh) = p( U (r=i)

i=n+1

+oo
= 2 P{T=4

1=n+1

+oo 4
= > p(-p*
i=n-+1

400 .
= p 2 (1-p)

- p (Sa-w-% a-w)

1=0 =0

_ 1 1-(1-p"
- F <1—<1—p> 1—(1—p>>
(1—-p)"
Pr—a-p
_ p(l _pp)n _ (1_p)n

Enfin, pour tout ¢ € N*, on note F; :
On a alors, pour tout n € N :

Et ainsi :
P({T>n}) = P(PLN...N P
= P(ﬁ) X ... X P(ﬁ)
= (I1-p)x...x(1—=p)=

{T>n} = PL N ...

o On peut rédiger légérement différemment. On commence par écrire, comme T’ est & valeurs entiéres :

+o00o
T>np = U (T=1}

(car ({T' = i})iep1,n] est une famille
d’événements 2 a 2 incompatibles)

(car T ~G(p))

(par décalage d’indice)

(en reconnaissant des sommes
géométriques de raison 1 —p # 1)

o Il existe une démonstration encore plus simple. Pour ce faire, on considére une expérience aléatoire
consistant & effectuer des lancers successifs d’une piéce donnant Pile avec probabilité p € |0, 1].
On considére T la v.a.r. qui donne le rang d’apparition du premier Pile. Alors T'~ G (p).

« obtenir Pile au ™€ lancer ».

n P,

(par indépendance
des lancers)

(1—p)

(it) En déduire, pour tout entier naturel n non nul, I'égalité : m,, = p.
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Démonstration.
Soit n € N*.
Din—1)—D
T = (nD(n)_ 0 (n) (d’apres la question 1.a))
( p()l _ p)”(—l P) (d’apres la question 1.b)(ii))
- W 1-(1-p)
W

Vn € N*, m, = p. O

Commentaire \

Dans cet exercice, on considére 1" une v.a.r. & valeurs dans N*.
o Dans la question 1., on a démontré :

T~G(p) = VneN, Pypspy({T=n})=p

On aurait pu établir de la méme fagon :

T~G(p) = VYneN, VYmeN, Pyrey, 1y ({T>m+n}) =p™ =P({T >m})

Cette propriété signifie que la durée de vie restante du composant est indépendante
de sa durée de vie écoulée jusqu’alors (période durant laquelle il a fonctionné sans
tomber en panne). Autrement dit, il n’y a pas de vieillissement ou encore d’usure
du composant électronique considéré. On dit alors que la loi géométrique est sans
mémoire. Cette propriété est adaptée a la simulation de phénoméne sans vieillis-
sement. Cette hypothése peut paraitre surprenante. C’est un cas assez fréquent en
réalité : on peut considérer que les diodes, transistors, résistances, condensateurs
sont sans usure puisque leur usure ne débute que bien aprés la fin de vie de ’'objet
dans lequel ils sont installés.

« Finalement, on a démontré en 1.b) que la loi géométrique est sans mémoire. Le but

de la question 1.¢) est de démontrer que la seule loi discréte sans mémoire est la
loi géométrique. Autrement dit, d’établir la réciproque de la question précédente :

T~G(p) < VneN, P{T>n—1}({T>n}) =p

\ J

¢) Réciproquement, on suppose dans cette question qu’il existe un réel strictement positif o tel que
'ona: VneN* m,=a

(i) Etablir, pour tout entier naturel non nul n, I'égalité : D(n) = (1 — a) D(n — 1).
Démonstration.
Soit n € N*. D’aprés la question 1.a) :

D(n—1)— D(n)
D(n—-1)

Ty —

Comme 7, = a, on en déduit : «D(n — 1) = D(n — 1) — D(n).

158



PSI
Mathématiques

2022-2023

Et en réordonnant, on a bien : Vn € N*, (1 —a) D(n —1) = D(n).

Commentaire

On propose ci-dessous la démonstration qui peut étre utile si
un ordre différent.

l—-a = 1-—-m,
= 1-Pirsp-1y ( {T = n})
= Prony (1T =11)

= Pirsuyy({T <} U{T > n})

= Piron—iy({T < n}) +Prrsp1y ({T > n})

= Piron1y({T >n})

P{T >n—1}N{T >n})
P{T >n—1})

P({T > n})
P{T >n—1})

D(n)
D(n—1)

On peut aussi démontrer cette égalité sans avoir le résultat de la question 1.a).

I’exercice est présenté dans

(d’apres ’hypotheése
de l’énoncé)

(car T est a
valeurs entiéres)

(car {T < n} et {T > n} son
incompatibles)

(car si {T' >n—1} est
réalisé, alors {T < n} ne les
pas)

(avec P({T >mn —1}) #0
d’apres 'énoncé)

(car {T >n} C{T' >n—1}

&

S

(ii) En déduire que T suit une loi géométrique et préciser son paramétre.

Démonstration.
Démontrons tout d’abord par récurrence : Vn € N, P(n) ou

» Initialisation :

- D’une part : D(0) =P({7 > 0}) =1 car T est a valeurs dans N*.

- D’autre part : (1 —«)? =1.
Dot P(0).
» Hérédité : soit n € N.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. D(n+1) = (1
D(n+1) = (1—a) D(n)

= l-a)(Q-a)m
— (1 _ a)nJrl

D’ou P(n+1).

_ a)n-‘rl)'

(d’apres la question
précédente avec n+ 1 € N*)
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Ainsi, par principe de récurrence : Vn € N, D(n) = (1 — a)™.

Démontrons maintenant que T suit une loi géométrique.

o Par hypothése, T est & valeurs dans N*.

Autrement dit : T(92) C N*.

e Soit n € N*,
On a démontré en question 1.a) :

P({T = n})
(T >n—1})

]P){T>n—1}({T: ”}) = P

On en déduit :
P({T'=n}) = P{T >n—-1}) Pirsp1y({T=n})
= Dn—1)xa«

- (1-a)"'a (d’apres le résultat

précédent avecn —1 € N)

On en déduit : T' ~ G («).

2. Nombre de pannes successives dans le cas d’une loi géométrique.

Un premier composant est mis en service & 'instant 0 et, quand il tombe en panne, est remplacé
instantanément par un composant identique qui sera remplacé & son tour & 'instant de sa premiére
panne dans les mémes conditions, et ainsi de suite.

On suppose a nouveau, dans cette partie, que p est un réel de l'intervalle |0, 1[ et que T suit la loi
géométrique de paramétre p et que, pour tout entier strictement positif i, la durée de vie du i¢™¢
composant est une variable aléatoire T; définie sur (€2, 7, P), de méme loi que T.

Les variables aléatoires T; sont supposées mutuellement indépendantes et, pour tout entier naturel
k

k non nul, on pose : S = > T;.
i=1

(S désigne donc I'instant oti se produit la k°™°¢ panne et le £°™° remplacement)

a) Soit m un entier naturel.
Démontrer par récurrence sur n, pour tout entier naturel n vérifiant n > m, I’égalité :

=)=

n
Démontrons par récurrence : Yn > m, P(n) oa  P(n): Y.
=m

Démonstration.

()= ()

» Initialisation :

- D’ t = =1.
une par j:zrn (m) <m>

1
- D’autre part : <m+ > =1
m—+1

D’ou P(m).
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» Hérédité : soit n > m.

n+1 :
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. > (] ) _ <n + 2>)

j=m \1M m—+1
n+1 ; n ;
J . J n+1
)= (20) )
1 1

= (;—:_ 1) + <n;— ) (par hypothese de récurrence)

 (n+2 (d’apres la formule du

 \m+1 triangle de Pascal)

D’ou P(n+1).

Ainsi, par principe de récurrence : Vn = m, P(n).

b) (i) Déterminer la loi de la variable aléatoire S égale & 11 + T5.

Démonstration.
« Rappelons tout d’abord : T1(02) = T>(2) = N*.

On en déduit : (T1 + T2)(2) C [2, +o0[.

« La famille ({T1 =j} )j e+ €st un systéme complet d’événements.
Soit n € [2,4o00[. D’apreés la formule des probabilités totales :

P({Th+Th=n}) = <§ﬁHﬂ:q}ﬂ{H+B:nD

- Jij[[”({Tl:j}ﬂ{jJrTz:n})
=

+o00
= > P({Ti=jn{=n-j})
Jj=1
n—jGTg(Q)

(car {To =n—j} =2
sin—j¢TxN))

o La derniére ligne est obtenue en constatant :

n—j € Ty() = N* 1<n—j
=
j €1, +o0] 1<
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o Ainsi, en reprenant les égalités précédentes :

n—1

P{Ty + Ty =n}) = P({Ty =j}n{Ta =n—j})

S <
|
=

= P({Ty = j}) xP({Tz =n—j})

J

— nf p(1—p)y~txp(l—pri-t gangi ; (i)(f)

Il
—

n—1

= L/0-p = (-1 (A-p)T

On en conclut : Vn > 2, ]P’({Tl + 15 = Tl}) =n-1)p*(1-—p" =2

Commentaire

o Il est fréquent, lors de ’étape de restriction des indices de la somme de tomber
sur une contrainte s’exprimant par deux inégalités :

a<i<bET c<i1<d of1(0z,b,c,d)€(@)4

oit R = RU {—00, +0co}. On pourra alors utiliser le résultat suivant :

(a<i<bET c<i<d) < max(a,c)<i<min(bd)

(a gauche c’est le plus grand élément qui contraint le plus, a droite c’est le plus
petit élément qui contraint le plus)

e On peut illustrer ce propos par une présentation légérement différente de la
question précédente :

n—jeTr(2) =N 1<n—j<+oc0
=
j € 1,400 1<

\.

n—1

Vn >k, P({Sx =n}) = (k—l

> pr(1—p)*

Démonstration.
Démontrons par récurrence : Yk € N*, P(k)

ou P(k):Vn >k, P({Sx=n})= (n a 1) pF(1—p)nk.

k-1

(car les v.a.r. Ty et Ty
sont indépendantes)

) O

(ii) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel non nul k, la loi de Sj est donnée par :
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» Initialisation :
Soit n > 1.

- D'une part : P({S; =n}) =P({T1 =n}) = (1 —p)"p.

-1 —1
- D’autre part : (n > pl(1—p)t= (n ) p(l—pt=p@1-prt

1-1 0

D’ou P(1).

\.

Commentaire

« Dans la propriété P(k), la variable n apparait sous la portée d’un quantificateur uni-
versel (symbole V). Ainsi, la variable n est une variable muette (on parle aussi de
variable liée) dans cette propriété. Cela signifie qu’on peut renommer la variable n
sans que cela ne change le sens de la proposition mathématique. Ainsi, les proposi-

tions :
n—1

Vn >k, P({Sx =n}) = <k—1

) -t
m—1

et Vm >k, P{Sk=m}) = <k_1

> pr(L—p)mh

ont méme sens et désignent toutes deux P(k) (qui ne dépend que de la variable k).

o Vérifier si la propriété est vérifiée au rang 1 c’est vérifier :

Pl): Vn>=1, P({S1 =n}) = <n ; 1) p(1—p)nt

Cette propriété est quantifiée universellement.
Cela explique que la démonstration de ’hérédité commence par « Soit n > 1 ».

o Il est important de bien comprendre les différences entre ces deux niveaux de variables.
La structure de démonstration de la récurrence doit aider & ne pas mélanger les va-
riables liées (muettes) et libres.

» Hérédité : soit k € N*.

Supposons P(k) et démontrons P(k + 1)

(z‘.e. Vn>k+1, P{Skgr1 =n}) = <” ; 1) pk—l—l (1 _p)n—(k+1)>.

Soitn > k+1.

La famille ({Tj41 = j})

jeN est un systéme complet d’événements.
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D’aprés la formule des probabilités totales :

+oo )
P({Sk11=n}) = Zl P({Th+1 =7} N {Sks1=n})
]:
+oo ) k+1
= E%PHﬂHr=ﬁf7{&+ﬂh4=nH (Skr1 = 2. Ti = Sk +Tey

j= i=1

f@({Tk+1:j} A (S 4+ =n})

+oo

> P({Tk+1 =7} N {Sk
=1

n—j € Si(Q)

”gfp(mﬂ A {S = n—j})

La derniére ligne est obtenue en constatant :

{ n—j e Sp(Q) = [k, +o0f

J € [1,+o0o]

k<n—j
= =
1<y

Ainsi, en reprenant les égalités précédentes :

P({Sk+1=n})

S P({Thes =3} 0 {5 = n—3})

n—k

S B({Ter = 1) < B({Se =0 - 3})

Jj=1

n—j—1

n—k o i
];p(l—p)’ 1><< Lo >p"“(1—p) g

k—1

nz_:k PP (1 — pyrhl i (” —Jj—1
=

nk n—j—1
pFtl (1 _p)n—k—l 5 ( . J , )
i=1 -

j<n—k
1<y

)

(car {S,=n—j} =0
sin—j ¢ Sp(f))

s {1<j<n—k

(car les v.a.r. Ti11 et Sk
sont indépendantes d’apres
le lemme des coalitions)
(car T+1 ~ G (p)

et par hypothese de
récurrence)

(avec le décalage d’indice
b=n—j5—-1)

(d’apres la question 2.a)
avec j L€, m<+k—1 et
n<n-—2)
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Il est & noter que le résultat de la question 2.a) peut étre utilisé car : n—2 > k — 1, inégalité

elle méme vérifiée car n — k > 1.
D’ou P(n +1).

On en conclut : Vk € N*, P(k).

Commentaire \

Détaillons ici l'utilisation de I’hypothése de récurrence P(k). Rappelons :

m—1
P v > B(se=m)) = (72 1) b1t
(on a renommé ici m la variable muette n)
On cherche dans la démonstration la valeur de ]P’( {Sp=n—j} )
Pour ce faire, il faut appliquer la propriété précédente pour m =n — j.
Afin d’étre dans le cadre d’application de cette propriété, il faut alors vérifier :

n—j=k

ce qui est bien le cas (¢f discussion menant a la restriction des indices de la somme). .

J
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