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Couples de v.a. discrétes (DS de 'année 2019-2020)

I. Exercices généraux

Exercice : EDHEC 2019 voie S

Partie 1 : fonction génératrice d’une v.a.r. discréte finie

Dans cette partie, n désigne un entier naturel non nul. On considére une variable aléatoire X prenant
ses valeurs dans [1,n] et on appelle fonction génératrice de X, la fonction G définie par :

VieR, G(t) =3 PUX =k})t*
k=1

1. Calculer G(1).

Démonstration.
Par définition de G, on a :

P{X = k})1¥

M=

G@1) =

o

Sl

1

_ PUX = k) = 1 (car la famille ({X = k})kG[[l,nﬂ forme
1

un systéme complet d’événements)

B
Il

G1)=1 -

2. Exprimer l'espérance de X a l'aide de la fonction G.

Démonstration.

o La v.a.r. X est une v.a.r. finie (car X(92) C [1,n]). Elle admet donc une espérance.

« La fonction G est dérivable sur R car elle est polynomiale (de degré n).
Soit t € R.
n
G'(t) = S P({X=k}) kt""!
k=1

En particulier, pour t =1, on a :

G'(1) = élp({xzk}) k1kl = élkIP’({X:k}) = E(X)

La v.a.r. X admet une espérance. De plus : E(X) = G'(1). O

3. Etablir la relation : V(X) = G”(1) + G'(1) — (G’(l))Q.

Démonstration.

o Lav.ar. X est finie (car X(Q2) C [1,n]). Elle admet donc une variance.
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« La fonction G est dérivable deux fois sur R car elle est polynomiale (de degré n).
Rappelons que pour tout t € R :

Gt) = 3 P({X=k}) k!

k=1
= <Z P({X =k}) kt’f—1> +P({X =1}) x1¢1!
k=2
= (2 P({X =k}) kt’“) +P({X =1})
k=2
Soit t € R.
n (en dérivant terme a terme et
G'(t) = Y P({X=k})k(k—1)th2 comme la dérivée du terme

k=2 constant est nulle)

En particulier, pour t =1, on a :

n (en remarquant que le
G'"(1) = Y k(k—-1)P({X=k}) = X k(k—1)P({X =k}) premier terme de cette
k=1

somme est nul)

N 2 _ - _ (par linéarité de

B kgl F P( x= k}) kgl K P( = k}) la sommation)

_ 2\ _ (a Uaide du théoréme
= E(X) -EX) de transfert)

« Finalement :

G'(1)+G'(1) — (G’(l))2 = (IE(XZ) - M) + ELX) — (E(X))2 (d’apres ce qui précede)

(d’apres la formule de

= E(x?) - (E(X))* = V(X) Keenig-Huygens)

On a bien : V(X) = G"(1) + G'(1) — (G'(1))%.

Commentaire \

Il convient ici de partir de 'expression la plus compliquée, & savoir :

G"(1)+G'(1) - (G"(1))”

afin d’obtenir la plus simple : V(X). C’est une stratégie qui peut étre appliquée a d’autres
situations : il est généralement plus aisé de reconstituer une expression que de la décomposer.

Partie 2 : un résultat d’analyse
noo1
=L

??'M—‘

n
On pose, pour tout n de N* : Z

1

4. a) Justifier que, pour tout entier naturel k£ non nul, on a : Pl <In(k+1)—1In(k) <

| =
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Démonstration.
Soit k € N*. Soit x € [k, k + 1]. Alors :

E < o < k+1

1 1
d - = - > —
one k z k+1

(par décroissance de la
fonction inverse sur 10, +oo[)

Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant (k < k+1) :

k+1 1
/ — dzx
k k

e
g
2

b) Montrer alors : Vn € N*, In(n) +

Démonstration.

o D’aprés ce qui précéde :

1
Vk e N, —— <In(k+1) —In(k) <

E+1

el e

« Soit n > 2. On somme les encadrements précédents pour k variant de 1 an—1 (n—1>1).

T < Y (k- < X -
— S In(k+1)—1In(k)) < -
k=1 k + 1 k=1 k=1 k
S =l (par sommation
— < — < —
done = k+1 In(n) — Inft] S Ak télescopique)
1 ool 1 (par décalage
[N > o< < Iy 1
don kgz ko~ In(n) D <k§1 k:> n d’indice)
enfin up —1 < In(n) < oy — l (par définition
n de uy)

En réorganisant, on obtient bien : Vn > 2, In(n) +

o Il reste & démontrer I'inégalité en n = 1. Or :
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Commentaire .

o Les questions 4.a) et 4.b) sont une illustration d’une méthodologie classique connue sous
le nom de comparaison série-intégrale.

o L’énoncé demande de démontrer l'inégalité & partir du rang 1, ce qui n’est pas trés
commode (le cas n = 1 doit étre traité a part). Ce cas n’est pas d'un grand intérét
pour la suite de I’énoncé et notamment pour la question suivante qui vise & établir un
équivalent de la suite (uy,) (on peut alors choisir n dans n’importe quel voisinage de +00).

=
[

¢) En déduire un équivalent trés simple de u,, lorsque n est au voisinage de +oc.

Démonstration.
Soit n > 2.
1
o En multipliant membre & membre par In(n) > ( l'inégalité obtenue en question précédente,
n(n
on obtient : 1 1
Unp,
1 < <1
* n In(n) In(n) + In(n)
. Or :
. 1
x lim 1+——=1
n——+o00 n In(n)

. 1

Un

Ainsi, par théoréme d’encadrement : lim =
n—+oo In(n)

Autrement dit : u,, ~ In(n).

n——+oo

Commentaire \

e On prend garde de choisir initialement un entier n > 2 afin que la quantité

L soit
In(n)

bien définie (c’est-a-dire tel que In(n) # 0).

no1
« La propriété : > T In(n) est classique. Ce premier résultat est parfois complété
k:1 n—-+4oo

par une étude permettant d’obtenir le début du développement asymptotique de la série
harmonique. Plus précisément, on obtient :

un = In(n)+y+ o (1)
ol v (~ 0,577), appelée constante d’Euler est la limite de la suite (u, — In(n)).
La démonstration la plus usuelle fait intervenir des suites adjacentes et est donc tout a
fait adaptée au programme ECE.

o Généralement, la suite des sommes partielles associée a la série harmonique est notée
(hy). Le choix de ’énoncé de noter :

Uy = Y,

k=1

n n ]_
et hn=> —
= =1 kP

x| =

est donc un peu surprenant.
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5. Montrer que la suite (hy,)pen+ st convergente.

Démonstration.
La série ) — est une série de Riemann d’exposant 2 (2 > 1). Elle est donc convergente.
n

La suite (hy,), suite des sommes partielles associée a cette série est donc convergente.

Partie 3 : étude d’une expérience aléatoire

Dans cette partie, n désigne toujours un entier naturel non nul.

On considére une urne contenant n jetons numérotés de 1 a n (n > 2).
L’expérience aléatoire consiste a préléver tous ces jetons un par un, au hasard, et sans remise.
Pour tout 7 € [1,n], on note A4; la v.a.r. égale au numéro du jeton obtenu lors du ™ tirage.

Pour tout i € [2,n], on dit qu’il y a record & I'instant i si le i jeton tiré a un numéro plus grand
que tous les numéros précédemment tirés.
D’autre part, on convient qu’il y a systématiquement record a l'instant 1.

Enfin, on note X, la v.a.r. égale au nombre de records obtenus lorsque I’on procéde a cette expérience
dans une urne contenant n jetons.
On note alors G, la fonction génératrice de X,,, F,, son espérance et V,, sa variance.

6. Donner la loi de Xj.

Démonstration.

Par définition, la v.a.r. X7 prend la valeur du nombre de records lorsque I’on procéde & ’expérience
dans une urne contenant un unique jeton.

Dans ce cas, on procéde a un unique tirage.

Or, par convention, le résultat du premier tirage est toujours considéré comme un record.

On en déduit que la v.a.r. X; est la v.a.r. constante égale a 1.

Commentaire \

o Il est recommandé de traiter les questions en début de chaque partie. Elles consistent souvent
a se familiariser avec les nouvelles notations et présentent les cas les plus simples a traiter.

o Il est aussi recommandé de prendre le temps de bien lire I’énoncé. Pour donner la loi de la
v.a.r. Xy, encore faut-il savoir ce qu’est cette v.a.r. X;. De maniére générale, il faut bien
comprendre que l'indice ¢ (€ N*) de la v.a.r. X; situe le contexte de I'expérience puisque
la v.a.r. X; mesure le nombre de records lorsque 'expérience est effectuée dans une urne
contenant ¢ jetons.

\.

7. a) Montrer : X, (02) = [1,n].

Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vn € N*, P(n) ou P(n) : X,(2) = [1,n].
» Initialisation :
On l'a vu dans la question précédente : X1(Q2) = {1}.
D’ou P(1).
» Hérédité : soit n € N*.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. Xpy1(2) =[1,n+ 1]).
La v.a.r. X,, 1 corespond au nombre de records lorsque l'on procéde a l’expérience dans une
urne qui contient (n + 1) jetons. Remarquons tout d’abord :
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x qu’il y a au moins 1 record puisque le premier jeton tiré constitue un record par convention.

x qu'il y a au plus (n + 1) records puisqu’au mieux chaque jeton constitue un record.

Xn+1(Q) C [[1,n+1]]

Il reste & démontrer I'inclusion réciproque.
Pour ce faire, étudions deux cas :

x si le premier jeton tiré est numéroté (n + 1) alors il constitue le seul record. En effet, les
autres jetons seront tous numérotées avec un nombre plus petit.

{1} C Xn-l—l(Q)

x sile premier jeton est numéroté 1, il constitue un record et le reste du tirage s’effectue dans
une urne qui contient les jetons numérotés 2 & (n + 1), numéros tous plus grands que 1.
Le nombre de records dans ce cas est :

- le nombre de records obtenus dans une urne qui contient n jetons (ce sont ceux numérotés
dans l'ensemble [2,n + 1]). D’aprés 'hypothése de récurrence, ce nombre de records est
un entier de ’ensemble [1,n].

(pour s’en convaincre, on peut renuméroter 0, 1, ..., n les jetons 1, 2, ..., n+ 1 initiale-
ment contenus dans l'urne; on aura ainsi a considérer le nombre de records obtenus dans
une urne qui contient n jetons numérotés de 1 a n une fois le premier jeton 0 tiré)

- incrémenté de 1 (le premier tirage constitue un record).

On en déduit : [2,n+1] C Xp41(9).

Finalement : [1,n + 1] C X,41(2) et, inclusion réciproque étant elle aussi vérifiée :
Xn1(Q2) = [1,n+1]

D’ou P(n+1).

Par principe de récurrence : Vn € N*, P(n).
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Commentaire \

o La terminologie de I’énoncé « Montrer » et non pas « Justifier » semble appeler a
une démonstration formelle. Le résultat étant donné, on ne peut se contenter d’un
argument du type : « La v.a.r. X, prend au pire la valeur 1, au mieux la valeur n
et peut prendre toutes les valeurs intermédiaires » ne suffira pas a glaner les points
(on paraphrase ici le résultat donné par ’énoncé).

o Il était quand méme possible de procéder sans passer par une récurrence, en expli-
citant des tirages permettant d’obtenir les valeurs annoncées. Plus précisément :

x stw=(n,n—1,n—2,...,1) alors X,,(w) = 1.

x siw=(n-—1nmn-—2...,1)alors X, (w) =2.

x stw=(m—-2,n—1nmn-3,...,1) alors X,,(w) = 3.
X o

xsiw=m—-kn—(k—-1),....,n,n—(k+1),...,1) alors X,,(w) = k.
(on tire les jetons n — k a n dans lordre croissant puis n — (k+ 1) a 1 dans
lordre décroissant)

X ...
x siw=(1,2,3,...,n—1,n) alors X,,(w) = n.

On démontre ainsi : Vk € [1,n], Jw € Q, X,,(w) = k. Autrement dit :

[1,n] C Xn(2)
L ) O

b) Déterminer P({X,, = 1}) et P({X,, = n}). En déduire les lois de X3 et X3.

Démonstration.

o L’événement {X,, = 1} est réalisé si et seulement si on a obtenu un unique record lors de
lexpérience. Ceci n’est vrai que si le premier tirage est le jeton numéroté n (si ce n’est pas le
cas, en plus du record initial il y aura un autre record lorsque n sera pioché). Ainsi :

[X) =1} = {4 = n}
Enfin :

B B B 1 (car lors du 1° tirage, chaque jeton
P( {0 = 1}) o P( {Ar = n}) T n est obtenu de maniére équiprobable)

P({(Xa=1}) = -

o L’événement {X, = n} est réalisé si et seulement si on a obtenu n records lors de l'expérience.
C’est le cas uniquement si chaque tirage améne un record (chaque numéro est plus grand que
tous les numéros précédemment tirés). Ainsi, {X,, = n} est réalisé si et seulement si les jetons
ont été tirés dans l'ordre croissant.

Le seul n-tirage qui réalise {X,, = n} est donc w = (1,2,...,n — 1,n). Finalement, comme
chaque n-tirage de 'expérience a la méme probabilité d’apparaitre, on obtient :

Card ({X,, =n}) 1

P({Xn=n}) = Card(Q) ol

(Q est l’ensemble des m-arrangements, c’est-a-dire des n-uplets d’éléments distincts de ’en-
semble [1,n], qui ne sont autre que les permutations de ’ensemble [1,n])
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Commentaire

P({Xn:n}) = %

Il est aussi possible de présenter cette démonstration a l'aide de la méthodologie classique
consistant a procéder initialement & une décomposition d’événements. Plus précisément :

(X, =n} = -61 (A=} = (A =1}n...n {4, = n}

Ainsi, par la formule des probabilités composées :
]P’( {X,, =n} )
= P({Ai=1}n...n{A, =n})
= P({A1=1}) x P,y ({42 =2}) x ... X Pra,—i3nnfan_=n—13 ({An = n})

1 1 1 1
= - X X - X - = —
n n—1 1 n!
, . s . ) 1
On s’est servi de la propriété : Vi € [1,n], P{Alzl}m...m{Ai,lzz’—l}({Az‘ = z}) =TT

Détaillons ce point.

Si événément {A; =1} N...N{A;_1 =i — 1} est réalisé c’est que l'on a obtenu les ¢ — 1
premiers jetons (dans l'ordre croissant) lors des ¢ — 1 premiers tirages. Dans ce cas, {A; = i}
est réalisé si et seulement si ’on pioche, lors du ™€ tirage, le jeton numéro i dans une urne
qui contient alors n — ¢ + 1 jetons.

On obtient alors le résultat souhaité car chaque jeton a la méme probabilité d’apparaitre.

« D’apres la question 7.a), X2(2) = [1,2].

1
D’aprés ce qui précéde : ]P’( {Xy = 1}) =3
Et comme la famille ({X> = 1},{X, =2} ) forme un systéme complet d’événements :
1 1
P({X;=2})=1-P({Xy=1}) = -5=3

(on peut aussi utiliser : P({Xy =2}) = 3 = 1)

On en déduit : Xo ~ U([1,2]).

« D’apreés la question 7.a), X3(Q2) = [1, 3].

D’aprés ce qui précéde : ]P’( {X3 = 1}) =

D’aprés ce qui précéde : ]P’( {X3 = 3}) =

1
3
1
3!

1

5
Et comme la famille ({X3=1},{X35=2},{X3=3}) forme un systéme complet d’événe-
ments :

P({X5=2})=1—(P({Xs=1}+P({X3=3})) =1— <1+1> _3_1




PSI 2022-2023
Mathématiques

En résumé, la loi de X3 est définie par :
x X3(Q) =1[1,3],

CB({Xs=1}) =1, B({Xs=2}) = 5, P({Xs=3)) =
1

5

¢) En considérant le systéme complet d’événements ({A, =n}, {4, <n}), montrer :

n—1

V2 Vi€ Rl B({Xn=3}) = ¢ P({Xnot =5 = 1) + " P({Xno1 = 1))

Démonstration.
Soit n > 2 et soit j € [2,n].
o La famille ({A, = n},{A4, <n}) est un systéme complet d’événements.

D’aprés la formule des probabilités totales :
P({Xn :]}) = P({An :n}m{Xn :J}) +P({An < n}ﬂ{Xn :]})

o L’événement {A, = n} N{X, = j} est réalisé si et seulement :
x le n®™€ jeton tiré est numeéroté n,
x et si on a obtenu j records lors des n premiers tirages.
Or, le jeton n constitue forcément un record.
On en déduit que 'événement {A,, =n} N{X,, = j} est réalisé si et seulement :
x le n®™€ jeton tiré est numéroté n,

x et si on a obtenu j — 1 records lors des n — 1 premiers tirages.

Ainsi : {4, =n}N{X, =j} = {4, =n}Nn{X-1 =J—1}.

o L'événement {A4,, < n}N{X, = j} est réalisé si et seulement :
x le n®™€ jeton tirée n’est pas numéroté n,
x et si on a obtenu j records lors des n premiers tirages.
Or, si le jeton n n’a pas été tiré lors du n®™® tirage, c’est qu’il a été tiré avant. Ainsi, le n®™e
jeton tiré ne constitue pas un record puisqu’il porte un numéro strictement plus petit que n.
On en déduit que I'événement {A,, < n} N{X,, = j} est réalisé si et seulement :
«x le n®™M€ jeton tiré n’est pas numéroté n,

x et si on a obtenu j records lors des n — 1 premiers tirages.

Finalement : {4, <n}N{X, =7} = {4, <n}N{Xn-1 =7}

« On peut alors reprendre le caleul initial :
P({X,=j})
= P({4n=n}n{X, =j}) +P({4, <n}n{X, =j})
= P({Ap=n}n{Xp1=7—1}) +P({An <n} N {Xn-1=j})
= P({An=n}) Pra,—ny({Xn-1=7 - 1}) + P({An <n}) Ppa,<ny ({Xn1=4}) (%)
= By (X1 =5 = 1)) + 7 P,y (Koo = 3})

_ %p({xn_lzj—l})+"7_1 P({Xn-1=71)
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La derniére égalité provient du fait que le nombre de records obtenus lors des n — 1 premiers
tirages ne dépend pas du résultat du n®™® tirage.
Les v.a.r. X,,_1 et A, sont donc indépendantes.

« Détaillons le calcul de P({4, =n}) et P({4, <n}).
Cela démontrera au passage que ces deux probabilités sont non nulles ce qui est essentiel pour
le calcul précédent (point (x)).

Tout d’abord, remarquons que chaque n-tirage est obtenu de maniére équiprobable (il y a
autant de chance de vider 'urne d’une maniére que d’une autre).

- Un n-tirage réalisant I’événement {A, = n} est un n-uplet d’éléments distincts de [1,n]
contenant le numéro n en n®™¢ position. Un tel n-uplet est entiérement déterminé par :

le placement des jetons numérotés de 1 & n — 1 dans

— 1)! choi ibles.
les n — 1 premiéres positions (n )} choix possibles

Iy aen tout : (n —1)! tels n-tirages.
Card ({4, =n}) (n—1)! 1
déduit : P An = = = = —.
On en dédui ({ n}) Card(©)) py .

P({An:n}) = %

- La famille ({4, =n},{A4, <n}) forme un systéme complet d’événements. On en déduit :

P({An<n}) = 1-P({Ay=n}) = 1- = "=
P({A, <n}) = "1
n n = n
Finalement, on a bien :
n

Vn = 2, VjE[[Q,n]], P({Xn:j}):%P({Xn—lzj_l})—i_ ;1P({Xn—1:j}%'

10
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Commentaire

« Il était aussi possible (mais plus long) de procéder par dénombrement pour déterminer
P({A, < n}). Détaillons ci-dessous la rédaction.
Un n-tirage réalisant ’événement {4,, < n} est un n-uplet d’éléments distincts de [1,n]
contenant un numéro différent de n en n®™° position.
Un tel n-uplet est entiérement déterminé par :

x le numéro du jeton (différente de n) en n®™M® position : n — 1 choix possibles.

le pla.(iement (.16.8 n — 1 autres jetons dans les n — 1 (n— 1)! choix possibles.
premiéres positions

Iy aentout: (n—1)x (n—1)! tels n-tirages.
On en déduit :
Card ({A, <n}) (n—1) x (n—1)! n—1

P({An <n}) = Card(2) B n! T

o Le concepteur n’attendait certainement pas ici une démonstration aussi détaillée du calcul
de P({An = n}) Une justification du type « au n®™¢ tirage, chaque jeton a la méme
probabilité d’apparaitre donc ]P’( {4, = n}) = % » serait certainement acceptée.

o La formule donnée dans I’énoncé peut permettre de nous guider. On peut remarquer que :

x le résultat du calcul de IP’({Xn = ]}) se présente sous forme d’une somme. On peut
donc penser que l'on va étre amené a écrire I’événement {X, = j} sous forme d’une
réunion d’événements deux & deux incompatibles.

% les deux termes qui composent cette somme se présentent eux sous forme de produit. On
peut donc penser que ces produits sont le résultat de la probabilité d’une intersection
d’évenements (indépendants ou non).

Finalement, le résultat permet de comprendre que 1'on écrit {X,, = j} comme réunion de

deux événements qui s’écrivent eux-mémes comme intersection d’événements. Il n’y a pas
& douter : c’est la formule des probabilités totales qu’il faut utiliser.

d) Donner la loi de Xjy.

Démonstration.

Tout d’abord, d’aprés la question 7.a) : X4(92) = [1,4].
D’aprés la question 7.b) :

IP)({X4=1}):% et IP>({X4:4}):%:ﬂ

En appliquant le résultat de la question précédente pour n = 4 (> 2) et j = 2 (€ [2,4]) on
obtient :

1 4—-1
P({Xs=2}) = P({Xs=1})+—— P({X3=2})
1 1 3 1
= ng—i—zxi (d’apres la question 7.b))
_ 2,9 _ 1
24 24 24

o Comme la famille ({Xy=1},{Xs=2},{Xy=3},{X4=4}) forme un systéme complet

11
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d’événements, on obtient :

P({X4=3})

1— (P({Xy =1} +P({Xs =2} + P({X4 = 4}))

6 11 1 6
- (2= 4| =—
24 24 " 24) " 24

. 1
4

x X4(2) = [1,4],

« P({X4=1}) Zi
1
o7

En résumé, la loi de X4 est définie par :

11 1

s ]P’({X4=2}) = BYE IP’({X4=3}) = vk ]P’({X4:4}) =

Commentaire

P({X4=3})

o Le calcul de IP( {Xy = 2}) peut aussi étre obtenu en appliquant le résultat de la
question précédente pour n =4 (> 2) et j = 3 (€ [2,4]). On obtient alors :

1 4-1

= ZIP>({X3=2})+T}P>({Xg=3})
1 1 3 1 3 3 6 1

= - X=—F-X= = =4+ = = — = -
4 476 24 ' 24 24

o La résolution de cette question s’appuie sur le résultat de la question précédente qui
est fourni par 1’énoncé, ainsi que sur le résultat de la 7.b). Cette question est une
simple application numérique et peut étre traitée méme si la question précédente
ne l'est pas. Il est d’ailleurs vivement conseillé de le faire. De maniére générale, il
faut s’habituer & repérer ces questions qui fournissent facilement des points.

8. a) Vérifier que la formule obtenue & la question 7.c) reste valable pour j = 1.

Démonstration.
Soit n > 2.

o D’une part, d’apres la question 7.b) :

o D’autre part :

P({X,=1}) :%

1 n—1

- P({Xn-1=0})+ P({Xn-1=1})
B le—{—n_l 1 (car 0 ¢ X,,—1(Q) et
o n n-—1 d’apres la question 7.b))
_ 1
o

On a bien : . )
n—
P({Xn=1}) = —P({Xp1=0})+ P({Xn1=1})

La formule obtenue en 7.c) reste valable pour j = 1.

12
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Commentaire \

Ce type de questions améne fréquemment & des erreurs de logique. Lorsque 'on de-
mande de démontrer qu’une égalité est vérifiée & un certain rang, on détaille le
membre de gauche, on détaille le membre de droit, et on conclut que les deux sont
égaux. Par contre, il sera faux d’écrire :

n—1

P({X,=1}) = %P({Xn,lzo}ﬂ

P({Xpo1=1}) = ... = %

car on ne peut supposer la premiére égalité. Il s’agit précisément de la démontrer ! -

b) Etablir la relation :

t -1
Vn>2, VtER, Gn(t) — ++ Cor(t) (%)
Démonstration.
Soit n > 2 et soit t € R.
Gn(t)
= > P({X,=k})th (par définition)
k=1
n 1 -1
= > ( P({Xp_1=k—-1}) + o P({Xp-1= k})> tk (d’aprés la 7.¢) et la 8.a))
k=1 \T
1 n — 1 n
= - > P({Xp1=k—1})th+ n > P({Xpo1 =k})tF (par linéarité de la somme)
" k=1 n k=1
1 g1, o1& k ; e
= — Y P({Xp1=k})tF 4 —— ¥ P({Xp1 =k} )t (par décalage d’indice)
" k=0 k=1
1 n=l n—1nzl (car P({X,—1=0}) =0
= = Y P({Xp1=k})tF + —— > P({Xp1 =k} ) tF "
nkgl ({ ! }) n kgl ({ ! }) etP({Xn_IZTL}):O)
t n=1 & n—1n=1 5
= — > P({Xp1=k})tF+ S P({Xn-1=k})t
" k=1 k=1
t n—1
— ﬁ anl(t) + anl(t)
t+n—1
_ G (t
- 1()
t —1
On abien:Vn>2, Vte R, Gu(t) = +Z Gn-1(t) -
¢) En déduire :
1 n=1
Vn €N, VEER, Gu(t) = — (t+7)
n =0
Démonstration. .
1 =
Démontrons par récurrence : Vn € N*, P(n) ou P(n):Vt € R, Gu(t) = 1 II (t+7).
* =0
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» Initialisation :
Soit t € R.

o D’une part :

1 1
Gi(t)= Y P({X1 =k} t" =P({X1 =1} )t = Tt=t
k=1
o D’autre part :
1 1-1 0
S e+ =11 i) =t+0=t
1M 2o =0
D’ou P(1).
» Hérédité : soit n € N*. ) .
Suppposons P(n) et démontrons P(n + 1) ( ie. :VteR, Gpii(t) = CEs IT t+) )
© =0
Soit t € R.
_t+n (en appliquant le résultat 8.c)
Cnia(t) = n—l—lGn(t) enn+1>2etteR)
t+n 1 n=d

= — 11 t+7) (par hypothese de récurrence)

Doua P(n+1)

Par principe de récurrence : ¥n € N*, P(n).

Commentaire

« En question 8.b), on a démontré :

t+m—1
Ym =2Vt e R, Gp(t) = ———— Grm—1(t)
m
(la variable n est sous la portée d’un quantificateur et peut donc étre renommée sans que

cela ne change le sens de la propriété)
Dans la récurrence ci-dessus, on utilise ce résultat pour m =n+1 > 2 (car n € N¥).

« La propriété P(n) est quantifiée universellement sur la variable ¢. Pour démontrer P(n+1),
on doit donc commencer par introduire la variable ¢ (« Soit ¢ € R »). Cela ne doit pas poser
de probléme particulier : on ne fait qu’appliquer ici les mécanismes de rédaction habituels.

o Cette question, une nouvelle fois, peut-étre traitée méme sans avoir traité les précédentes.

En effet, la résolution repose essentiellement sur le résultat de la question 8.¢) qui est donné
dans I’énoncé.

\.

9. En dérivant la relation (%), trouver une relation entre E, et E,_; puis montrer :

Vn e N*, E, = u,

Démonstration.
Soit n > 2.

14



PSI 2022-2023
Mathématiques

« Rappelons que les fonctions G,, et Gj,—1 sont dérivables sur R car polynomiales.
En dérivant formellement de part et d’autre de 1’égalité (x), on obtient :

ViER, G\(t) = (711 Gn_l(t)) + (Hnn_l %_1(t))

o En particulier, pour t =1 :

1 1+n-1 1
6 = (3 Gam)+ (I EL0) = L G ¢ 60
—_———— ——— ————
(d’apres la
En 1 En question 1. et 2.)
1

o D’aprés ce qui précéde, pour tout k > 2 :

1

k

Par sommation terme & terme de ces égalités, on obtient :

Ey —Er 1 =

n

> (Bx — Ep1) = anl
k=2

|

k=2

I I
E, — E; Up — 1 (par télescopage)

Il suffit alors de remarquer : E; = E(X;7) = E(1) = 1 pour conclure.

VYn>=2 E,=u, e ki =1=u 0

10. Recherche d’un équivalent de V,.

a) En dérivant une deuxiéme fois la relation (*), montrer :

1 1
Vnz2, Vp—-Vy1=—-——
n

n2

Démonstration.
Soit n > 2.

« Rappelons que les fonctions G;, et G, 1 sont dérivables deux fois sur R car polynomiales.
En dérivant formellement de part et d’autre de ’égalité (x%), on obtient :

1 1 t+n—1
VteR, Gh(t) = (= G,_(t — G (t — Gy (t
er G0 = (5 00a0)+ (5 aao)+ (T 6rLo)
o En particulier, pour t =1 :
2
) = 2 Gy () + Gy ()
D’aprés la question 3. : Vn € N*, GI'(1) =V,, — E, + (En)2 On en déduit :

Vn - En + (En)2 = % En + (Vn—l - En—l + (En—l)Q)

15



PSI 2022-2023
Mathématiques

Finalement :

2
Vo =Va1 = En+ E En1— (En)2 — Lp_1+ (E‘nfl)2

2
= %4—2 (En—1)—(En)2—(%—1>+<En—l) (car E, = n—l"‘l)
n n n n n

2 1 1
- n_ig"i‘ n + -+ n - n+72
n n n

1 1
Vn > 2, Vn_vn—lzﬁ_ﬁ 0

b) En déduire, pour tout entier naturel n non nul, V,, en fonction de wu, et h,.

Démonstration.

o Dans la question précédente, on a démontré, pour tout k > 2 :

1 1

V= Vo1 = £33

o Par sommation terme a terme de ces égalités, on obtient :

i(Vk—kal) = 2 (]i_kl?>

k=2 k=2
I I
no1 no 1
Vo — V1 D) Dy (par télescopage)
k= k=2 k
. Or .
V= V(X)) =V(1) =0 et 3 - Lo ooy, o2
= = = e — = U R e p— _
1 1 = L n n = 2 n n2
. 1 1
Finalement : Vn > 2, Vi, = up — hp + —5 — —.
n
« Enfin, remarquons :
he 4+ 1 1 1 1 N 1 1 0
Ul — - — T = - — —= _—— = =
S TR T T EA R
On en déduit que la relation précédente est aussi vérifiée en n = 1.
1 1
VneN* Vi =up —hp+ — — =
n n O
¢) Montrer : V,, ~ In(n).
n——+oo
Démonstration.
Soit n > 2.
o D’aprés la question précédente :
Vi Un—hntm—2 o, o 1 1

In(n) In(n) In(n) In(n)  n2In(n) nln(n)

e Or:

16
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x lnu(:bl) n_>—+>oo 1 car uy, n_}f\;w In(n) d’apres la question 4.c).
h
" — 0 car (h,) admet une limite finie (question 5) et In(n) — +oo.
ln(n) n——+oo o
1
¢ o o Ocar i n(n) — oo
n? In(n) n—+oo o
1
¢ o Ocarnlnn) > foc.
n In(n) n—+oo o

 Finalement :
In(n)  In(n) In(n) nZ2ln(n) nln(n) n—too

On en conclut : 'V, ~ In(n).
n—-+oo D

Exercice : ECRICOME 2018 - voie S

Toutes les variables aléatoires dans ce probléme sont supposées définies sur un méme espace probabilisé
noté (92, .o, P).

Partie 1 — Variables vérifiant une relation de Panjer

On dit qu’une variable aléatoire N, & valeurs dans N vérifie une relation de Panjer s’il existe un réel
a < 1 et un réel b tels que :

P{N =0})#1 et VkeN, PUN=£k}) = <a + Z) P({N =k —1})

1. On suppose dans cette question que a = 0, et que b est un réel strictement positif.

a) Montrer :
k

VkeN, PN =k})= % P({N = 0})

Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vk € N, P(k) ou P(k) : PN =k}) = Zk' P({N = 0}).
» Initialisation : 0 .
LB{N=0)) = TB(N =0}) = B(N =0))
D’ou P(0).
» Hérédité : soit k € N. .

Supposons P (k) et démontrons P(k + 1) (i.e. P{N =k +1}) = (kb+ i P({N =0})).

PN =k+1}) = <O+b> P({N = k}) (car N wvérifie une relation

E+1 de Panjer avec a =0)
b bk (par hypothése de
k41 ) PUN =0}) récurrence)
pk+1
= PH{N =0
(k+1)! d N

Doua P(k +1).

17
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bk
Par principe de récurrence : Vk € N, P{N = k}) = 1 P({N = 0}). .
+oo
b) Calculer >  P({N = k}). En déduire que N suit une loi de Poisson de paramétre b.
k=0
Préciser son espérance et sa variance.
Démonstration.
e Soit n € N.
i PN = k}) = i ﬁ PN = 0}) (d’apres la question
k=0 B SR N précédente)
n bk
= PN=O) 3 T
k=0 "
V2
Or la série — est la série exponentielle de paramétre b. Elle est donc convergente. De plus :
n=0 n:
= — =¢b

k=0 k! notoo ;2o k!

On obtient : %o P({N =k}) = P({N =0}) .
k=0

o D’aprés I’énoncé, la v.a.r. N est a valeurs dans N. On en déduit que la famille ({N =k} )keN
forme un systéme complet d’événements. On en déduit :

S RN = k) =1
k=0

donc  P({N =0})e’=1
P({N = 0}) = e

d’ou

o Ainsi :
x N(Q) C N (d’aprés ’énoncé),
bk
x Yk e N,P({N =k}) = 7 e’ (d’aprés la question précédente).

On en déduit : N ~ P (b).

Ainsi: E(N)=b et V(N)=b. O
2. On suppose dans cette question que a < 0 et que b = —2a.
a) Montrer :
Vk>2, PHN=k})=0
Démonstration.

Démontrons par récurrence : Vk > 2, P(k) ou P(k): P{N =k})=0.

18
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» Initialisation
_ _ —Za _ (car N wvérifie une relation de
PUN=2}) = <a * 2 > PAN =1} Panger de paramétres a et b = —2a)
= 0xP{N =1})
= 0
D’ou P(2).
» Hérédité : soit k > 2.
Supposons P (k) et démontrons P(k + 1) (i.e. P{N =k +1}) =0).
PUN=k+1}) = (a+ %) PUN =k})
B B E+1 B
_ <a _ 2a ) < 0 (]far hypothése de
kE+1 récurrence)
=0
D’ott P(k +1).
Par principe de récurrence : Vk > 2, P({N = k}) = 0. -

b) En déduire que N suit une loi de Bernoulli dont on précisera le paramétre en fonction de a.

Démonstration.
o On sait déja :
x N(Q) CN,
x Vk =2, P{N =k})=0.
On en déduit : N ~ B (p), ou: p=P({N =1}).

Commentaire

« Dans le cours, il est précisé qu'une v.a.r. X qui suit une loi de Bernoulli (de paramétre p)
admet pour ensemble image {0, 1}. Ici, N a pour ensemble image N(2) C N mais prend
les valeurs k € [[2,+oo[ avec probabilité nulle. On a alors :

Vz € R, P({X = z}) = P({N = z})

(et ces probabilités sont nulles si x € N*)

On considére alors que les v.a.r. discrétes X et N sont toutes deux de méme loi B (p).

o Cette propriété se généralise comme suit.
Soient X et Y deux v.a.r. discrétes. Alors :

X et Y ont méme loi & Vz e R, P{X =z}) =P({Y ==z}

o On insiste sur le fait que la propriété précédente n’est vérifiée que pour les v.a.r. discrétes.
Rappelons que si X est une v.a.r. & densité alors, pour tout x € R : IP’( {X = ;1:}) =0.

\.

o Il reste a déterminer P({V = 1}). Or :

2a

x d'une part : P{N =1}) = (a - 1) P({N =0}) = —aP({N =0}),
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x d’autre part : P{N =1}) =1—-P({N =0}).
Or :
PN =0}) + PHN=1}) = 1
aP{N=0}) + P{N=1}) = 0
Ly Ly—aly { P{N =0}) + P{N=1}) = 1
—
(1-aPUN=1}) = -a
Ainsi, comme a # 1 : P({N =1}) = 1 i ~
Onendéduit:NwB(—l_a>. -

3. On suppose dans cette question que Z suit une loi binomiale de paramétres n € N* et p € |0, 1].
a) Montrer :
—k+1
vielnl, PH{Z=kh)=—2"x" k* X PU{Z = k—1})
Démonstration.
Soit k € [1,n].
P n—k+1 o
T ? xP({Z =k —1})
P n—k+1 n b1 o
= 1 — p)yn—(k-1) 7 ~
o (L ) (car Z ~ B(n.p)
B n—k:—f—l>< n! p(L—p)" kt+¥
- k n—(k—)E-11" 15
n—k+1 n! &
— 1— n—=k
k1 S hxgon P )
n! &
— 1— n—=k
R
LA n—k
= 1-—
(3)ra-n
= PZ =4k} (car Z ~ B (n,p))
. P n—k+1
On obtient : Vk € [1,n], P{Z =k}) = X xP{Z =k —1}).

k

O

b) En déduire que Z vérifie une relation de Panjer en précisant les valeurs de a et b correspondantes,

en fonction de n et p.

Démonstration.
« Tout d’abord, comme Z((2)

-6

« Ensuite : P({Z = 0}) )0

i

Or, d’aprés I’énoncé, p >

[0,n], on a bien : Z(§2) C N.

- (1_ )"

ne : IP’{Z—O})

20
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b
« Déterminons a < 1 et b € R tels que : Vk € N*, P{Z =k}) = <a + k) P{Z =k —1}).
Trois cas se présentent :

x si k € [1,n], d’aprés la question précédente :

B B P n—k+1 o
P{Z=k}) = 1_px . xP{Z =k—1})
P n+1
= —1|PH{Z=k—-1
(1) raz =k
» (n1+1)p
— 2 4 TP \pPHz=k-1
o Pz = k- 1))
On pose alors :
_p (n+Lp
a= - et b T (n+1a

Ainsi :
- comme p € [0,1[:a<0.D'ou:a< 1.
- on a évidemment : b € R.

- d’apres le calcul précédent :

Vk € [1,n], P({Z = k}) = <a+ Z) P({Z =k —1})

x sik=n+1.

:7[7)’7u7nieil;z;rt :P{Z=n+1})=0.
- D’autre part :
b oy — wATja ol =
<a—|— n+1> P({Z =n}) = <a - M) P{Z=n}) =0
Ainsi :
P{Z=n+1}) = <a + nil) P({Z =n})
x sik € [n+2,+ool.

- D’une part : P({Z = k}) = 0.
- D’autre part :
<a+Z)P({Z—k—1}) _ (a—Z) <0 = 0
Finalement, on a bien :

Vk e N*, P({Z =k}) = (a + Z) P({Z =k —1})

La v.a.r. Z vérifie donc bien une relation de Panjer de parameétres

a:—ietb:%(n—i-l).

1—p -p [l
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4. On revient dans cette question au cas général : a est un réel vérifiant a < 1, b est un réel, et on
suppose que N est une variable aléatoire, a valeurs dans N, vérifiant la relation de Panjer.

a) Calculer P({N = 1}). En déduire : a + b > 0.

Démonstration.
o Comme la v.a.r. N vérifie la relation de Panjer de paramétres a et b :

PN =1)) = (a+ 1) (N =0}

PUN =1}) = (a+b)P{N =0})
o Comme P est une probabilité :

P{N=1})>0 et P({N=0})>0

On en déduit : a +b > 0. 0

b) Montrer, pour tout entier m > 1 :
m—1

é KP({N = k}) = aTg (k+ 1PN =k} +b 3 P({N = k})

Démonstration.
Soit m > 1.
- _ R b . (car N vérifie une
kgl RPAN = k) = kgl g (a * k) PUN =k —1}) relation de Panjer)
A S RPUN =k —1})4b S KL PN =k —1})
k=1 = K
— a3 kPN =k-1})+b 3 PUN =k —1})
k=1 k=1
m—1 m—1
= a (k+1)PH{N =k})+0b > P{N=E}) (par décalage d’indice)
k=0 k=0

V1, S RPN =) = a3
k=1

(k+ 1) PUN = D) + 'S PN = k)
k=0 k=0

O

m
¢) En déduire que ((1 —a) Y, kP{N = k})) est majorée, puis que N admet une espérance.
k=1 m>1
Préciser alors la valeur de E(V) en fonction de a et b.

Démonstration.
o Soit m € N*. D’aprés la question précédente :

é kPN =k}) = a T::: (k+1DP{N =k}) +b mzzjl P({N = k})
= WS RPN = k) ta S PN =) 10 S BN = k)
k=0 o =

On en déduit :
m—1

é KP{N =k}) —a 72: KPUN =k)) = (a+b) 3 PUN =k}
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« d'une part : kfl KP({N = k}) = Zz_ll KPU{N = k}) + mP({N = m}).

. dautre part : S kPN = k}) = 5 KP({N = k).
k=0 k=1

D’ou :

m—1

tgllkﬂ”({N:k})+mP({N:m})—amz_lkP({N:k;}) — (a+b) Y PUN =k}

k=1 k=0

Finalement :

(1-0) & BN = k) = (@+9) S PUN = k) - mPUN =m}) ()

o Comme mP({N =m}) > 0, on obtient :

(1-0) & BN =) < (@+9) T PUN = 1))

De plus, comme ({N =k} )kEN

k=0
Ainsi :
RN =KD < 3 PN =R)
;
Comme a + b > 0, on en déduit :
(a+b) mfﬁ»({zvz k) < a+b
D'ou : . .
(I—a) Y kEP{N=k}) < (a+b) > PUN=k}) < a+b
k=1 k=0

La suite ((1 —a) Y, kP{N = k})> est donc majorée par a + b.
k=1

m>=1
Commentaire

+o0
forme un systéme complet d’événements: . P{N =k}) = 1.

On a démontré :
m—1

Vm>1, (a+b) ¥ PUN=k}) < a+b
k=0

r =m — 1, on obtient donc :

Vr>0, (a+b) > PUN=k}) < a+b
k=0

m>=1

a-+b.

\.

Dans cette propriété, la variable m est muette (car portée par le quantificateur V). En posant

m
Ceci permet bien de conclure que la suite <(1 —a) Y. kP{N = k})) est majorée par
k=1

m
« La suite (Z EP({N = k})) est donc :
k=1

m>=1
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x croissante, car c’est la suite des sommes partielles d’une série & termes positifs,

L a+b
x majorée par 11— car 1 —a > 0.
—a

m

On en déduit que la suite <Z EP({N = k})) converge, c’est-a-dire la série > nP({N = n})
k=1 m>1 n>1

est convergente. Cette série est donc absolument convergente car c’est une série & termes po-

sitifs.

Ainsi, la v.a.r. N admet une espérance.

« En reprenant (x), on a :

m—1 a+ b m—1 1
> kPN =k}) = 2 PAN =k}) — g —— mP({N =m})
k=1 k=0

Or :
+o0

x on a déja montré : > P({N =k}) =1,
k=0

x comme la série Y mP({N =m}) est convergente, son terme général tend vers 0, i.e. :
m>=1
lim mP({N =m})=0.

m—+00
Ainsi, en passant a la limite quand m tend vers +oo dans 1’égalité précédente :

+o0 a+b 1
EP{N =k}) = 1- 0
SRRV =k = fElx1- o
b
Finalement : E(V) = ot .
1-a O
d) Montrer que N admet un moment d’ordre 2 et :
+b)(a+b+1)
E N2 _ (CL
( ) (1 _ a)2
Démonstration.
« La viar. N admet un moment d’ordre 2 si et seulement si la série Y n?P({N =n}) est

n=0
absolument convergente. Cette série étant a termes positifs, cela revient a démontrer qu’elle

est convergente.
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e Soit m € N* :
S RPN =k)) = > K2P({N=k})
k=0 k=1
m b
_ N —
- X < +k>]P’({N k—1})
— S RPN =k—1))4b 3 kPN =k —1})
k=1 k=1
WS R 1PPAN = kD) b S (b4 1) PN = k)
k=0 k=0
= WS RPUN =k 120 S kPUN =k a0 S PN = k})
k=0 k=0 k=0
b RPUN =k b S BN = k)
k=0 k=0

— WS RPUN — k) 1 (2a40) S kBN = k)
k=0 k=0
m—1

+ (a+b) kz::O P({N =k})

D’ou :

é RPN = k})—a > KE({N =k}) = (2a+b) Zg kPN = k})+(a+b) ’g P({N = k})

Or :

S RBN =) a5 RE(N = )
k=0 k=0
= S RPN =k} +m PN =m}) —a 'S RBUN = k)
k=0 k=0
= (1—a) jz_: K2P({N = k}) + m®P({N = m})
On en déduit :
m=1 m—1 m—1
(1-a) kgo k2 P{N =k}) = (2a +b) kgo EP({N =k})+ (a+b) kgo P{N =k}) (k)
— m? P({N =m})
o Or m?P({N =m}) >0, donc :
(1-0) 'S PUN=k}) < (2a+0) S KPUN =k} + (a+b) 'S PN = &})
— k=0 k=0
D’ot1, comme 1 —a > 0 :
RPN = k) < 220 e = k) + 0 (v = )
=0 1—a ;= l—a ;=

De plus :
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x comme N admet une espérance, la série » nP({N = n}) est convergente. Elle est de plus
n=0
a termes positifs. Ainsi :

RPN = k) < S RPN = &}) = E(V)
k=0 k=0

x on a déja vu :
SRv=rh < SRV =m = 1

On en déduit :

m 1 2a0+b b
S RPUN = k) < S E(N)+ 4T
k=0 1—a 1—a
m—1
La suite < S E*P({N = k})) est donc :
k=0 meN*
x croissante, car c’est la suite des sommes partielles d’une série & termes positifs,
2a+b b
x majorée par ot E(N) + ot .
1-a 1-a
Elle est donc convergente. On en déduit que la série Y. n?P({N = n}) est convergente.
n>0

La v.a.r. N admet donc un moment d’ordre 2.

« Soit m € N*. En reprenant (%) :

TRBN =k = 20 kp(y = )+ S0 B = k) - m?B((N = m])
k=0 k=0 k=0

Or, comme Y. m2?P({N = m}) est une série convergente, son terme général tend vers 0, i.e. :
m=0
: 2 — _
mLHEw m*P({N =m})=0.

On en déduit :

2a+b a—|—b_ 1

S RPN =F) = E(N) + <0
k=0

l1—a l1—a =~ q

204+b a+b a+b
X +
l1—a l—-a 1-—a

_ a+b " <2a+b+1>

1—a 1—a

a+b y 20+b+(1—-a)  (a+b)(a+b+1)

Ainsi : E(N?) = = .
l1—a 1—a (1—a)? 0

e) En déduire que N admet une variance et préciser la valeur de V(IV) en fonction de a et b.

Démonstration.

o D’aprés la question précédente, la v.a.r. N admet un moment d’ordre 2.

On en déduit que N admet une variance.
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o Par formule de Koenig-Huygens :

V(N) = E(N?) - (E(N))’

_ (a+b)la+b+1) <a+b>2

(1—a)? l—a
— (1a_+ab)2((g+}5+ 1) — (a + ¥))
~a+b
- (1-a)p
a+b
VN =y O

f) Montrer que E(N) = V(N) si, et seulement si, N suit une loi de Poisson.

Démonstration.
On procéde par double implication.

(<) Supposons que N suit une loi de Poisson.
Alors, par propriété de la loi de Poisson : E(N) = V(N).
(=) Supposons : E(N) = V(N).
On aimerait montrer : a = 0 et b > 0, pour pouvoir appliquer le résultat de la question 1..

« Tout d’abord, d’apreés les questions 4.c) et 4.e) :

E(N) = V(N) sz - (1“_+Cf’)2
(a+b)(l—a)=a+b (car : 1 —a #0)

(1—-a
(a+b)(1—a)—(a+b)=0
(@a+b)(¥ —a—1)=0
ala+b) =0

tr ¢ ¢ 0T T

a=000Ua+b=0

« Raisonnons par I’aburde pour montrer : a = 0.
Supposons : a + b = 0. Alors, d’aprés 4.a) :

PN =1}) = (a+b)P{N=0}) =0
Ainsi, par récurrence immédiate : Vk € N*, P({N = k}) = 0.
On en déduit :
x d’une part : Jio P{N =k}) = 1 (car la famille ({N = k})keN forme un systéme
complet d’évé?l:e(r)nents)

x d’autre part : Jio P({N =k}) =P({N =0}) (car : Vk € N*, P{N = k}) =0).
k=0

Ainsi : P({N = 0}) = 1. Absurde! (d’aprés I’énoncé)
On en déduit : a = 0.

e Montrons alors : b > 0.
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x D’aprés ce qui précéde : a = 0.

% D’aprés la question 4.a) : a +b > 0.

De plus, d’aprés le raisonnement par I’absurde précédent : a +b # 0. Ainsi : a+b > 0.

On en déduit : b > 0.

e On sait alors : a=0et b > 0.
On en déduit, d’aprés la question 1., que N suit une loi de Poisson (de paramétre b).

Finalement, E(N) = V(N) si et seulement si la v.a.r. N suit une loi de Poisson.

Partie 2 — Fonction génératrice

On notera dans la suite :

VkeN, p,=P{N =k})
ol N est une variable aléatoire & valeurs dans N.

5. Montrer que, pour tout réel z de U'intervalle [0, 1], la série > p, z™ est convergente.
n=>0
Démonstration.
Soit = € [0, 1]. Deux cas se présentent.

e Si z =1, alors on étudie la nature de la série » py.
777777 n>0

La famille ({N = k} )keN

> P({N = n}) converge et : :Z:IP)({N =k})=1.

n=0
Ainsi, la série ) p, converge.
n=>0
L Sizel0.1]
Par propriété de P : VE € N, 0 < pp. < 1.
On obtient :
x« VkeN, 0 < ppar <ok (Car:a:k>0),
x la série > a™ est la série géométrique de raison z € | — 1, 1. Elle est donc convergente.
n=0

Par critére de comparaison des séries a termes positifs, la série > p, 2™ est convergente.
n=0

Finalement, pour tout = € [0,1], la série > p,z™ est convergente.
n=0

On appelle alors fonction génératrice de N la fonction G définie sur [0, 1] par :

+o0 +o00
Ve €10,1], G(x) = kzz:o ppat = kZ::O P({N = k}) z*

b

et on suppose dans cette partie que N vérifie une relation de Panjer avec 0 < a < 1 et que — > 0. On
a

—(a+0b)

pose : ¢ = ———.
a

On note enfin f la fonction définie par :

Ve e 0,1], f(z)=po(l—ax)®

forme un systéme complet d’événements. On en déduit que la série
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6. Montrer, pour tout k € N :
vee[0,1], fP(z) = K xpp(1—ax)*F

Démonstration.

« La fonction g : . — (1 —ax)® est de classe € sur [0, 1], car elle est la composée g = hoohy de :

x hi:x—1—az qui:
- est de classe € sur [0, 1],

- vérifie : h1([0,1]) C ]0,+o0o[. En effet, pour tout x € [0,1] :
1
l—az>0 & 1>ax & — >z (cara>0)
a

. . .. 1
Or, comme a < 1, par stricte décroissance de la fonction inverse sur |0, +o0[ : — > 1.
a

1
Ainsi: 0<z<1l<—-.Dou:1—ax>0.
a

x hg :x— x® qui est de classe €°° sur |0, +o00[ en tant que fonction puissance.

On en déduit que la fonction fp est de classe > sur [0, 1].
Commentaire

On peut aussi écrire fy sous la forme :

F 1
T Y
0 '—>Po(1 )—a

a+b

o Comme oo = — < 0, cette écriture a 'avantage de présenter fy comme l'inverse

a
d’une puissance positive.

« Pour démontrer que la fonction fy est de classe € sur [0, 1], on aurait alors insisté
sur le fait qu’elle est I'inverse de la fonction x +— (1 — ax)™ qui est de classe €
sur [0, 1] et qui ne s’annule pas sur cette intervalle.

Cependant, il aurait bien fallu démontrer que la fonction z — (1 —ax)™® est de
classe €°° sur [0, 1] par composition.

\.

J

« Démontrons par récurrence : Vk € N, P(k)  ou  P(k):Vz € [0,1], fF)(2) = k! xpp (1—az)**.

» Initialisation
Soit = € [0, 1].
« Dune part : fO(z) = f(z) = po (1 —ax)™
x D’autre part : 0! x po (1 —az)*™° = pyx (1 —az)®.
D’ou P(0).
» Hérédité : soit £k € N.
Supposons P(k) et démontrons P(k + 1)
(i.e. Yo € [0,1], fEHD(2) = (k4 1)! X ppyq (1 — ax)>EHD),
Soit x € [0, 1]. Par hypothése de récurrence :
fP@) = K xpp (1—ax)**
Comme fy est de classe € sur [0, 1], la fonction f*) est dérivable sur [0, 1], et :

FED@) = K x p x (—a) (= k) (1 —az)>kt

= k(=) (-“ Z b_ k) P({N = k}) (1 — az)*=0+D)

= Kl(a+b+ak)P{N = k})
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Or :
(E4+1)!'xpppyr = (K+1)!x PN =k+1})

_ %+&ﬂ<a+ki1>PGN:kD

= (k+1)xk! <a+ki1>P({N=k})

= kl(a(k+1)+b) PN =k})

= K(a+b+ak)P{N = k})

On en déduit :
FED (@) = (k4 1)! X prgy (1 — az)**FD

Doua P(k +1).

Par principe de récurrence : Vz € [0,1], f®)(z) = k! x pp (1 —az)**.

7. Soit x € [0, 1].
a) Pour tout entier n € N, montrer :
n x
fl@) = 3 pea® + (n+1)posa / (1—at)* "z —t)" dt
= 0

k=0
Démonstration.
Soit n € N.
D’aprés la question précédente, la fonction f est de classe €°° sur [0, 1]. En particulier, elle est
de classe €™ *! sur [0, z].

Ainsi, par formule de Taylor avec reste intégral a ’ordre n entre 0 et x, on obtient :

n (k‘) xT _ t n
fa) = 32 Lk [P EZ0E o a
k=0 k! 0 n:
Or, d’aprés la question précédente :
VEeN, f®@) = kp (1—ax)

On en déduit :

n a—k T _\n
fla) = & P e [T O e s (1= a0t g
k=0 K 0 n:

Ainsi:Vn €N, f(z) = > pea® + (n+ 1) pas1 / (1—at)®™ "L (z —t)" dt.
k=0 0
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Commentaire |

« Dans ce sujet tiré de la voie S, on attendait dans cette question 'utilisation de la
formule de Taylor avec reste intégral. Ce résultat est bien au programme d’ECS,
mais pas dans celui I’ECE. Pour 'adapter & la voie E, il aurait donc fallu admettre
le résultat de cette question.

o La formule de Taylor avec reste intégral peut s’énoncer comme suit.
Soit f une fonction de classe °° sur un intervalle I. Soit a € I.
Alors, pour tout n € N :

0 k) (g z p(n+1)
vrel, fl) = 31 ()(:U—a)k+/ f;!(t)(x—t)”dt

« Cerésultat peut se démontrer par récurrence en posant : Vn € N, P(n)  ou  P(n):

n ) (q z  r(n+1)
Veel, f(z) = kzof k'( ) (x—a)k—i-/ fn!(t)(x—t)”dt

Pour démontrer 'hérédité, on procéde par intégration par parties (IPP) :

u(t) = fOHO@) W) = FI(

V) = @m0t ) = s

Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe € sur I.

—t
b) Vérifier, pour tout ¢ € [0, ] : *

P ; < 1. Puis montrer, pour tout n € N :
—a

0 < / (1—at)*™ Nz —t)"dt < / (1—at)> ! dt
0 0

Démonstration.
Soit n € N.

e Soit ¢ c [O,ZL']

x—t (car, comme t € [0,z] C [0,1] :

<1 —t<1— .
1—at < vt at 1—at >0, daprés 6.)

& z—1<(1—-a)t

z—1
=3 <t (car1—a>0)
1-a
LN . , . ”, 2 . 2 B 1
La derniére inégalité est vérifiée car, comme z € [0, 1] : 1 <0<t
—a
Ainsi, par équivalence, la premiére aussi.
P x—t
On en déduit : Vt € [0, z], T az <L
—a
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e Soit ¢ S [07.’17]

(I—at) ™ @—t" = (1—at)* (L-at)™ (@—0)"
x—t)"
— 1 — t a—1 (7
(1-at) (I —at)”
x—t\"
e 1 — t a—1
( at) (1 — at>
Or, d’aprés la question précédente :
0< rx—t <1
1—at
n .
donc o< [ FZ t < 1n (par croissance de
<{iar) < 2> 2 sur [0, +oo])

x—t
1—at

don  0<(1—at)*? ( ) <1 —at)* ! (car:(1—at)*1>0)
ainsi  0< (1—at)®™ !t (z—t)" < (1 —at) !

« Par croissance de 'intégrale, les bornes étant dans 'ordre croissant (0 < ) :

T x
0 < / (1—at)*™ 1 (z—t)" dt < / (1—at)* ! dt
0 0

vneN, 0 </ (L—at)*™" " (x— )" dt </ (1—at)* " dt
0 0

¢) En déduire :
G(z) = po(1 - az)®

En calculant G(1), exprimer pg en fonction de a, b et «, et vérifier : G'(1) = E(N).

Démonstration.

o Soit n € N. D’aprés la question précédente :

0 < / (1—at)*™ 1 (z—t)" dt < / (1—at)* ! dt
0 0

Ainsi, comme (n +1)pypy1 >0 :

0 < (n+1)pus1 / 1—at)*™ M (@x—t)"dt < (n+1)pus1 / (1—at)* ! dt
0 0

De plus :
x lim 0=0,

n—-+o0o

x lim (n+ 1)ppy1 = 0, car (n + 1)pp41 est terme général de la série > np, qui est
n—-+4oo n>0

convergente (car N admet une espérance d’aprés 4.c)).

x
Dou: lim (n+1)ppt1 / (1—at)*tdt=0.
n—+o00 0

Par théoréme d’encadrement :

lim  (n+1)ppia / (1—at)>"! (z—t)" dt = 0,
0

n—-+4o0o
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e De plus, d’aprés la question 7.a) :
n X
f@) = 3 prab + (nt 1) poss / (1—at)y™™ (@t dt ()
k=0 0
Or, d’aprés la question 5., la série » p, z" est convergente et :
n=0
n +00 i
> — Y pert = G(x)
k=0 nF0 k=
Ainsi, en passant a la limite quand n tend vers +oo dans (), on obtient :
flz) = G(z)+0
On obtient bien : G(z) = f(z) =po (1 —ax)®.
o Par définition de G :
+oo i +oo
G(1) = ¥ pp 1" = 3 PN =k})
k=0 k=0
Or, la famille ({N = k}) pen forme un systéme complet d’événements.
On en déduit : G(1) = 1.
e Deplus: G(1) =po (1 —a x 1)*. Ainsi :
po(l—a)* =1
) déduit !
n en déduit : pg = ———.
bo 1—a)
« Soit z € [0, 1].
G'(z) = po(—a)a(l —ax)*
Ainsi :
G'(1) = —aap(l-a)
a+b 1
= — — 1— a—1
« (-) e 0o
= (a+b) (1—-a) 1=
_a+b
 1-a
D’apres 4.¢) : G'(1) = ath _ E(N).
1—-a O

Partie 3 — formule de récursivité

On considére une suite (X, ),en+ de variables aléatoires de méme loi, a valeurs dans N, mutuellement
indépendantes et indépendantes de la variable N étudiée dans la question 4. de la Partie 1.

On considére alors la variable aléatoire S définie par :

0 siN=0

S ={ N
S X, siN>1
k=1

33



PSI 2022-2023

Mathématiques

Autrement dit :

Vwe R, Sw)=0 si Nw)=0 et S(w) = >, Xp(w) sinon

Commentaire

On rappelle qu'une v.a.r. est un application. Pour cette raison, une définition plus rigoureuse
de la v.a.r. S serait :
0 si N(w)=0
S:wr ¢ Nw)
> Xik(w) siNw)>1
k=1

\.

8. Calculer P({S = 0}) lorsque a € ]0,1[ & l’aide de la Partie 2.

Démonstration.

« La famille ({N = i});en forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

PUS=0D) = X PUS=0}n{N =i}
= P({S—O}Q{N—O})+§P({S—O}O{N—i})
« Tout d’abord, par définition de la v.a.r. S : {N =0} C {S =0}. D’ou :
{S=0}n{N =0} = {N=0}
On en déduit :

P{S=0}Nn{N=0}) = PUN=0}) = pp = d’apres 7.c), car a € 10,1]

(1 —a)

o De plus, soit ¢ € N*, toujours par définition de S :

{S=0}n{N =i} = {Nlezo}m{N:i} = {kélezo}m{N:i}

k=

i i
Les v.a.r. X}, sont a valeurs dans N, donc : {Z X = 0} = () {Xx =0}
k=1 k=1
Ainsi :

(S=0yN{N =il = (Q {Xk:0}>ﬂ{N:z’}

On en déduit :

P{5 =0} n{N =i})

I
=

Il

S|
T N N
7~ N~ N

D~ D~

—_

> n
{Xi = 0}>> “PUN'=31) i dependantes de N)

I
7~ N\
-

P = 0}>) < B((N = i})

= (P({X1 = 0})) P({N =1})

On note alors zop = P({ X7 = 0}). On obtient :
P({S = 0} N {N =i}) = ab PUN = i}) = piai

méme loi)

(car les v.a.r. X1, ..., X; sont

(car les v.a.r. X1, ..., X; sont
mutuellement indépendantes)

(car les v.a.r. Xy, ..., X; ont
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e On en déduit :

+o0 .
W@=W==m+;m%

0 oy 3
= po xy+ Y i T
=1

+oo .
= > piT
i=0

= G(xo)
Or, comme a € ]0,1[, d’aprés la question 7.c) :
Glxo) = po (1—az)* = 0 (1—aum)®
(zo) = po azxo) = (= a)e axo)
1—axg

Finalement : P({S = 0}) = ( )a, ou zg = P{X; = 0}).

1—a

9. Calculer P({S = 0}) lorsque N suit une loi de Poisson de paramétre \.

Démonstration.
On peut ré-itérer le raisonnement de la question précédente.

o La famille ({N = i});en forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

P{S=0}) = +§: P({S = 0} N {N = i})

—+00

= PS=0}N{N =0p) + T BUS =0} {N = i}
o Tout d’abord :
0
P{S = 0} N {N = 0}) = PUN =0}) = % e = o

e De plus: 4
{S=0}n{N =i} = (kgl {Xk:0}>ﬂ{N:z'}

On en déduit, avec les mémes arguments qu’en question précédente :

i

PUS =0} {N =i}) = (B(IXa=0}) PUN =i}) = (B((X: =0p)' 5

On note toujours zgp = P({X; = 0}). On obtient :

P({SZO}Q{N:Z}):ZC%ZG = e
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e On en déduit :

A
Ris=0p) = o+ 5 Aok o
_ ()\ .1,‘0)7’
A Z
(Azo)" .
— o) Ao (car 7“;0 oy est une série
exponentielle de parametre \xg)
— ef)\+)\x0

Finalement : P({S = 0}) = e (1=%0) X on 25 = P({X; = 0}).

O

10. Dans la suite du probléme, on revient au cas général ou N vérifie la relation de Panjer. On note
toujours :
VkEN, p=P({N =k}

et on notera également :
VkeN, q.=P{X; =k}

n

On considére pour tout entier n > 1, la variable aléatoire S, = >  Xj, en convenant qu’on a
k=1

So = 0. Enfin, on admet le résultat suivant :

Vn € N, Vk € N*, i (a—kbkj) ¢GPS, =k—j}) = <a—i—il) P({Sny1 = k})

Soit k € N*.

a) Montrer :

vielo k], PUS=k—j}) = ipnw{sn:k—j})

Démonstration.

Soit j € [0, k].

» La famille ({N =n} )n cy forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

P(S=k—j}) = §P<{N=n}m{szk—j}>

« Pour tout n € N, déterminons [N =n|N{S =k — j}. Deux cas se présentent :

x sin =0, alors :

{N=0}n{S=k—3} = {(N=0}n{0=k—j} (par définition de S)
= {N=0}n{So=k—3j} (par définition de Sy)
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N
{N=n}n{S=k—-j} = {N:n}ﬂ{;Xi:k‘—j} (par définition de S)

= {N:n}ﬂ{ZXi:k’—j}
i=1
= {N=n}n{S,=k—j} (par définition de Sy,)
On en déduit :

P(S=k—j}) = §P<{N=n}m{sn=k—j}>

(car, par lemme des coalitions, les
v.a.r. Sy et N sont indépendantes)

_ :f; P({N =n}) P({S, = k — j})

Finalement : Vj € [0, k], P{S =k — j}) = Jrzzpn P({S, =k —3j}).

b) Montrer :
k bj ) +oo
> (e )6 BUS =k =31 = & pria PUSur = 1)
j= n=

Démonstration.

« Soit j € [0, k]. D’aprés la question précédente :
by ) bj +00 .
at ) PUS=k—j}) = (a+")q X_IopnIP’({Sn:k—;})
top bj .
= zopn CL—F? q; P({S, =k —j})

b
« Pour tout j € [0, k], les séries > py (a + k]> q; P({Sn = k — j}) sont convergentes. Ainsi
n=0
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leur somme finie (pour j variant de 0 & k) 1’est aussi. On obtient de plus :

at ) g BUS =k~ )
(o)

_ ]io @C’Zp <a+b,j> 4 P({&—k—y}))
_ é*i (b (+%) 0 B(52 = - 31))
_ *;“; (Jiopn <a+b,j) " P({snzk—m)
_ :fj(’)pn (é <a+b]j n P({Snzk—m)
= S (0 2y ) PUS =hD i g enonet)

(car N vérifie une relation de

+o0
- nZ::O Pt PUSni1 = k}) Panger de paramétres a et b)

“+o00o
= > Pn+1P({Snt1 =k})
n=0 O

k bj )
3 (0 ) s ==

c¢) Justifier :

P({(S = k}) = +z°‘;pnﬂp<{sm=k}>

Démonstration.

o La famille ({N =n})_ ¢y forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

P({S = k) = § P({N =n} N {S = k})

Avec le méme raisonnement qu’en question 10.a), on obtient :

P({S=k}) = i“;pn B({S, = k)

e Or:
{So=k} = {0=k} = & (carkeN¥)
Donc : P({Sy = k}) = P(&) = 0.
e On en déduit :
PUS=K) = X pu P{S. = k)

+o0
= > Pnt+1 P{Sn+1 =k}) (par décalage d’indice)
n=0

PUS = k) = 3 puet P{Suer = k)

=0
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O
d) En déduire finalement :
B(s=k) = —— 3 (a+"2) g (s =k
T T e T J e R
Démonstration.
D’aprés la question 10.b) :
k b] ) +oo
5 (o4 2 PUS = k=) = 5 puer (S = 1)
Jj= n=
D’aprés la question 10.¢) :
+o0
P({S = k’}) - Z:O Pn+1 P({SnJrl = k})
On en déduit :
k bj .
P{S=k}) = ZO at =) GBS =k —j})
]:
bx0 k bj ‘
— (a+ 5w rus —k-op+ X (o5 g P((s =85
]:
bj .
— awPs =+ 3 (a+ )P = k=)
]:
D’ou :
k bj .
(I—aq) PH{S=k}) = Zl at -~ |G PHS =k —j})
‘7:
Or, comme ¢ € [0,1] : 1 —agp > 0 (démontré en question 6.).
_ 1 k bj ,
On obtient : P({S =k}) = Yo la+ =g P{S=k—j}). [
1— aqo j=1 k

Exercice : HEC 2000

Ce probléme se compose de deux parties. Si le candidat ne parvient pas & établir un résultat demandé,
il 'indiquera clairement, et il pourra pour la suite admettre ce résultat.

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel non nul.

On considére une urne U,, contenant n boules numérotées de 1 a n.

On tire une boule au hasard dans U,,. On note k£ le numéro de cette boule.

o Sik est égal a 1, on arréte les tirages.

o Si k est supérieur ou égal a 2, on enléve de 'urne U, les boules numérotées de k a n (il reste donc
les boules numérotées de 1 & k — 1), et on effectue & nouveau un tirage dans l'urne.

On répéte ces tirages jusqu’a 'obtention de la boule numéro 1.

On note X, la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour 'obtention de la boule
numéro 1. On note Y,, la variable aléatoire égale a la somme des numéros des boules tirées.

On note E(X,,) et V(X,,) (respectivement E(Y},) et V(Y},)) l'espérance et la variance de X,, (respecti-
vement Y},).

Dans tout le probléme, Pg(A) désigne la probabilité conditionnelle de A sachant B, o B est un
événement non négligeable.
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Partie 1
1. On pose : hy, - T
P Zl k 2 n
Rigoureusement, il aurait été préférable d’écrire « pour tout n € N*, on définit h, par h, = ... ».

Tel qu’écrit ici, il semble que h,, ne soit défini que pour la valeur entiére n € N* fixée initialement
dans ’énoncé. Il aurait strement été préférable d’introduire le contexte aléatoire (description de
I'expérience et des v.a.r. ) seulement aprés la Partie I.

a) Montrer, pour tout entier naturel £ non nul, les inégalités :

1 1

—— < In(k+1) —In(k) < —

T A
ol In désigne le logarithme népérien.
Démonstration.
Soit k € N*. Soit x € [k, k + 1]. Alors :

k< z < k+1

donc 1 > 1 > 1 (par decmzssance de la
x kE+1 fonction inverse sur |0, +00])

Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans 1'ordre croissant (k < k+1) :

1
On obtient bien : Vk € N*, il <In(k+1) —In(k) <

b) En déduire les inégalités : In(n +1) < hy, < 1+ In(n).

Commentaire \

La remarque précédente s’applique ici. On comprend & la lecture du terme « les inégalités »
qu’il y a ici une quantification cachée. Il aurait été préférable d’écrire « Démontrer que pour
tout n € N* : In(n+ 1) < hy, < 14 1In(n) ». S’il est étonnant de laisser une telle ambiguité
dans un énoncé de concours, il n’y a d’autre choix que d’en faire son parti et de se résigner
& accepter cette présentation. C’est pourquoi on ne fera plus la remarque dans les questions
suivantes méme si on s’efforcera de faire apparaitre les quantifications en conclusion de
chaque question.

Démonstration.

o D’aprés ce qui précéde :

<In(k+1) —In(k) <

| =
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« Soit n € N*. On somme les encadrements précédents pour k variant de 1 a n (n > 1).

— < In(k+1)—1In(k)) < -
kz::1 k+1 k§1 ( ( ) ( )) k; k
donc i 1 In(n + 1) — Ity < i 1 (par sommation
skl S &k télescopique)
W1 ool (par décalage
[N < < 1
o sk In(n +1) h k; k d’indice)
enfin hni1—1 < In(n + 1) < h, (par définition

de hy)

On a donc démontré : Vn € N*, h,11 —1 <lIn(n+ 1) < hy,.

En particulier, I'inégalité de gauche de 1’énoncé est démontrée.
Il reste & déterminer I'inégalité de droite.

« D’apres ce qui précéde : Vm € N*, hy,p1 < 1+ 1In(m + 1).
Ainsi, pour tout n > 2, en considérant ces inégalités en m = n — 1 > 1, on obtient :

hn <1+1n(n)

Vn =2, hy, <1+ In(n)

« Remarquons enfin :

11 1
X hlz *:*:1,
=1 ko1
« 1+1In(1) =1.
On a donc bien : by <1+ 1In(1).

Finalement : ¥n € N*, In(n + 1) < hy, <1+ In(n). O

Commentaire \

o Les questions 1.a) et 1.b) sont une illustration d’une méthodologie classique connue sous
le nom de comparaison série-intégrale.

o L’énoncé demande de démontrer 'inégalité & partir du rang 1, ce qui n’est pas trés
commode (le cas n = 1 doit étre traité a part). Ce cas n’est pas d’un grand intérét
pour la suite de I’énoncé et notamment pour la question suivante qui vise & établir un
équivalent de la suite (hy,) (on peut alors choisir n dans n’importe quel voisinage de +00).

\. J

¢) Déterminer un équivalent simple de h,, quand n tend vers I'infini.

Démonstration.
Soit n > 2.
1
o En multipliant membre & membre par ) > ( l'inégalité obtenue en question précédente,
n(n
on obtient : | h
n(n+1) < n 1 41
In(n) In(n) In(n)
e Or:
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1n(n+1)_1n(n(1+%))_1n(n)+1n(1+%)_l+w X
g In(n) In(n) B In(n) B In(n)  no+oo
. ln(ln) +1 njoo 1

h
Ainsi, par théoréme d’encadrement : lim 2=
n—+oo In(n)

Autrement dit : h,, ~ In(n).

n—-+oo

Commentaire .

1
e On prend garde de choisir initialement un entier n > 2 afin que la quantité —— soit

In(n)

bien définie (c’est-a-dire tel que In(n) # 0).
no1
o La propriété : > — ~ In(n) est classique. Ce premier résultat est parfois complété

k:1 n——+oo
par une étude permettant d’obtenir le début du développement asymptotique de la série
harmonique. Plus précisément, on obtient :

hn, = In(n) +~+ o (1)
ou v (~0,577), appelée constante d’Euler est la limite de la suite (hn — ln(n)).

La démonstration la plus usuelle fait intervenir des suites adjacentes et est donc tout a

fait adaptée au programme ECE.
\ —V

2.0 PR W SR S
. On pose : k, = = = o4y
pose ki = 2. 72 22 2

a) Montrer, pour tout entier k£ supérieur ou égal a 2, 'inégalité :

1 1 1

o< -
kK2 T k-1 k

Démonstration.
Soit k > 2.

o Tout d’abord :
1 1 kE—(k—1) 1

k—1 k  k(k—1) — k(k—1)

« D’autre part, comme : k > (k — 1), alors : k2 > k (k — 1).
Ainsi, par décroissance de la fonction inverse sur |0, +o00[, on obtient :

1 1 1

1
< —
k2 T k(k—1) k-1 k&

1 1
>2, < — —
vk 2SS k1

| =
]

b) En déduire la majoration : k, < 2.

Démonstration.

o D’aprés ce qui précéde :
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e Soit n € N*. On somme les inégalités précédentes pour k variant de 2 & n.

- g - =
kz::2 k2 k;zzjz </€ —1 k‘)
n .
donc 3 1 < 1 (. par sommatzon
= k? I n télescopique)
i -1 1 (en ajoutant 1
- < =
e H k§2 k2 bt <1 n) de part et d’autre)
fi — < 2-= <2
enfin kgl 12 -

On en déduit : Vn € N*, &k, < 2.

¢) Déterminer un équivalent simple de h,, — k, quand n tend vers l'infini.

Démonstration.
« D’apreés ce qui précéde, pour tout n € N* : —2 < —k,, < 0. On en déduit :

VneN* h,—2 < h,—k, < h,

1
On obtient alors, pour tout n > 2, par multiplication par n(n) >0
n(n
hn 2 <hn—kn < hn
In(n) In(n) In(n) In(n)
. OI' :
x nEI—Poo In(n =1 car h, e In(n).
x  lim fn 2 =1-0=1

~—

=X
S

~—

n—+oo In(n

Ainsi, par théoréme d’encadrement : lim
n—+oo  In(n)
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Commentaire

« En question 2., on démontre que la suite (k,) est négligeable devant (h,,). En effet :

K AT (T U Rk RN B
hy, n-+oe In(n)  In(n) In(n) n—+oo B

« Pour aboutir & ce résultat, la question 2. passe par trois étapes. Ce résultat peut se dé-
montrer de maniére plus directe. Notons tout d’abord que la suite (k) est la suite des
1
sommes partielles associée a la série ) —5. Cette série est convergente en tant que série
n=1 n
de Riemann d’exposant 2 > 1. On en déduit que la suite (k,) est convergent. Ainsi :
k
- — 0
hn n——+0o0
en tant que quotient du terme général d’une suite de limite finie par celui d’une suite de
limite infinie.

\. ]

Partie II. Etude de la variable aléatoire X,

On note I, la variable aléatoire égale au numéro de la premiére boule tirée dans l'urne U,.

3. a)

b)

Quelle est 1a loi de I, ?

Démonstration.

« L’expérience consiste en un choix effectué de maniére équiprobable parmi n issues (en I'occur-
rence les boules de 'urne) numérotées de 1 a n.

e La v.a.r. I, prend la valeur du numéro obtenu lors de cette expérience.

On en déduit : I, ~ U([1,n]).

Quelle est la loi conditionnelle de X,, sachant {I, =1} 7

Démonstration.
Si {I, = 1} est réalisé, c’est qu'on a obtenu la boule numérotée 1 lors du premier tirage (ce qui
met fin a l'expérience). La v.a.r. X,, prend alors la valeur 1. On a ainsi :

P—1y({Xn=1}) =1

La loi conditionnelle de X,, sachant {I,, = 1} est la loi certaine égale a 1. O]

Si n est supérieur ou égal & 2, montrer :
VieN', Vke{2,...,n}, Py —n({Xn =3j}) =P{Xp—1 =7 —1})

Démonstration.

Soit n > 2, soit j € N* et soit k € [2,n].

Si {I,, = k} est réalisé, c’est que le premier tirage a fourni la boule numéroté k. On retire alors
de 'urne les boules numérotées de k a n.

L’urne contient alors seulement les boules portant les numéros 1 a k.

Dans ce cas, I'événement {X,, = j} est réalisé si et seulement si la boule numéro 1 est obtenue
lors du (j — 1)®™€ tirage suivant. L’urne contenant les boules numérotées de 1 & k — 1, on en
déduit que 'événement {X,, = j} est réalisé si et seulement si {X;_1 = j — 1} lest.

44



PSI 2022-2023
Mathématiques

Finalement, on a bien : Vn > 2, Vj € N*, Vk € [2,n], Py —in({Xn = j}) = P{Xp-1 = Fll})

4. a) Quelle est la loi de X717

Démonstration.

o La v.a.r. Xy prend la valeur du nombre de tirages nécessaires pour 'obtention de la boule
numérotée 1 dans une urne qui contient une seule boule (numérotée 1).

o Ainsi, X est la v.a.r. certaine égale a 1.

La v.a.r. X; suit la loi certaine égale a 1.

Commentaire \

o Il est vivement conseillé de lire trés précisément ’énoncé et de bien comprendre les relations
de dépendance entre les différents objets introduits. Ici, 'urne U, est les v.a.r. X,, et I,
sont toutes dépendantes de I'entier n. Cette dépendance est marquée par la présence de n
en indice. La v.a.r. X,, est donc égale au nombre de tirages nécessaires pour ’obtention de
la boule numéro 1, partant d’une urne contenant de boules numérotées de 1 a n.

o En ce début de partie, on étudie X,, pour les faibles valeurs de n. C’est souvent le cas : les
débuts de partie commencent par des questions simples. Il est donc conseillé de ne jamais
sauter une partie sans avoir attentivement lu les questions qui la débutent. C’est souvent
I’occasion de prendre des points facilement et cela permet généralement de se lancer pour
le reste de ’exercice.

=

b) Quel est 'événement {Xo = 1} 7 Donner la loi de X9, son espérance et sa variance.

Démonstration.
o L'événement {Xy = 1} est réalis¢ si et seulement si la boule numéro 1 est apparue dés le

premier tirage, I’expérience s’effectuant dans une urne contenant initialement 2 boules.

Ainsi : {Xy =1} = {I, = 1}.

e On a alors :
P({X2=1}) = P({l=1)}) :% (car T ~U([1,2]))

« D’autre part : Xo(02) = {1, 2}.
En effet, dans une urne qui ne contient que les boules 1 et 2, la boule numéro 1 est tirée soit
lors du 1°* tirage, soit lors du 2°™€.
On en déduit que la famille ({Xy = 1},{X5 = 2} ) est un systéme complet d’événements et :

P({X2=2}) = 1-P({Xx=1}) = ;

Finalement : Xy ~ U([1,2]).

On en déduit que Xy admet une espérance et une variance.

24+1 3 22 _ 1 3 1
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c¢) Calculer Prp, 1y ({X3 = 2}), Pyr—0)({ X3 = 2}), Py,—3({ X5 = 2}).
Déterminer la loi de X3, son espérance et sa variance.

Démonstration.

o Sil'événément {3 = 1} est réalisé, c’est que 'on a obtenu la boule numérotée 1 lors du 1¢
tirage. Dans ce cas, X3 prend la valeur 1.

Pi—nn({X3=2}) =0

o Sil'événément {3 = 2} est réalisé, c’est que 'on a obtenu la boule numérotée 2 lors du 1¢
tirage. Dans ce cas, les boules 2 et 3 sont retirées de 'urne qui ne contient plus que la boule
numéro 1. Cette boule est donc nécessairement lors du tirage qui suit. L’événement { X3 = 2}
est donc réalisé.

On en déduit : Pyp,_0y ({ X3 =2}) = 1.

o Sil'événément {I3 = 3} est réalisé, c’est que 'on a obtenu la boule numérotée 3 lors du 1¢
tirage. Dans ce cas, la boule 3 est retirée de I'urne qui ne contient plus que les boules numéro
1 et 2. L’événement { X3 = 2} est alors réalisé si et seulement si la boule numéro 1 est obtenue
par tirage dans cette urne.

1
Par équiprobabilité, on en déduit : Pgr, sy ({ X3 = 2}) = 5

« D’apreés la question 3.a), I3(Q2) = [1, 3].
La famille ({I3 =1},{I3 =2}, {3 = 3} ) est un systéme complet d’événements.
Ainsi, par la formule des probabilités totales :

P({Is =i} N{X5=2})

Mes

P({X3=2}) =

@
Il
_

P({Is =i} ) x Pyr,—ip ({X3 =2}) ]gf(a&i’oi”i;o)”;ioi [1,3],

I
Mo

s
I
—

% X Prrg—iy ({Xs = 2}) (car I ~ U([L,3]))

-
[

I
L0

1 3
= 3 ; Pir—iy ({X3=2})
1 1 13
. 1
Finalement : P({X3 =2}) = 3
« Par ailleurs, on démontre comme en question 4.b) :
{Xs=1} = {=1}
Et ainsi : .
P({Xa=1}) = P({L=1}) = 3

P((X=1)) = 5

« Remarquons alors : X3(Q) = [1, 3].

En effet, dans une urne contenant initialement les boules numéro 1, 2 et 3, la boule numéro
1 peut étre tirée lors du 1%, 2°m€ ou 3™ tirage (c’est le cas si on obtient d’abord la boule 3,
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puis la 2, puis la 1).

On en déduit que la famille ({I3 = 1},{I3 = 2},{I3 = 3} ) est un systéme complet d’événe-
ments. Ainsi :

P({X;=3}) = 1-P({X3=1}) —~P({X;=2}) = 1_%_% - =

P({X3=3}) = %

o La v.a.r. X3 est finie. Elle admet donc une espérance et une variance. De plus :

3
E(X3) = ZliIP’({ngi})

1=
= 1><1+2><1+3><1
N 3 2 6
B 1+1+1 11
3 2 6

11

o Et, par théoréme de transfert :

E(x}) = iﬁp({xgzi})

=1
1 1 1
:12 - 22 - 32 -
Xy TG
1 2
_ 1, 3 _ 2
3 2 6

Enfin, par la formule de Keenig-Huygens :

v(xs) = B(x3) - (E(Xy) =

23 (11 2 23 x 6 — 112 138 — 121 17
36 36 36

6 6) - -

17
V(X3) = %

d) Déterminer la loi du couple (I3, X3).
Seulement pour les cubes : En déduire la covariance du couple (I3, X3).
Les variables aléatoires I3 et X3 sont-elles indépendantes ?

Démonstration.
« D’apreés les questions précédentes : I3(2) = [1,3] et X3(Q) = [1,3].
« Soit k € [1,3] et soit j € [1, 3].

Plusieurs cas se présentent alors :

L’événément {I3 = k} N {X3 = 1} est réalisé

& L’événément {I3 = k} est réalisé et Dévénement { X3 = 1} est réalisé
La boule numéro & est obtenue au la boule numeéro 1 est obtenue au
< er .- e er .-
1°" tirage 1°" tirage
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Ainsi, sik#lalors: {Is=k}N{X3=1} =2 et P({I3=k}N{X3=1})=P(2)=0.
Sik=1lalors: {Is=k}N{Xs=1}={I3=1}N{X3=1} ={X3 =1} et:

P({l;=1}n{X3=1}) =P({X3=1}) :%

x si j =3, on a de méme :

L’événément {3 = k} N {X3 = 3} est réalisé

La boule numéro k est obtenue au la boule numeéro 1 est obtenue au
1" tirage 3%me tirage

Or, étant donnée ’expérience, la boule numéro 1 n’est obtenue au 3°™¢ tirage que si la boule
3 est obtenue au 1° tirage (et la boule 2 est obtenue au 2°™° tirage).

Ainsi, sik #3alors : {I3 =k} N{X3=3} =2 et P({Iz3=k}N{X35=3})=P(2)=0.
Sik=3alors: {Is=k}N{X3=3}={I3=3}N{X3=3} ={X3=3} et:

P({I; =3} N{Xs=3}) =P({Xs =3}) :é

x s1j=2 ona:

P({Iz =k}N{X3=3}) = P({lz=Fk}) Prr—iy({X3=13})

= é Pireiy ({ X3 =4})

0 sik=1
- 1 G k=29 (d’apres la
= 3 question précédente)
1
S osik=3
s S

o On peut résumer la loi du couple (I3, X3) par le tableau a double entrée suivant :

J € X3()
1 2 3
kefg(ﬂ)
1 A
3

o | o | 1|
3 6
3 0 0 1
6

o Comme I3 et X3 sont des v.a.r. finies, la v.a.r. I3 X3 admet une espérance.
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De plus, d’aprés le théoréme de transfert, on a :

Jj=1

E(I3 X3) = él (i kjP({I3=k} N {X3=j}))

= (Ix1)P({Is=1}n{X3=1})
_ . (car toutes les autres
T2x2) P( s =2} N{Xs = 2}) probabilités sont nulles)
+ (3x3)P({Is=3}N{X3=3})
= 1><1—}—4><7+6><1—1—9><1
B 3 6 6
) 9 10+6+4+9 25
= 414 = =" _ =
3jL +6 6 6

On obtient alors, par définition :
COV(Ig,X3) = E(Ig X3) —E(I3) X E(Xg)

25 3+1 " 11 (car Is ~ U(]1,3]) et
6 2 6 d’apres la question 4.c))

Comme Cov(I3, X3) # 0, on en conclut que les v.a.r. I3 et X3 ne sont pas indépendantes.

Commentaire

« Rappelons tout d’abord que si les v.a.r. X et Y admettent chacune un moment d’ordre 2
alors on a :

X et Y indépendantes = Cov(X,Y)=0

En particulier, on obtient, par contraposée, un résultat permettant de démontrer que deux
v.a.r. X et Y ne sont pas indépendantes.

Cov(X,Y)#0 = X et Y ne sont pas indépendantes

« Rappelons au passage que ce résultat N’EST PAS une équivalence.
Autrement dit, il existe des variables aléatoires X et Y :

x qui ne sont pas indépendantes,
x qui vérifient Cov(X,Y) = 0.

o L’énoncé propose d’utiliser la propriété précédente pour conclure. Cependant, on aurait
aussi pu démontrer la non indépendance en remarquant par exemple :

0

Wl =
=

J
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5. a) Montrer que X,, prend ses valeurs dans {1,2,...,n}.

Démonstration.

o La v.a.r. prend pour valeur le nombre de tirages nécessaires a ’obtention de la boule numéro
1 a l'issue de I'expérience effectuée dans I'urne U,,.

o L’urne contenant initialement n boules, on effectue au plus n tirages. La v.a.r. X, prend pour
valeur le rang d’apparition d’une boule, c’est-a-dire le numéro d’un tirage.

On en déduit que X, prend ses valeurs dans [1,n]. O

Commentaire \

o On demande de démontrer que X,, prend ses valeurs dans [1,n].
Il s’agit donc de démontrer : X,,(2) C [1,n] et non pas : X,,(Q2) = [1,n].
Cette deuxiéme propriété peut se démontrer par récurrence.
On détaille ci-dessous la rédaction attendue.

« Démontrons par récurrence : ¥n € N*, P(n) ou P(n): X,(Q) = [1,n].
» Initialisation :
D’aprés la question 4.a) : X1(Q2) = {1}.
D’ou P(1).
» Hérédité : soit n € N*.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (Xp+1(R2) = [1,n + 1]).
On condiére 'urne U, 1. Deux cas se présentent.

x si le premier tirage fournit la boule numéro 1 alors X,, ;1 prend la valeur 1.

Ainsi : {1} C X,41().

\.

Commentaire \

(suite de la remarque précédente)

x sinon, 'expérience se poursuit. En particulier, si le premier tirage a fourni la boule
n + 1, les tirages suivants sont effectués dans 'urne U,, qui contient les boules
numérotées de 1 & n. Dans ce cas, X, 11 prend la valeur prise par X,, incrémentée
de 1 (puisqu’un premier tirage a déja eu lieu).

Or, par hypothese de récurrence : X,,(Q2) = [1,n].

Ainsi : [2,n + 1] C Xp41(9).

Finalement, on a démontré : [1,n + 1] C Xp,41(2).
Enfin : X,,+1(Q) C [1,n + 1] car la v.a.r. X,,4; prend pour valeur le numéro d’un
tirage (celui ou la boule 1 apparait) dans une expérience qui en compte au plus n+1.

D’ott P(n + 1).

Par principe de récurrence, on a bien : Vn € N* P(n).

\.

b) Déterminer P({X,, = 1}) et P({X,, = n}).

Démonstration.

o L’événement {X, = 1} est réalisé si et seulement si la boule numéro 1 est apparue lors du
premier tirage lors de 'expérience réalisée dans I'urne U,,. Ainsi :

{Xp=1}={I, =1}
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En particulier : P({X, =1} ) =P({I, =1}) = %

« Pour tout i € [1,n], on note A; événement « obtenir la boule numéro n + 1 — i lors du 7°m®
tirage (lors de l'expérience débutant dans l'urne U,,) ».

L’événement {X,, = n} est réalisé si et seulement si n tirages sont nécessaires pour obtenir la
boule numéro 1. Cela se produit si et seulement si :

x le 1°" tirage fournit la boule n. Ainsi, I’événement A; est réalisé.
« le 2°M€ tirage fournit la boule n — 1. Ainsi, 'événement As est réalisé.
X ...

x le n®™¢ tirage fournit la boule 1 (ce qui met fin & I'expérience).
Ainsi, ’événement A,,.
On en déduit :

(X, =n} = '(31 A

En particulier :

P({X,=n}) = IP’(‘DI Ai)
(d’apres la formule des
= IP’(Al) x Py, (Ag) X ... X PAm...mAn_l(An) probabilités composées et car :
P(A1N...NA,-1)#0)

1 1 1

= —X
n n-—1

o Il reste a démontrer : Vi € [2,n], Pa;n..n4,_, (Al) = %

Soit i € [2,n].

Si Pévénément A1 N ... N A;_1 est réalisé, c’est que les boules n, n — 1, ..., n — (i — 1) sont
sorties successivement dans cet ordre. A I'issue de chacun de ces tirages, seul la boule tirée a
été retirée de l'urne (car on a tiré a chacune de ces étapes le plus grand numéro de 1'urne).
Ainsi, avant de procéder au i®™° tirage, I'urne est constituée des boules numérotées de 1 A 1.
Les boules étant tirées de maniére équiprobable, on en conclut :

1

PAlﬂ...ﬂAl‘,l (A’L) = ;

1
Finalement, on a bien démontré : P({X, =n}) = E O

c) Sin est supérieur ou égal & 2, montrer la relation :

Wi > 2, P({X, = j}) = kz P({Xe = j—1})

S|

Démonstration.
Soit n > 2 et soit j > 2.
La famille ({I, = k}), e[1,n) €St un systeme complet d’événements.
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Ainsi, d’aprés la formule des probabilités totales :

P({X,=j}) = élp({fnzk}m{xn:j})
= kélp({ln:k}) X]P){In:lc}({Xn:j})

= P({I,=1}) x P,y ({Xn=4}) + Iézp({fn =k}) x Pyp—ip ({Xn = j})

n

= > P({In=k}) xPypmip ({Xn =j})

b
||
I\

— i P({I, =k}) x P({Xp_1 =34 —1})

k=2
_ : ({In =k +1}) x B({X; = j — 1})
_ k:ixIP’({XkZJ—l})

(car d’apres la 8.b), sij # 1
alors

P, =1y ({Xn=3}) =0)
(en utilisant la 3.c) avec

n=2j>2ek>2)

(par décalage d’indice)

(car I, ~U([1,n]))

On a bien démontré : Vn > 2, Vj > 2, P{X,, =j}) =

S

N B(x = - 1)).
k=1

d) Si n est supérieur ou égal & 3 et j supérieur ou égal a 2, calculer :

nP{Xn =j}) = (n = HP{Xn-1 =j})

En déduire, si n est un entier supérieur ou égal a 2 :

Viz1, P({Xn =j}) =

Démonstration.
Soit n > 3 et soit j > 2.

o Tout d’abord :

nP({X, =3j}) - (n—1) P({Xn_1 = j})

S (X1 =)+ P({X =~ 1))

(d’apres la question

—w <; nzlp({xk:ju)) — (p—1] (M Z;; ({Xk:jl})) précédente avec

k=1

= P({Xp-1=35-1})

n—-1>2etj>2)

Vn>3,¥j 22 nP({Xy=7}) - (n—-1)P({Xp-1=7}) =P({Xp-1=7-1})

e On en déduit alors, pour les mémes valeurs de n et j :

nP({X,=3}) = (n=1)P{Xp1=5}) +P({Xp1=75-1})
et ainsi  P({X,=j}) = ”;1P({Xn_l:j})+%P({Xn_1=j—1})
n—1

Vn>3,Vj>2, P({X,=j})=

P({Xn-1 =j})+%P({Xn_1 =j—1})
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Il reste alors a vérifier cette propriété lorsque n = 2 et pour j variant dans N*.

« Notons n = 2. Soit j € N*. Remarquons tout d’abord :

n—1

P({X1=3}) +5 P({X1=j - 1})

| =

n P({X””:j})'i'% P({Xp1=j—-1}) =

Deux cas se présentent alors.
x Sij >3, comme X1(2) ={1} alors {X1 =j} =2 et {X; =j—1} =2. Ainsi :

1 . 1 .
s PU{Xi=7}) +5 P({Xi=j—1}) = 0
De méme, comme X2(02) = {1,2}, alors {Xs = j} = et :

P({X2=j})=0

La propriété est vraie pour n =2 et j > 3.

x Sij = 2, comme Xq = {1} alors 1=7J}=0et 1=7— = 1= = ). Ainsi :
Si j X1(Q2) = {1} alors {X } {X 1} ={X 1} = Q. Ainsi

1 , 1 , 1 1 1
s P{X1=7}) + 5 P({Xi=j—1}) = 5x0+5x1 = 3

D’autre part, d’aprés la question 4.b) :

P({Xy=2}) :%

La propriété est vraie pour n =2 et j = 2.

x Sij=1, comme X;(2) = {1} alors {X; =j} ={X1 =1} =Q

et {X1=75—-1}={X1 =0} = 2. Ainsi :

1 . 1 . 1 1 1
§]P’({X1:j})+§}P’({X1:j—1}) = 5x1+5x0 =3

D’autre part, d’aprés la question 4.b) :

P({Xy=1}) :%

La propriété est vraie pour n =2 et 5 = 1.

n—1

Finalement : Vn > 2,Vj > 1, P({X, =j}) =

P({Xum1 = 3}) + 1 P({Xums =5 = 1}).

6. a) Sin est supérieur ou égal & 2, montrer, en utilisant 5.d) :

E(Xn) =E(Xp 1)+
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Démonstration.

Soit n > 2.

Les v.a.r. X,,_1 et X, sont finies. Elles admettent donc une espérance. De plus :

E(X,)
L . .
= Y iP({X.=})
j=1
d’apres la question
n n—1 1
= ' P({Xn-1=J})+ - P({Xpn1=75-1 récédente avec n > 2
> (= B iY)+ - P({ j=1}) p
=1 etj>1)
n—12 . . 1 & . . o
= n 231 iP({Xn—1=3}) + - Zl FP({Xn1=37-1}) (par linéarité de la somme)
j= j=
n—1nz! (car {Xp—1=n} =2 et

J=1

= P P(Xe =)+ 5 P({Xa =i - 1))
P

n—1n

J

= n :1]P({Xn—1:]})+

(X, 1 =0} =0)

n—1
> G+ P({Xn1=34}) (par décalage d’indice)
j=1

S|

n—1 1 nzl . 1 nl . (par définition de B(X,—1)
n E(Xn-1) + n ];1 IP({Xn1=71) + n ]; P({Xn1=7}) et linéarité de la somme)

n—1 1 1 (cor ({Xn1=7}) jep g
= E(Xp-1)+ — E(X,—1)+—x1 est un systéeme complet

n n n e
d’événements)
1

= E(Xn,ﬂ + ﬁ

1
Vn > 2, E(Xa) = E(Xa1) +

b) En déduire E(X,,) et donner un équivalent simple de E(X,,) quand n tend vers l'infini.

Démonstration.
Soit n > 2.

o D’aprés la question précédente :

1
VE > 2, E(X;) ~E(Xe) = o

o En sommant les inégalités précédentes pour k variant de 2 a n :

> (E(X) -E(X) = 3
k=2 k=2
E(X,) — E(X1) hy, —1 (par télescopage)

Enfin, comme E(X;) = E(1) = 1, on obtient : E(X,,) = hy, — 1+ 1 = hy,.

On en déduit : Vn > 2, E(X,,) = hy, et, d’aprés la question 1.¢), on a : E(X,) ~ In(n).
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) et de E(Xn,l).

(par théoréme de transfert)

(d’apres la question
5.d) avecn>2etj>1)

(par linéarité de la somme)

(car {Xn-1=n} =2 et
{Xn-1=0}=2)

(par décalage d’indice)

(par définition de E(X2_,)
et linéarité de la somme)

Mathématiques
7. a) Si n est supérieur ou égal a 2, calculer E(X2) en fonction de IE(X,QL_1
Démonstration.
Soit n > 2.
Les v.a.r. X,,_1 et X,, sont finies. Elles admettent donc une variance. De plus :
E(X3)
L 42 .
= Y IPP({Xn=1})
j=1
= X P({Xn-1=7}) +~ P({Xn-1=5—1})
j=1 n n
n — ]. L .2 . ]- n ) .
= > P P({Xp1=4}) + - X P P({Xn1=5-1})
no =1 n =1
n — ]- n-l1 ) . ]- n ) .
= > P P({ X1 =4}) +— X P P({Xu1 =5 - 1})
no i n =2
n_ln—l 5 ] 1 n=1 ] 9 )
= > P P({Xn=3}) + = X (G+1)? P({Xa1 =4})
no = n =1
n—1 1=l ,
= E(Xp2 1) += > 2 P({Xn-1=14})
n n =1
92 n—1 n—1
+= 2 FP({ X1 =4}) +— X P({Xn1=17})
n =1 j=1
n—1

2 1
v >2,E(X2_ ;) + = E(Xn-1) + -
n

(car ( {Xn-1 =17} )je[[l,n—l]]
est un systeme complet
d’événements)

b) En déduire : V(X,,) = h,, — ky, (en reprenant les notations de la Partie I).

Démonstration.
Soit n > 2.

e Tout d’abord :
V(Xn)
= E(X2) - (E(Xa))*

_ <E(X5_1) I % E(X, 1) + ;) - (E(an) + 1)2

= (E(Xg_l) + 2 n—1) + i&) - <(E(Xn1))2 + 2 n—1) +
= B(X21) - (B(X0 )+ -~ o
= V(Xp1) + % - %

(d’apres la formule
de Keenig-Huygens)

(d’apres les questions
6.a) et 7.a))

(d’apres la formule
de Keenig-Huygens)
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1 1

Vn > 2, V(X,) =V(X,_ - — —

n> 9, V(X)) =V(Xo 1)+ -~

e On a ainsi : 1 1
> — - _ _

Vk > 2, V(X)) — V(Xk_1) r

o En sommant les inégalités précédentes pour k variant de 2 a n :

n n 1 1
S @ -v) = % (5 )
k=2 k=2
no 1 LA (par linéarité
V(Xn) — V(X1) k§2 ko k§2 k2 de la somme)

Enfin, comme V(X;) = V(1) = 0, on obtient :

On a bien démontré : Vn > 2, V(X)) = hy, — kp.

c¢) Donner un équivalent de V(X,,) quand n tend vers I'infini.

Démonstration.
D’aprés la question 2.¢) : hy, — k, ~  In(n).

n——+oo

Ainsi, d’apreés la question précédente : V(X,,) = hy, —k, ~ In(n).

Commentaire

Il est & noter que, dans la question précédente, le résultat est donné par I’énoncé. Il ne s’agit
pas de déterminer lexpression de V(X,,) mais de démontrer I'égalité V(X,,) = h,, — k. La
question 7.c¢) peut donc étre traitée sans avoir fait la 7.6). Finalement, Cette question est &
concevoir comme une question bonus pour les candidats qui ont réussi a traiter la question

2.¢) car c’est I'unique résultat exigé pour répondre a la question. u

8. Soit (T;);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes telle que, pour tout i entier naturel non

1
nul, 7; suit la loi de Bernoulli de paramétre —. On pose :
i

n
=1

a) Vérifier que X; et T7 ont méme loi.

Démonstration.

« Par définition la v.a.r. T7 suit la loi de Bernoulli de paramétre 1.
Autrement dit, la loi de T3 est définie par :

P({I1=0})=0 et P({Ty=1})=1
e Or, on a démontré que la v.a.r. X; suit la loi certaine égale & 1. On a donc aussi :

P({X1=0})=0 et P({X1=1})=1
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Les v.a.r. X7 et T7 ont méme loi.

Commentaire

« La loi B(p) est souvent seuelement définie avec p € ]0, 1[, excluant ainsi les cas p = 0 et
p = 1. La raison est la suivante :

x on préfére dire qu'une v.a.r. X est presque certainement égale a 1 plutdét que de dire
qu’elle suit une loi de Bernoulli de paramétre 1.

x on préfére dire qu'une v.a.r. X est presque certainement égale a 0 plutdét que de dire
qu’elle suit une loi de Bernoulli de paramétre 0.

« Dans ’énoncé, on fait le choix de considérer la loi B (1) ce qui permet d’assurer ’homogé-

néité des définitions des v.a.r. 1y, ..., Tp. B
b) Sin est supérieur ou égal & 2, montrer, pour tout entier naturel j non nul :
. 1 . n—1 .
P((Sn=3}) = - P({Sar =i~ 1)+ " B({S01 = 1))
En déduire que X, et S,, ont méme loi.
Démonstration.
Soit n > 2 et soit j € N*.
« Comme T}, ~ B (%), on a: T,,(Q) = {0, 1}.
Ainsi, la famille ({T;, = 0}, {T;, = 1} ) est un systéme complet d’événements.
D’aprés la formule des probabilités totales :
P({Sn=3}) = P{T,=0}n{Sy=4j}) + P({T, =1} n{Sn =3})
n . n .
- r(m-anfgnei)) « (e -nofgin-i)
i=1 i=1
n—1 n—1
= e(mo e {En)) e (mmna{E 1))
i=1 i=1
= P({Tn=0}N{Sp-1=4}) + P({Tn =1} N{Sh-1=j - 1})
e Les v.a.r. T, ..., T;,, sont mutuellement indépendantes. On en déduit, par le lemme des coali-

tions, que les v.a.r. T, et S,,_1 =11 + ...+ T,,_1 sont indépendantes.

Ainsi, en reprenant le calcul précédent :

P({Sh=3}) = P({T,=0}) xP({Sn-1=4}) + P({Tn=1}) x P({Sp_1 =4 — 1})

n—1

- xIP({Sn_lzj})—i—%XP({Sn—l:j—l}) (car Ty ~ B ()

Vn >2,Vj € N*, P({S, = j}) —n

X P({Sa1=4}) + -~ xP({Sn1=j~1})

« Démontrons alors par récurrence : ¥n € N*, P(n) o P(n): X, et S, ont méme loi.

» Initialisation :
D’aprés la question 8.a), X et 11 = S1 ont méme loi.

D’ou P(1).
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» Hérédité : soit n € N*.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (X,41 et Sp4+1 ont méme loi).
— D’apres la question 5.a), X,,+1(Q) C [1,n + 1].
D’autre part, comme T1(Q2) = ... =T,(Q) = {0,1}, on a : S,+1(Q2) = [0,n + 1].
— Soit j € [1,n+1].

y _n iy 1 . (d’aprés ce qui précéde
P({Sn+1_‘]}) N n+1P({Sn_]})—kn%—lIP)({Sn_‘7 1}) avecn+1>2etj>1)
n 1 (car, par hypothése de
= P({X,=j})+——=P({Xn=j—-1}) récurrence, X, et Sy,
n+1 n+1 A .
ont méme loi)
_ iy (d’apres la question 5.d)
- P({Xn+1_]}) avecen+1>2etj>1)

Ainsi : Vi € [1,n+ 1], P({Sp41 =4} ) = P({Xn+1 = j}).

— Remarquons enfin que 1’événement S, 11 prend la valeur 0 si et seulement si les v.a.r.
T1, ..., Th41 prennent toutes la valeur 0. On en déduit :

n+1
{Sn—H = 0} = 'Dl {Tl = 0}

n+1
et ainsi P({S,11=0}) = P (Dl {T; = 0})

O o (car les v.a.r. Th, ..., Thi1
N Zl;[ll[”( {Ti=0}) sont indépendantes)
B n (car : Vi € [1,n+ 1],
= X "Wl T~B()
=0
Enfin, comme X,,1(2) C [1,n + 1] alors : P({X,41 =0} ) = 0.
P( {Xn41 = O}) = P( {Sn1 = 0})
Ainsi Sp41 et X141 ont méme loi. D’ott P(n + 1).
Par principe de récurrence, on a : ¥n € N*, P(n). O

¢) Retrouver ainsi E(X,,) et V(X,,).

Démonstration.
Soit n € N*.

« La v.ar. S, admet une espérance (respectivement une variance) comme somme des v.a.r. 17,
.., Tp, qui admettent toutes une espérance (respectivement une variance).
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e De plus :
i=1
= > E(Ty) (par linéarité de ’espérance)
i=1
n ]_ ) 1
= > = (car : Vi€ [1,n], T, ~B(3))
i=1 "7
Vn € N*, E(S,) = hy
« Enfin :

=1
& . (car les v.a.r. Ty, ..., T,, sont
- l; V(T) indépendantes)
no1 1 . 1
= lex 1—; (car:VzE[[l,n]],TiNB(;))
i=
n 1 no1
- Zl i Zl 2 (par linéarité de la somme)
i= i=

Vn € N*, V(S,) = hp — kn

o Enfin, comme les v.a.r. S, et X,, ont méme loi, elles ont méme espérance et méme variance.

On retrouve bien, pour tout n € N* : E(X,,) = h,, et V(X,,) = hy, — kp. O

Exercice : ESCP 2004

Dans tout le probléme, r désigne un entier naturel vérifiant 1 < r < 10. Une urne contient 10 boules
distinctes By, Bs, ..., Big. Une expérience aléatoire consiste & y effectuer une suite de tirages d’une
boule avec remise, chaque boule ayant la méme probabilité de sortir & chaque tirage.

Cette expérience est modélisée par un espace probabilisé (2, o7, P).

Commentaire .

Il est vivement conseillé de prendre le temps de comprendre précisément ’expérience aléa-
toire. Un défaut de compréhension aura en effet des répercussions importantes sur le reste du
probléme. Le contenu initial de 'urne est une donnée primordiale. Il est précisé de maniére
trés explicite que 'urne contient 10 boules. Le role de U'entier r est par contre beaucoup
moins clair. Il faut comprendre que parmi les 10 boules de 'urne, on en distingue r. Plus
précisément, les boules By, ..., B, sont considérés comme différentes (on aurait pu les choisir
d’une autre couleur par exemple) des boules B,11, ..., Big.

Partie I : Etude du nombre de tirages nécessaires pour obtenir au moins une fois
chacune des boules By, ..., B,

On suppose que le nombre de tirages nécessaires pour obtenir au moins une fois chacune des boules
By, ..., B, définit une variable aléatoire Y, sur (2, o7, P).
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1. Cas particulier r = 1.
Montrer que la variable aléatoire Y7 suit une loi géométrique ; préciser son paramétre, son espérance
et sa variance.
Démonstration.
o Par définition, Y7 est le nombre de tirages nécessaires pour obtenir la boule Bj.
x L’expérience consiste en une succession d’une infinité d’épreuves de Bernoulli (tirage d’une
boule dans 'urne) indépendantes et de méme paramétre de succes 0 (probabilité d’obtenir la

boule By).

x La v.a.r. Y7 est le rang du premier succés de cette expérience.

10

1
On en conclut : Y1 ~ G ( )

Commentaire

o« Méme si cela n’est pas explicitement supposé dans 1’énoncé, on fait ici I’hypothése que
les tirages sont indépendants. Il est & noter que les tirages se font avec remise. Ainsi, la
composition de 'urne n’est pas modifiée au cours des tirages. Il est alors raisonnable de
penser que la probabilité de tirer une boule lors d’un tirage ne dépend pas des résultats des
autres tirages.

o Le fait que la composition de I'urne reste inchangée tout au long de I'expérience permet
de démontrer que la probabilité de tirer la boule By est de % a chaque tirage. Par contre,
lorsque les tirages s’effectuent sans remise, I’expérience consiste toujours en une succession
d’épreuves de Bernoulli mais celles-ci ont des paramétres de succés différents.

o En cas d’absence de remise, il est naturel de conditionner par des événements permettant de
préciser le contenu de I'urne avant que le tirage n’ait lieu. Cela nous améne généralement &
I'utilisation de la formule des probabilités composées ainsi qu’a celle des probabilités totales.

\.

e Comme Y] ~ G (1—10), alors Y7 admet une espérance et une variance données par :

1 -5 _ 6 _ 9
E(Y) =T =10 et V(¥) =73 =I5 = = x100=90
10 (15) 100
E(Y;) =10 et V(Y1) =90 0

2. On suppose que r est supérieur ou égal a 2.

a) Calculer la probabilité pour que les 7 boules By, Bo, ..., B, sortent dans cet ordre aux r premiers
tirages.
Démonstration.
e Tout d’abord, notons A I’événement « les r boules By, Bo, ..., B, sortent dans cet ordre aux

r premiers tirages ».

o Pour tout i € N*, on note T} la v.a.r. égale au numéro de la boule tirée lors du i®™ tirage.
On a alors :
A={I=1}n{Lh=2}n...n{T, =r}
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\

Et ainsi :
P(A) = P({i=1}n{Lr=2}n...n{T, =r})

(par indépendance

- P({lel}) XP({B:Q}) K XP({T :r}) des tirages)

1 1 (car chaque boule a la méme
10 10 probabilité d’apparaitre)

1 T
On en déduit : P(A) = <10>

Commentaire \

e On a introduit dans cette question des v.a.r. T;.
On aurait aussi pu introduire, pour tout ¢ € N* et tout j € [1,r] ’événement :

Al «la boule Bj a été tirée lors du i tirage »

Dans ce cas : A= A{ N...N A"

« Il était aussi possible d’introduire, pour tout j € [1,7] 'événement :
Cj : «la boule B; a été tirée lors du §éme tirage »

Dans ce cas : A= B1N...N B,.

o Ce dernier choix est certainement le plus adapté a la question posée. Les autres permettent
I'introduction de v.a.r. ou événements plus généraux qui pourront étre utilisés dans d’autres
questions de I’énoncé.

\

Commentaire \

o Il était enfin possible de traiter cette question par dénombrement. On considére alors que
I’expérience consiste a effectuer r tirages successifs et avec remise dans 'urne contenant
initialement 10 boules.

x Dans ce cas, ; (I'univers des possibles de l'expérience ci-dessus) est ’ensemble des
r-uplets de I’ensemble & = [1,10] des boules.
(ici la boule est désignée par son numéro mais on pourrait aussi considérer [’ensemble
des boules sous la forme % = {Bi,...,Bio})
Ainsi : Card(£2;) = 10".

x Comme 27 est un ensemble fini, on choisit comme tribu 2 = P(Qy).

x Enfin, on munit (91,27 ) de la probabilité uniforme notée Py (chaque r-tirage a méme
probabilité d’appraitre).
Le seul r-tirage qui réalise I’événement A est : (1,2,...,7).
Autrement dit : A ={(1,2,...,7)}. On en déduit :

~ Card(A) 1

Pi(4) = Card(€) T 10

b) En déduire la probabilité P({Y, =1} ).
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Démonstration.

o L’événement {Y, = r} est réalisé si et seulement si il a fallu attendre r tirages pour obtenir au

moins une fois chacune des boules By, ..., B,.
Autrement dit, cet événement est réalisé si et seulement si on obtient exactement une fois
chacune des boules By, ..., B, lors des r premiers tirages.

o Ainsi, I'événement {Y, = r} est réalisé par tous les r-tirages qui contiennent chaque nombre
de [1,7]. Un tel r-tirage est entiérement déterminé par :

x le numéro (élément de [1,7]) en 1 position  : 7 possibilités.

le numéro (élément de [1,7]) en 2™ position,

. r — 1 possibilités.
différent du numéro précédent P

le numéro (élément de [1,7]) en réme e
.. S ; . 1 possibilité.
position, différent des numéros précédents
Nyadoncr x (r—1)x...x1=r!tels r-tirages.
(chacun de ces r-tirage n’est autre qu’une permutation de l’ensemble [1,7])

o Chacun de ces r-tirages a la méme probabilité d’apparaitre puisque l'ordre dans lequel les
boules Bi, ..., B, n’a pas d’influence sur le résultat.
Par exemple :

P{Ty =1}n{T =2}n..0{T, =r})) = P(A) =P({Ty = r}n{T =r — 1}N..0{T, = 1})

r!
107"

On en conclut : IP)({YT = 7‘}) =rlxP(A) =

62



PSI 2022-2023
Mathématiques

Commentaire

« Il était possible de traiter entiérement cette question par dénombrement. On a déterminé
le nombre de r-tirages réalisant I’événement considéré. Or, il y a 10" r-tirages en tout.
On en conclut, en reprenant les notations de la question précédente :

Card ( {Y} = T}) rl

P({yr=r}) = Card(Qy) 10

o Il était aussi possible, mais plus technique, en opérant par décomposition d’événements.
Notons S, 'ensemble des permutations de ’ensemble [1,7]. Alors :

=)= U (N @=06))

gES,

Et ainsi :

B({Y, =1}) = P(gU (O m=ot) ))

€Sy
(car les événements de la
= ¥ ]P’( '01 {T; =0o(4)} ) famille (01 {T; = U(i)})ae&a

oES, =
sont 2 a 2 incompatibles)

[1P({T; =o(i)} )> (par indépendance des tirages)

oS, (izl

= 2

O'EST

= JGZST <110> = rlx <110> (car Card (S,) =r!)
\ D

¢) Préciser ’ensemble des valeurs que peut prendre la variable aléatoire Y.

Démonstration.

o Il faut au minimum r tirages pour obtenir au moins une fois chacune des r boules By, ..., B;.

Y, (Q) C [r,4+oof

« De plus, n’importe quelle valeur i € [r, +oo[ peut étre atteinte par Y,. Démontrons-le.
Soit i € [r, +oo[. Considérons par exemple I’co-tirage w défini par :

w=(1,2,...,r=1Lr—1,...,r=1,7...)

Ce tirage apparait si ’on tire les boules By, ..., B,_1 dans cet ordre, suivi du tirage répété de
la boule B,_; jusqu’au ™€ tirage ol la boule B, est tirée. Cet oo-tirage w réalise I’événement
{Y, =i} (ce qui démontre que Y, peut prendre la valeur 7).

Finalement, I’ensemble des valeurs que peut prendre Y, est Y, (2) = [r, +-o0][.

O

3. On suppose encore que r est supérieur ou égal & 2. Pour tout entier ¢ vérifiant 1 < ¢ < r, on
désigne par W; la variable aléatoire représentant le nombre de tirages nécessaires pour que, pour la
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premiére fois, i boules distinctes parmi les boules By, Bs, ..., B, soient sorties (en particulier, on
a: W, =Y,). On pose :

X1 =W
Vi € [[2,7‘]], X, =W; —W;4

On admet que les variables aléatoires X, ..., X, sont indépendantes.
a) Exprimer la variable aléatoire Y, a ’aide des variables aléatoires X7, ..., X,.
Démonstration.

o Par définition :
Vi € [[2,7”]], X, =W, —W;_4

e On en déduit :

ZT: X; = ZT: (W — Wi1)

=2 =2
= W,—-W; (par télescopage)
= W, —-X; (car X1 = W1)
= Y, -X; (car Y, =W,)

I8 '
AiHSiZY;«le—i-ZXZ': EXz
i=2 i=1 O

b) Interpréter concrétement la variable aléatoire X; pour tout ¢ vérifiant 1 < ¢ < r.

Démonstration.
Soit i € [2,7].

e La v.a.r. W; prend pour valeur le nombre de tirages nécessaires pour qu’on ait obtenu, pour
la premiére fois, 7 boules distinctes parmi By, ..., B;.

e Comme X; =W; — W,;_1, la v.a.r. a donc pour valeur la différence entre :

x le nombre de tirages nécessaires a ’obtention de ¢ boules distinctes parmi By, ..., B,.

., By

et x le nombre de tirages nécessaires a ’obtention de (i — 1) boules distinctes parmi By, ..

Ainsi, pour tout ¢ € [2,7], la v.a.r. X; est donc le nombre de tirages nécessaires
entre la premiére obtention de ¢ — 1 boules distinctes parmi By, ..., B, et la
premiére obtention de ¢ boules distinctes parmi By, ..., B;.

o Par définition, X; = Wh.

La v.a.r. X est donc le nombre de tirages nécessaires pour obtenir, pour la
premiére fois, une des boules By, ..., B,.

Commentaire

La premiére définition est en réalité aussi adaptée pour le cas ¢ = 1. On peut en effet considérer
que la v.a.r. X; est le nombre de tirages nécessaires entre la premiére obtention de 0 boule
parmi By, ..., B, (sous-entendu ce qu’'on a avant le premier tirage) et la premiére obtention
d’une boule By, ..., B,. On retrouve ainsi que Xi est la v.a.r. qui donne le nombre de tirages
nécessaires a la premiére obtention d’une boule parmi By, ..., B;. O
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¢) Montrer que, pour tout ¢ vérifiant 1 < ¢ < r, la variable aléatoire X; suit une loi géométrique ;

d)

préciser son espérance et sa variance.

Démonstration.

Soit i € [1,7].

D’aprés la question précédente, X; est la v.a.r. qui prend pour valeur le nombre de tirages
nécessaires entre la premiére obtention de ¢ — 1 boules distinctes parmi By, ..., B, et la premiére
obtention de i boules distinctes parmi By, ..., B;.

« L’expérience consiste en une succession d’'une infinité d’épreuves de Bernoulli (tirage d’une

r—(i—1)
—50

d’obtenir, dans 'urne contenant 10 boules, une boule qui est une des boules By, ..., B, mais
qui n’est pas une des i — 1 boules distinctes parmi By, ..., B, déja obtenue au moins une fois).

boule dans l'urne) indépendantes et de méme paramétre de succes probabilité

o La v.a.r. X; est le rang du premier succés de cette expérience.

i1
On en conclut : X; ~ G <r120+>

i+
e Comme X; ~ G (7,12()4_), alors X; admet une espérance et une variance données par :
1 10
E(X;) = ——7 = .
r 1Z0+ r—i+1
—it+1 10—(r—i+1) .
V(X = 1-ffo+ _ 10 — 10— (r—i+1) y 192
(r—z+1)2 (r—it1) 10 (r—i+1)2
10 102
10 10—(r—i+1
On en déduit que pour tout ¢ € [1,7], E(X;) = ] et V(X;) =10 & ETZ, +Zl—; ;
ro1 ro1
On pose : S1(r) = > —et Sa(r) = >, —.
=1k =1 kP

Exprimer I'espérance E(Y;) et la variance V(Y;) de Y, a l'aide de Si(r) et de Sa(r).

Démonstration.

s
« D’aprés la question 3.a), Y, = > X;. La v.a.r. Y, admet une variance (et donc une espérance)
i=1
comme somme de v.a.r. qui admettent chacune une variance (et donc une espérance).

e De plus :

E(Y,) = B(

Xi)

~
—

=1
o 10
a i=1 T — /) + 1
B ZT: 10 (a laide du changement
= d’indice j =r+1—1)
= 10 Sl (’I")
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E(Y;) =10 Si(r)

& ' (car, d’aprés l'énoncé, les v.a.r. de la
N z; VX famille (X;)iep1,, sont indépendantes)
r 100—-(r—i+1)
= 10 x
7,; (T —i+ 1)

_ 0y 10 _ r=F1

=1 \(r—i+1) (r—i+1)?

T 1 r 1

= 10 {10 —_— — _—

< z;(r—’i—f—l)Q Z’Z:IT_Z"’_l)
_ 4 "1 (a Uaide du changement
= 10 (10 j; 52 ]; ]> d’indice j =r4+1—1)

= 1005 (r) — 105y (r)

V(Y,) = 100 So(r) — 10 Sy (r).

Commentaire \

Le changement d’indice j = r + 1 — 7 n’est rien d’autre qu’'une sommation dans l'autre sens :
r 1 1 1 1 1
Zrrici o0 T bt g g
1 1 1 1 ro1
T T A S D
\ [_] v

4. a) Sik est un entier naturel non nul, préciser le minimum et le maximum de la fonction ¢ — n sur

k+1
I'intervalle [k, k + 1] et en déduire un encadrement de l'intégrale / 7 dt.
k

Démonstration.
« Soit k € N*. Soit t € [k, k + 1]. Alors :

(par décroissance
k+1 de t — 1 sur]0,+ocf)

1 1
Ainsi, le minimum de ¢ — n est et son maximum est Pl [k, k+1].

kE+1
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« Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans 'ordre croissant (kK < k+ 1) :

k+1 1 k+1 1 k+1 1
/ —dt = / —dt > / — dt
.k .1 L k+1

k+1
((k+1) k) /k st (D)= K) s

o 1 k+1 1
Ainsi, pour tout k€ N* : —— < n dt <
k

Commentaire \

o Il faut noter que les intégrales en présence sont bien définies.

1 1
En effet, les fonctions ¢t — —, t +— — et t — sont continues sur le segment [k, k + 1].

k t k+1

o Il est important de noter que 'argument de bonne définition est essentiel dans le cas ot 'on
étudie des intégrales impropres. Dans ce cas, il est essentiel de démontrer la convergence
de ces intégrales impropres avant de pouvoir utiliser la croissance de 'intégrale.

D 7

\.

b) Sir est supérieur ou égal & 2, donner un encadrement de S;(r) et en déduire la double inégalité :
10 In(r +1) < E(Y;) < 10 (In(r) +1)

Démonstration.
Soit r > 2. D’aprés la question 4.a) :

1 k+1 1
VE € N, < / Sdt <
k

| =

E+1 = t

o En sommant les inégalités de droite pour k variant de 1 a r, on obtient :

k=1
Il

r k+1 1 r 1

> / —dt < > -

k=1 Jk 3 k
Il

. (AR
In(r+1) = [In(¢) ]1+1 = /1 n dt Si(r)  (par relation de Chasles)

Ainsi : S1(r) = In(r+1).

o En sommant les inégalités de gauche pour k variant de 1 & r — 1, on obtient :

r—1 1 -1 prk+1 4
— < — dt
k§1 kE+1 2 /k t
I I

ro1 "1
= / n dt (par relation de Chasles)
i=2 1

Puis en ajoutant 1 de part et d’autre :

T 1
1+> —<1+In(r)
i=2 1
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Ainsi : S1(r) < lIn(r) + 1.

o En combinant les deux inégalité précédentes, on obtient :

10 In(r+1) < 108(r) < 10 (In(r)+1)

E(Y;) (d’apres la question 3.d))

On abien: Vr>2,10 In(r+1) < E(Y;) < 10 (In(r) +1). 0

c) Si r supérieur ou égal & 2, établir par une méthode analogue & celle de la question précédente,

la double inégalité :
1 1

r+1 r

En déduire un encadrement de V(7).

Démonstration.
Soit r > 2.

« Soit k € N*. Soit ¢ € [k, k + 1]. Alors :
E<t<k+1

1 1 (par décroissance
t2 7 (k+1)2 de t — 1 sur]0,400[)

1 1
Ainsi, le minimum de ¢ — n est et son maximum est 7 Su [k, k+1].

E+1

« Par croissance de 'intégrale, les bornes étant dans 'ordre croissant (k < k+ 1) :

k+1 1 k+1 1 k+1 1
— dt > —=dt > —— dt
L e L e A=

1 k+1 1 1
k+1)—k) = — dt kE+1)—k) ———
(+0-Kz [ md (+D-H G
o 1 k+1 1 1
Ainsi, pour tout k € N* : m < /}c 2 dt < 72
o En sommant les inégalités de droite pour k variant de 1 a r, on obtient :
= e =N
I I
1 17" g
S { —7 ]1 = /1 o) dt Sa(r)  (par relation de Chasles)
Ainsi 1 — —— < So(r)
insi : 1— < Sy(r
r+1 2
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o En sommant les inégalités de gauche pour k variant de 1 & r — 1, on obtient :

rz—:l 1 rz—:l /k+1 1
—— < — dt
=1 (k+1)° k=1 Jk t2

I I

k=2 r
. 1
On en déduit : So(r) —1 <1 — — puis : Sa(r) <2 — —.
r
: 1 1
En conclusion : 1 — < Sa(r) <2——.
r+1 T

o Or, d’aprés la question 3.d) :
V(Y;) = 10053 (r) — 10 .51 (r)

En reprenant les inégalités précédentes :

1 1
— < < — —
100 <1 . 1> < 100 S(r) < 100 <2 >

,
1 1
donc 100 <1 o 1) —1051(r) < 100 Sa(r) —10S51(r) < 100 (2 - ) —10.51(r)
r T
I
V(Y;)
Enfin, d’aprés la question précédente :
—10(In(r) +1) < —=105:(r) et —10S5:(r) < =10 In(r+1)
On en déduit :
1 1
vr > 2, 100 <1 T+1> —10(In(r) +1) < V(Y;) < 100 <2 r) —10ln(r+1) g

Partie II : Etude du nombre de boules distinctes parmi les boules By, B,, ..., B,
tirées au moins une fois au cours des n premiers tirages

Pour tout entier n supérieur ou égal a 1, on suppose que le nombre de boules distinctes parmi les
boules Bi, Bs, ..., B, tirées au moins une fois au cours des n premiers tirages, définit une variable
aléatoire Z, sur (2, <7, P). On note E(Z,) l'espérance de Z,, et on pose Zy = 0.

Pour tout entier naturel n non nul et pour tout entier naturel k£, on note p,, j, la probabilité de I’évé-
nement {Z, = k} et on pose : p, 1 = 0.

5. Etude des cas particuliers n = 1 et n = 2.

a) Déterminer la loi de Z; et donner son espérance.

Démonstration.

« Par définition, la v.a.r. Z; prend pour valeur le nombre de boules distinctes parmi By, ..., B,
obtenues en un seul tirage. On considére alors que 'expérience consiste a effectuer 1 tirage.

x Cette expérience posséde deux issues. Il y a succés si on obtient une boule parmi By, ...,
B, (ce qui se produit avec probabilité {5) et échec dans le cas contraire.
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x La v.a.r. Z1 prend la valeur 1 en cas de succés de 'expérience et prend pour valeur 0 sinon.

On en conclut : Z; ~ B <1LO> et E(Z)) = %

Commentaire \

Il est conseillé d’utiliser la rédaction indiquée au-dessus lorsque 1’on reconnait une loi
usuelle. Toutefois, il peut arriver que, de par le découpage des questions, le sujet attende
une rédaction plus détaillée. On développe ci-dessous la rédaction la plus générale
consistant tout d’abord a préciser ’ensemble image puis obtenir la loi de Z; a 'aide
d’une décomposition d’événements.

« Lorsqu’on effectue ce tirage, deux cas se présentent :

x soit on obtient une boule parmi By, ..., B;.
Dans ce cas, la v.a.r. Z1 prend la valeur 1.

x s0it on obtient une boule parmi B,1, ..., Big.
Dans ce cas, la v.a.r. Z1 prend la valeur 0.

On en déduit : Z1(Q2) = {0,1}. Ainsi : Z; ~ B(p) ou p=P({Z; =1}).

« De plus (avec les notations introduites précédemment) :
{lel} = {le]_}U...U{leT'}
Et ainsi :

P({Z1=1}) = P

N

-

{1 =i})
(2
(car les événements de la

P({Th =1i}) famille ({Th =i} )z‘e[[l,r}] sont
2 a 2 incompatibles)

I
M=

i=1

o
Il

I e
& 100 10
On a bien : Z; ~ B (1)
n a bien : ~ — .
! 10
\ g D
b) On suppose, dans cette question, que r est supérieur ou égal a 2.
197r
Déterminer la loi de Z5 et montrer que son espérance est donnée par : E(Zy) = 100"
Démonstration.
« Par définition, la v.a.r. Zs prend pour valeur le nombre de boules distinctes parmi By, ..., B,

obtenues aprés deux tirages. Or en deux tirages, on peut obtenir au plus 2 boules distinctes
parmi By, ..., B;.

On en conclut : Z»(Q) C {0,1,2}.
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Commentaire \

On peut étre plus précis et démontrer : Zo(2) = {0, 1, 2}.
On peut par exemple remarquer que :
x le 2-tirage (r + 1,7 + 1) réalise {Zy = 0},
(les deuz premiers tirages ont fourni 2 boules qui ne sont pas parmi By, ..., B,)
x le 2-tirage (1,7 + 1) réalise {Zy = 1},
(les deuz premiers tirages ont fourni 1 boule parmi By, ..., B, et 1 qui ne l’est pas)
x le 2-tirage (1,r) réalise {Zy = 2}.
(les deuz premiers tirages ont fourni 2 boules parmi By, ..., B,)

\. J

o La famille ({Z; = 0},{Z; =1} ) est un systéme complet d’événements.
Soit ¢ € {0,1,2}. D’apres la formule des probabilités totales :

P({Z2=i}) =P({Z1=0}n{Z =i} ) +P({Z1 =1} n{Z = i})

o Plusieurs cas se présentent.

x Si4 =20 alors :

{lel}ﬁ{ZQZO}:Q

En effet, si le premier tirage a fourni une boule parmi By, ..., B, au bout de deux tirages
on a forcément obtenu au moins une boule parmi By, ..., B,. On en déduit :

P({Z2=0})=P({Z1 =0} N{Z:=0})

On considére alors que 'expérience consiste a effectuer deux tirages successifs et avec remise.

— Dans ce cas, 2y ('univers des possibles de 'expérience ci-dessus) est I’ensemble des
2-uplets de I'ensemble Z = [1,10] des boules. Ainsi : Card(Q2) = 102.

— Comme 9 est un ensemble fini, on choisit comme tribu «% = P ().
— Enfin, on munit (9, 2%) de la probabilité uniforme notée Py (chaque 2-tirage a méme

probabilité d’appraitre).
L’événement {Z; = 0} N {Zy = 0} est réalisé par tous les 2-tirages qui contiennent deux
nombres de [r + 1,10]. Un tel 2-tirage est entiérement déterminé par :
« le numéro (élément de [r + 1,10]) en 1%€ position : 10 — (r + 1) + 1 = 10 — r possibilités.
« le numéro (élément de [r +1,10]) en 2°™€ position : 10— (r + 1) + 1 = 10 — r possibilités.
1y a donc : (10 — 7)? tels 2-tirages. Finalement :

Card ({Z1 =0} N{Zy; =0}) (10 —r)?

Py({Z1 =0} N{Z,=0}) = Card(€s) 02

(10 — r)?
102

Ainsi : P({Z2 =0}) =
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Commentaire

On peut aussi procéder par décomposition d’événement.
On reprend les notations de la question 2.a). Remarquons tout d’abord :

{(Zy=0} = {r+1<T1 <10} N {r+1<T, <10}

l’événement {Zs = 0} est réalisé si et seulement si les deux premiers
tirages fournissent une boule parmi Byry1, ..., Big

On en déduit : T} et T sont indépendantes car les tirages se font avec remise. Ainsi :
]P)( {Zy =0} )
= P({r+1<Ti<10} N {r+1<Tx<10})

(car les v.a.r. Th et Ty

= P({T t1<Ti< 10}) % P({T tISTs 10}) sont indépendantes)

10 10
= IP’<U {lei}> X IP’(U {ngi})
i=r+1 i=r+1
(car les événements de la famille
10 10 ({T1 =i} ) et de la famille
— IP; 7—11 — Z ) % < ]P) T2 — ] ) ] ’LGIIT+1,10]] :
(z‘;d (1 } i:;‘rl (1 ) ({72 = j} )je[[rJrl,lO]] sont 2 a2
incompatibles)
10 1 10 1
- (w0 (2w)
10 —7r 10 —r
= X
10 10
x Sid =2 alors :
{Z1=0}N{Z, =2} =02
En effet, si le premier tirage n’a pas fourni de boule parmi B, ..., B, on ne peut en avoir

obtenu deux distinctes au bout de deux tirages. On en déduit :
P({ZQ = 2}) :]P({Zl = 1}ﬂ{Z2 :2})
L’événement {Z; = 1} N {Zy = 2} est réalisé par tous les 2-tirages qui contiennent deux
nombres distincts de [1,7]. Un tel 2-tirage est entiérement déterminé par :
x le numéro (élément de [[1,7]) en 1 position : 7 possibilités.

le numéro (élément de [1,7]) en 2™ position,
différent du 1¢

Iy adonc: rx (r—1) tels 2-tirages. Finalement :

r — 1 possibilités.

Card({21 = 1}0{22 :2}) _rX (T—l)
Card(€22) B 102

]P’g({lel}ﬂ{Z2:2}) =

_rx(r—1)
102

Ainsi : P({Z, =2})
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Commentaire

{Zy =2} = U

(i,j) € [Lr]?
i

(

On en déduit :

lévénement {Zy = 2} est réalisé si et seulement si les deux premiers
tirages fournissent deux boules distinctes parmi By, ..

Ici aussi il était possible de procéder par décomposition d’événements. Tout d’abord :

{Th =i} 0 {Tx = j}

- Br

)

P({Z:=2})
- P U  {T=in{B=j})
(i.5) € [1,7]?
i#] (car les événements de la famille
- ¥ P{m=in{n=j) ({B=30AL=3) wenr
(i.4) € [1.07? \ | 7
i 7] sont deuzr & deux incompatibles)
- iy . (car les v.a.r. Ty et Ty
N i j)ez[[l RE P({Ty =i}) xP({T2 = 7}) sont indépendantes)
i# ]
= > P({Ti=i}) xP({Tb =j})
I<i<ysr
i# ]
1 (car pour tout (i,7) € [1,7]?,
D , 1 ,
1<i<j<r 100 P({lez}):TO:P({TQZJ}))
i# ]
I
1<igjer 1000 7 100
i=j
T T 1 T 1
B 7,; (]gl 10 ) kgl 100
r r r r? r r(r—1)
= % (i) "m0 = 1000 = 1

« La famille ({Z2 = 0},{Z2 = 1}, {Z2 = 2}) forme un systéme complet d’événements.

On en déduit :

P({Zo=0}) +P({Z2=1}) +P({Z2=2}) =1

Et ainsi :
P({Z2=1}) = 1-(P({22=0}) +P({Z=2)}))
0= -
= 100 100
r—2r?
= 100 (100 — (100 — 207 +72) =12 4+ 1) = %
r—2r?
IP’({Z2:1}):%
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e La v.a.r. Z5 est finie. Elle admet donc une espérance.
De plus :

E(Zy) = S iP({Z=1i})

=0
(10 — r)? 217 — 2r? r(r—1)
= AR | - = 2% ~
000 " (T 100 ) 2% 100
_ r
100
197r
F(Zy) = ——
(Z2) = 00

Commentaire

« La valeur de E(Z3) est fournie dans ’énoncé. Cela permet de mettre en avant le lien suivant :

1
IxP({Zy=1})+2xP({Zy=2}) = %
Ainsi, si on a déterminé P({Z = 2} ), il est possible de vérifier la valeur de P({Z2 =1} ) a
I'aide de cette égalité. Ensuite, a ’aide de 1’égalité :

P({Zo=0})+P({Zo=1})+P({Z.=2}) =1

on peut alors vérifier la valeur de P({Z> =0} ).

o Il est tout & fait possible, au brouillon, d’opérer par rétro-ingénierie, c’est & dire partir du
résultat donné par 1’énoncé (E(Z2) en 'occurrence) pour en déduire un résultat intermédiaire
(P({Z2 =1}) puis P({Z; = 0})). Evidemment, partir du résultat ne constitue en aucun
cas une démonstration. Mais la valeur du résultat intermédiaire peut parfois renseigner sur
la voie & choisir pour le démontrer.

O
6. Etablir, pour tout entier naturel n non nul et pour tout entier naturel k au plus égal a r, 1'égalité :
0ppr = (10—=r+k)pp_rp+ (1 +1—=Fk)pp_1r-1 (*)
Vérifier que cette égalité reste vraie dans le cas ou k est supérieur ou égal & r + 1.

Démonstration.
Soit n € N*. Soit k € [0, 7].

« Tout d’abord, remarquons : Z,_1(£2) C [0,7].
En effet, en n tirages, on obtient au plus r boules distinctes parmi les boules By, ..., B;.

Zn_l(Q) C [[0,7"]]

Notons au passage que ce résultat est aussi vérifié pour n = 1.
En effet : Zj est la v.a.r. constante nulle. On a donc bien : Zp(2) = {0} C [0, r].
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Commentaire \

La propriété Z,(2) C [0,7] (inclusion et non égalité) est suffisante pour pouvoir conclure que
la famille ({Z,—1 =i} )l clo., St un systéme complet d’événements. Afin de bien comprendre

ce point, on peut U'illustrer a 'aide de la v.a.r. Z; (cas ou n = 2).
On a vu en question 5.a) : Z1(Q2) = {0,1}. Ainsi :

({Z1 =0},{Z1 =1}) est un systéme complet d’événements
mais on peut aussi remarquer :

({Z1=0},{Z1 =1},{Z1 =2} ,{Z1 =3}) est un systéme complet d’événements
I

({Z1:0},{Z1:1},@,®)

Ceci provient du fait qu’ajouter un nombre fini (ou infini dénombrable) de fois I’événement
impossible &, ne modifie pas les propriétés de définition d’un systeme complet d’événements.
La nouvelle famille obtenue :

x est toujours constituée d’événements 2 & 2 incompatibles. En effet :

{Zi=0n{Z1=1}=02, {Z1=0nw=92, {Z1=1}No=9, GNOT=0

x la réunion de tous les événements de la famille n’est pas modifiée. En effet :

{Z1=0tu{Z1=1}Ugue={Z1=0}U{Z1=1} =Q

« Ainsi, la famille ({Zn,—1 =1})

ie[0] est un systéme complet d’événements.

D’apres la formule des probabilités totales :

= P({Zn—l:k_l}m{Zn:k})+P({Zn—1:k}m{zn:k})

P({Zn = k})

= :ioﬂm({zn_lzi}m{znzk})

(en effet, pour tout i € [1,7],
sit#k—1 0U i#k, ona:
{Zn—l = Z} N {Zn = k} =9
(*))

= P({Zn1=k—1}) xPiz, -1y ({Zn = k}) + P({Zn-1 =k} ) x Pyz, =iy ({Zn = k})

« Revenons a la propriété (x).
Soit i € [1,7]. Alorssii#k—1 QU i# k,on a:

{Zn—l :i}m{Zn :k} =9

En effet, on ne peut obtenir a la fois i < k — 1 (respectivement ¢ > k) boules distinctes parmi By,

., By au cours des n — 1 premiers tirages et k boules distinctes parmi By, ..., B, en ajoutant

le n®™€ tirage. Autrement dit, le n®™° tirage peut amener au plus une nouvelle boule non encore
apparue parmi les boules By, ..., B;.

« Précisons maintenant les différents éléments de ’égalité issue de la formule des probabilités totales.
x Tout d’abord :

r+1—-k
Pz, 1=k—1}({Zn = k}) = 10
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En effet, si 'événement {Z,_1 = k — 1} est réalisé, c’est qu’on a obtenu k — 1 boules distinctes
parmi les boules By, ..., B, lors des n — 1 premiers tirages. Dans ce cas, I'événement {Z,, = k}
est réalisé si et seulement si on tire une boule non encore obtenue (parmi les boules By, ...,
B,) lors du n®™¢ tirage.

Or, parmi les 10 boules de I'urne, il y a 7 — (k — 1) boules non encore obtenues.

r+1—k
Pz, 1=k-13({Zn =k}) = 10
x Ensuite : 10 L
— T+
Bl o ({Zn = k) = ="

En effet, si I'événement {Z,,_; = k} est réalisé, c’est qu’on a obtenu k boules distinctes parmi
les boules By, ..., B, lors des n — 1 premiers tirages. Dans ce cas, 1'événement {Z, = k} est
alors réalisé si et seulement si :

- on obtient une des k boules distinctes déja obtenue lors du n®™® tirage.
0U - on obtient une boule parmi les boules B, 1, ..., Big lors du n®™® tirage.

Parmi les 10 boules de 'urne, il y a donc k + (10 —(r+1)+ 1) = 10 — r + k boules dont le
tirage permet de réaliser {Z,, = k}.

10—r+k

« Finalement :

]P)({Zn = k}) = P({Zn_l =k— 1}) X P{anlzk,l}({Zn = k}) —i—]P)({Zn_l = k}) X ]P){Znilzk}({zn =
r—k+1 10—r+k

= T Pn—-1k-1 1 10 Prn—1k

Et ainsi : 10 p, 1, = (10 —7r+ k) Dn—1k + (T‘ +1-— /C) DPn—1,k—1-

o Il reste alors & démontrer que 1'égalité () est encore vérifice si k > r + 1.

Soit k € [r + 1,400[. Deux cas se présentent.
x Si k=r+1 alors:

— d’une part :

(10 =7+ k) pporp + (r+1=tpr—1 51
— (10—r+k) P({Z,1=k}) =0 (car {Zp1 =k} =@

puisque k ¢ [0,7])
— d’autre part :

(car {Z, =k} =@

10 pox =10P({Z,=k}) = 0 puisque k ¢ [0,r])

L’égalité est donc vérifiée pour k =1 + 1.

x SikZ>r+2alors:
{Zn=k}y={Z,1=k}={Z,-1=k—-1} =0
car k ¢ [0,r] et k—1 ¢ [0, r]. Ainsi :

Pnk = Pn—1,k = Pn—1,k—1 — 0
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Ainsi, I'égalité (x) est aussi vérifée pour k > r 4 2.

Commentaire

« Afin de démontrer I’égalité (x), il convient tout d’abord d’écrire explicitement cette formule :

P({Z =) = b (= i)+ T ({2 = k- 1))

r+1—k

10—r+k
+ 10

= ]P)({Zn_l = k}) X 10

P({Zn-1=k—1}) x

C’est cette forme qui doit faire penser a I'utilisation de la formule des probabilités totales selon
le systéme complet d’événements associé a la v.a.r. Z,_;.

o Pour démontrer une égalité entre probabilités, le procédé classique consiste & démontrer une
égalité entre événements. Ici, on a préféré présenter le résultat en utilisant directement la for-
mule des probabilités totales. Mais la démonstration de cette formule fait justement apparaitre
une égalité entre événements. Explicitons cette étape.

Comme la famille ({Zn_l =i} )Z o] est un systéme complet d’événements, on a :

(Zn=k} = Qn {Z,=k

_ < {nl_z}>ﬁ{Zn:k}

=0

({zn 1_z}ﬁ{Zn—k}>

I
Ic-

%

— ({Znor =k -1} {Z, =k}) (en effet, pour tout i € [1,7],
sit#k—1 0U i#k, ona:
U ({Zn-1 =k}n{Z,=k}) {Zpa=itN{Z, =k} =2)

« Il est & noter que cette derniére égalité :
{Zn=k} = ({Znaa=k—-130{Zy=k}) U ({Zno1 =k}N{Z, =k})

peut aussi se démontrer de maniére directe.
En effet, 'événement {Z, = k} est réalisé si et seulement si aprés n tirages on a obtenu k
boules distinctes parmi les boules By, ..., B,. Cela se produit si et seulement si :

- on a obtenu k boules distinctes parmi les boules By, ..., B, lors des n — 1 premiers
tirage et le tirage suivant n’en améne pas de nouvelle.

Ainsi, {Z,—1 =k — 1} N{Z, = k} est réalisé.

- on a obtenu k£ — 1 boules distinctes parmi les boules By, ..., B, lors des n — 1
premiers tirage et le tirage suivant en améne une nouvelle.
Ainsi, {Z,—1 = k} N {Z,, = k} est réalisé.

0u

\.

7. Pour tout entier naturel non nul n, on définit le polynéme @, par :

Qo(X) =1
Qn(X) = ipn,ka
k=0

a) Préciser les polynomes @1 et Qs.
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Démonstration.
o Tout d’abord :

1

QuX) = > ik X" (par définition)
k=0
= p1,0+DP1,1 X
= P{Z1=0})+P({Z1=1})X
10 —
- 01() : + 1% X (d’apres la question 5.a))
10—7r r
X) = o
Q1(X) o+ 1

o D’autre part :
2
Q(X) = 3 pax XF (par définition)
k=0

= poo+p21 X +p22X?
= P({ZQ 20}) +]P’({Z2 = 1})X+IP’({Z2 22})X2

(10 —r)?  21r — 22 r(r—1)

= 00 + 00 X + o0 X? (d’apres la question 5.b))
(10 —r)2  21r —2r? r(r—1) _,
X) = X X
@2(X) 00 100 100 .

b) Calculer Q,(1) et exprimer @/, (1) en fonction de E(Z,,), ou @), désigne la dérivée du polynoéme
Qn-

Démonstration.
o Tout d’abord :

Qn(l) = > Pnk (par définition)
k=0

(car ({Z, = i})ie[[o np €8T un

systéeme complet d’événements (%))

= i[@({zn:k;}) =1
k=0

L’argument (x) résulte de la propriété : Z,(Q2) C [0,n].
En effet, en n tirages on obtient forcément moins de n boules distinctes parmi By, ..., B;.

Ainsi : Q,(1) = 1.

o Ensuite :

k DPnk Xk_l
0

Qn(X) =

k

n
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Ainsi :

(par définition)

3~
—
—
~—
I
o
=
s
a

- Z k P( {Zn = k})
k€ Zn(@)N[0m]
B (car Z,(2) N [0,n] = Z,(Q)

= ezZ:n(Q) k P({Zn = k}) puisque Z,(2) C [0,n])

Ainsi : Q,(1) = E(Z,).

Commentaire \

« Dans cette question, on illustre le fait que 'on peut généralement travailler avec une sur-
approximation de l’ensemble image de la v.a.r. étudiée. Plus précisément, si on considére
une v.a.r. X discréte admettant une espérance et qu’il existe une sur-approximation H de
X () (c’est-a-dire un ensemble H tel que X (2) C H) alors :

x la famille ({X =i}), 7, st un systéme complet d’événements.
(cela a déja donné lieu a une remarque)

x ’espérance de X peut s’écrire sous la forme :
E(X) =Y i P({X =1})
1€EH
(on le démontre en reprenant les arguments utilisés dans la rédaction de la question)

« Méme si ce n’est pas utile, on peut donner une formule explicite pour Z,(2). Cet ensemble
image dépend de la situation de n par rapport a r :
x sl on considére plus de r tirages (c’est-a-dire si n > r), alors Z,, peut prendre toutes les
valeurs de I’ensemble [0, r].

x si on considére strictement moins de r tirages (c’est-a-dire si n < r), alors Z,, peut
prendre toutes les valeurs de ’ensemble [0, n].

Finalement : Z,(€2) = [0, min(n,)].
\ D 7

¢) En utilisant I’égalité (x), établir, pour tout réel = et pour tout entier naturel n non nul, la relation
suivante :

10Qn(z) = (10—r+7rz) Quoa(z)+2(1—1x) Qn_y(x)  (x%)

Démonstration.
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Soit n € N*. On a :

n

10 Qn(X) = 10 kz Pk XF (par définition de Qy,)
=0

7

= > (10pyk) X*
k=0

n

= S ((10=r+k) pp1p+ (r+1—k) ppo1s-1) X* (dapres 6)

k=0
n n
= >, (10—=7) pp-1k Xk + 3 kD1 X+ (par linéarité
k=0 k=0

de la somme)

n
+ Y oot XP = X (k=1 pp_ip-1 X¥
=0

=0
n—1 & n—1 &
= E (10 - T) Pn—1,k X" + Z kpn—l,k X (Ca'r Pn—1n = 0)
=0 k=0
. k = k
+ Y rpaik1 XY = Y (k=D)pp1pa X (car pp—1,-1=0)
=1 =1
n—1 n—1
= (10 —r) o1k XF + <Z kpn—1k Xk_l) X
=0 =0

n n
+ 7Y P XF = > (k= 1)pa_1p-1 XF
=1 =1

= (10—7) Qua(X) + X Q,_,(X) (par définition de Qu1)

(par le décalage

n—1 n—1
NI, ¢t i pn_1; Xt o
T2 Paly J Pn—15 d’indice j =k —1)

§=0 =0
= (10 =7) Qn-1(X) + X @Q,_1(X)

n—1 n—1 )3
v B , el 9 (par le décalage
+ r (JX::O Pn-1,5 X > X ( — J Pn—1,j X ) X d’indice j = k — 1)

J

= (10-7) Qna(X) + X Q) 1(X) + rXQuna(X) — X* Q) (X)

Finalement : 10 Qn(X) = (10 —7r+7rX) Qna(X)+ X 1 - X) Q1 (X).

n—1

O

d) En dérivant membre & membre ’égalité (xx), former, pour tout entier naturel n non nul, une
relation entre les espérances E(Z,,) et E(Z,,—1).
En déduire, pour tout entier naturel n, la valeur de E(Z,,) en fonction de n et de 7.

Démonstration.
Soit n € N*.

« En dérivant formellement ’égalité (*x), on obtient :
10Q,(X) = (10—r+7X) Q, 1(X)+rQn1(X)+X(1-X)Qn 1 (X)+(1-2X) Q, (X)
= rQu(X)+ (11 —r+(r—2)X) Q,_1(X)+X(1-X)QIl_(X)
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e On évalue I'égalité polynomiale précédente en 1, on obtient :

10Q,(1) = 7Qua()+ (Al —r+7r—-2)Q, (1) +1(1-1) Qp_4(1)
= r+9Q;, (1)

o Et ainsi, d’aprés la question 3.b) :

10 E(Zn) = 9 B(Zp_1) + 1

9 r
E(Z,) = 0 E(Zn-1) + 0

« Notons u,, = E(Z,). On constate que la suite (E(Z,))nen est arithmético-géométrique.
x L’équation de point fixe associée & la suite (uy,) est :

9 n r

r=—z+ —

1

0 10

Elle admet pour unique solution : A = r.

. 9 T
* On écrit : Untl = 15 X Uy + 0 (L1)
9 r
9

et donc  uUpt1 — A X (up —A) (L1)—(L2)

10
Notons alors (vy,) la suite de terme général v, = u,, — A.

9
x La suite (v,,) est géométrique de raison 10

Ainsi, pour tout n € N :

vy = (190)n><1)0 = <190>n><(u0—)\) = (%)HX(E(ZO)_T) _ _<190>" .

car Zy = 0 par définition. On a donc, pour tout n € N :

o n () e (1 (5))
ez = (1-(5) ) :

8. a) Pour tout entier naturel n, le polynéme Q! désigne la dérivée du polynome Q..
En utilisant une méthode semblable & celle de la question précédente, trouver pour tout entier
naturel n non nul, une relation entre Q/ (1) et Q' _,(1).

En déduire, pour tout entier naturel n non nul, ’égalité suivante :

Qn(1) = r(r—1) <1+ <180)‘2<190>>

Démonstration.

81



PSI
Mathématiques

2022-2023

e On dérive formellement deux fois 1'égalité (xx).

rQ, (X)) +(r—2)Q,_,
+ (1-2X) QL (X)+X(1-X) QYW (X)

2(r—1) Q4

10 @ (X)

(X)+(12—r+(r—4)X) Q! _,

X)+(1l—r+(r—2)X) Q!4

(X)

(X)+X(1-X)@Q

n—1

®3)

En évaluant en 1, on obtient : 10 Q7 (1) =2 (r — 1)

no1(1) +8Q5 (1),

« Démontrons par récurrence : Vn € N*, P(n) ou  P(n): QI (1) =r(r—1) <1 + <

» Initialisation :

1
x D’une part : Q1(X) = pri X =pio+pa X.
=0

k=
Done Q7 (X) =0, d’ou Qf(1)

8\' 9\"
x D’autre part : r(r — 1) (1 + <10> -2 (10) >

D’ou P(1).
» Heérédité : soit n € N*.

Supposons P(n) et démontrons P(n+1) ( ie. Qg (1) = T(r—l)(l—l—(%)nH—Q (

0Q0,(1) = 20— D@1 +8 QL)
— 2= (1 (55) ) +s Qo
s 3o o () (2
e s ())
= -1 (104 5 -2 50
Ainsi - LﬂDzdr—D(H%OW“—2<%ij

D'ott P(n + 1).

8

10

9
10

(X)

9

) 2 (n))

)n+1) )

(d’apres la
question 3.d))

(par hypothése
de récurrence)

. . . . 2 * 8
Ainsi, par principe de récurrence : Yn € N*, Q7 (1) =r(r — 1)(1 + (—=)" — 2

(

9

10

K

O

10
b) Calculer, pour tout entier naturel n, la variance de la variable aléatoire Z,, en fonction de n et
de 7.
Démonstration.
Soit n € N.

« En dérivant Q! (X) = 3 kpnrX*1, on obtient : Q! (X) =
k=0
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e On en déduit :

n

Qn(1) = X k(k=Dpup = 3 k?pup = 3 kpng = E(Z}) — E(Z)
k=0 k=0 k=0

Ainsi : E(Z2) = Q"(1) + E(Z,).

o D’aprés la formule de Kcenig-Huygens :

V(Zy) = E(Z2) - (E(Zn))”

On en déduit :
V(Zn)
= Qx(l) + E(Zn) - (E(Zn))2

= Qn(1)+Qn(1) — (@n(1))?
e o () =2 (8)) - (8)) - () i
= r(r—1) (180>n +r <190>n —r? (f&))n

v o) (o) G

II. Couples de v.a.r. discrétes

Exercice : EML 97

On dispose d’'un dé équilibré & 6 faces et d’une piéce truquée telle que la probabilité d’apparition de
« pile » soit égale a p, p € ]0,1][.

On pourra noter g =1—p .

Soit N un entier naturel non nul fixé.

On effectue N lancers du dé; si n est le nombre de « 6 » obtenus, on lance alors n fois la piéce.

On définit trois variables aléatoires X, Y, Z de la maniére suivante :

x Z indique le nombre de « 6 » obtenus aux lancers du dé,

x X indique le nombre de « piles » obtenus aux lancers de la piéce,

x Y indique le nombre de « faces » obtenues aux lancers de la piéce.

Ainsi, X +Y = Z et, si Z prend la valeur 0, alors X et Y prennent la valeur 0.

1. Préciser la loi de Z, son espérance et sa variance.

Démonstration.
o La premiére partie de ’expérience consiste en la succession de N épreuves de Bernoulli indépen-

1
dantes et de méme paramétre 5 (probabilité d’obtenir 6 avec un dé équilibré).

o La v.a.r. Z est le nombre de succés obtenus lors de cette expérience.
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1
On en déduit : Z ~ B (N, 6>'

1 1 5N
Dot:E(Z)=N = = — V(Z)=N= (1-2) = 2=
ot : E(2) 6 ¢t V(Z) ( 6) 36

2. Pour k € N, n € N, déterminer la probabilité conditionnelle Pyz_, ( {X = k})
On distinguera les cas : k < n et k > n.

Démonstration.
Soit n € N. Deux cas se présentent.

e Sin > N, alors, comme Z(2) = [0, N], on obtient : {Z =n} = .
En particulier : P({Z =n}) =0.

Sin > N, I'application probabilité PP;;_,) n’est pas bien définie.

Commentaire

o On insiste lors de cette permiére étape de la démonstration sur le fait que le nombre de 6
obtenus lors des N lancers successifs du dé ne peut étre plus grand que V.

o Il convient donc de distinguer le cas ou n > N et n < N. On peut regretter que cette
disjonction de cas n’apparaisse pas de maniére explicite dans cette question. On remarque
toutefois qu’elle apparait dans la suivante, ce qui peut permettre d’y penser.

\.

« Sin € [0,N], alors : P({Z = n}) # 0 et ainsi, I'application probabilité Py;_,} est bien définie.
Si 'événement {Z = n} est réalisé, c’est qu’on a obtenu n fois 6 lors de la premiére partie de

I'expérience. Deux cas se présentent alors.

— Sin =0 alors la v.a.r. X prend la valeur 0 (comme on n’effectue pas de lancer de la piéce, on

n’obtient pas de « pile »). Ainsi :
P{ZZO}({XZO}):l et P{ZZO}({X:k}):O Sik?éo (*)

— Sin € [1, N] alors la deuxiéme partie de I’expérience consiste a effectuer n lancers de la piéce

truquée. Plus précisément :

x la deuxiéme partie de 'expérience consiste en la succession de n épreuves de Bernoulli
indépendantes et de méme paramétre p (probabilité d’obtenir « pile » avec la piéce truquée),

x la v.a.r. X est le nombre de succés obtenus lors de cette deuxiéme partie d’expérience.

Ainsi, la loi conditionnelle de X sachant 'événement {Z = n} est la loi B (n, p).

Précisons ce dernier point. Soit k € N.
x Si k € [0,n], alors :

Py ({X =k}) = (Z) o (1= p)n

x Sik >n, alors :

P{Z:n}({X =k}) =0

On remarque enfin que lorsque n = 0, les deux égalités précédentes coincident avec celles écrites
a la ligne (x).
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On en conclut alors :

n> Pk (1 —p)" % sike[0,n]

Vn € [0,N], Vk € N, Pz, ({X = k}) = (k

0 sik>n

Commentaire \

« Cette question est a considérer comme difficile. En effet, il faut faire preuve d’initiative pour
ne pas oublier les cas non explicités par 1’énoncé.

o Le résultat de cette question n’est pas fourni dans I’énoncé. Cela pourrait étre bloquant pour
toute la suite de I’énoncé. Cependant, la question suivante fournit la loi du couple (X, Z)
ce qui permet de traiter le reste de I’énoncé. Mieux : connaissant la loi du couple (X, Z) et
connaissant la loi de Z, on peut obtenir la loi conditionnelle de X sachant {Z = n}. On peut
donc, au brouillon, se servir du résultat de la question 8. pour vérifier celui qu’on doit obtenir

en question 2.
Ll

\. J

3. Montrer, pour tout couple d’entiers naturels (k,n) :

L s0<k<n<N alors BUX = k} M {Z = n}) = <Z> (f) Pk (1 — )k (2>N_n (é)n
L sin> N ouk>nalors PUX = k} N {Z = n}) = 0.

Démonstration.
Soit (n, k) € N2. Deux cas se présentent.

e Sin > N, alors comme vu dans la question précédente : {Z =n} = &. On en déduit :
{X=k}n{Z=n} = {X=k}no = o
En particulier, on obtient :
PH{X =k}n{Z=n}) = P(@) =0
e Sin < N, remarquons tout d’abord :
L’événément {X =k} N{Z = n} est réalisé
< L’événément {X = k} est réalisé et D'événement {Z = n} est réalisé

On obtient k « piles » lors des on obtient n fois la face 6 lors des
= N .
lancers de la piéce N lancers de dés

< On effectue n lancers de la piéce et on obtient k£ « piles » lors de ces lancers

Deux nouveaux cas se présentent alors.

x Sik ¢ [0,n], alors :

(X=kin{Z=n}=o

En effet, on ne peut pas obtenir un nombre k ¢ [0,n] de « piles » lorsque I'on effectue n lancers
de piéces. En particulier :

P{X =k} N{Z=n})=P(2)=0
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x Sik €[0,n], alors :

PUX =k} n{Z=n}) = B({Z=n})Puy({X =k}

N 1\" N\, ek (d’apres la
B <n> <6> <1 B 6) % (k:) p* (1=p) question précédente)

Finalement, pour tout (n, k) € N2, on obtient :

() ()7 e () ) mostenen

sin > N ou
kE>n u

P({X = k}{Z = n}) =
0

4. Calculer la probabilitée P({X = 0}).

Démonstration.
La famille ({Z = n}),e[o,n) forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

PUX =0)) = 3 B((X =0)n{Z = n})
) G G () ™
- 2o (G) G
<N

5)N _ ( 1 >N (par formule du

1= 6P binome de Newton)

px =0y = (1-2)" .

5. Montrer pour tout couple d’entiers naturels (k,n) tel que 0 < k< n < N :

n\ (N\ _ (N\ (N—k
k)\n)  \k n—k
En déduire la probabilitée P({X = k}).

Démonstration.
Soit (k,n) € N? tel que : 0 <k <n < N.

o D’une part :

n N\ wl y N! B N!

k n)  kl(n—k)! # (N-n)!  kl'(n—Fk)! (N —n)
o D’autre part :

N\ (N—k\ N (N—H)T - N
<k> (n—k) TR R ((N—k) —(n—k) kK (n— k) (N —n)
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Ainsi, pour tout (n,k) € N2 tel que 0 < k < n < N, on obtient :

n N\ (N N—k

() () - () Gx)
Cette relation sur les coefficients binomiaux peut aussi se démontrer par dénombrement.
Pour ce faire, on considére un ensemble £ a4 N éléments.
(on peut penser & une piéce qui contient N individus)
On souhaite alors construire une partie P & n éléments de cet ensemble contenant k£ éléments
distingués (on peut penser a choisir dans la piéce un groupe de n individus dans lequel figurent k
représentants de ces individus).
Pour ce faire, on peut procéder de deux maniéres :

N
1) On choisit d’abord la partie & n éléments de F : < > possibilités.
n

On distingue ensuite k éléments de cet ensemble P : possibilités.

n

k

on choisit d’abord les n individus et on élit ensuite k représentants de ces individus
D

N
Ainsi, il y a < > (Z) maniéres de construire P.
n

N
2) On choisit d’abord, dans E, les k éléments & distinguer : ( k:) possibilités.
On choisit ensuite n — k éléments dans F, pour former P, en y ajoutant les k éléments précé-
N —k I
dents : i possibilités.

(on choisit d’abord les k représentants puis on leur adjoint un groupe de n — k individus)

N\ (N -k
Ainsi, il y a ( k) ( k;) maniéres de construire P.
n pa—

On retrouve ainsi le résultat souhaité.

« Remarquons maintenant : X () C [0, N].
En effet, il y a au plus N lancers de piéces. Ainsi, le nombre de « piles » obtenus au cours de cette
expérience est un entier positif majoré par V.

En particulier, pour tout k > N : IP’( {X = k}) =0.

o Soit k € N tel que k£ < N.
La famille ({Z = n}),e[o,n] forme un systéme complet d’événements.

Ainsi, par formule des probabilités totales :

P({X =k})

N
= Y P({Z=n}n{X=k})
n=0
N N (car, d’apres la question
= Y PH{X=kn{Z=n})+ Y PH{X=k précédente, pour k ¢ [0,n] :
kn[[:oH n= P{X =k}n{Z=n})=0)
€ [0,n

- S E(IX=KN{Z=n)
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o La derniére ligne est obtenue en constatant que pour k£ € N :

n € [0, N] 0<n<N 0<n<N
& = & {k<n<N
k€ [0,n] 0<k<n k<n

« Ainsi, en reprenant les égalités précédentes :

P({X =k})
= n% ({X=k}n{Z=n})
- g:k Z) (JZ ) pF(1 —p)nk (Z)N_n <é>n (dapres la question 3.)
- né_vjk ]’D (Z::) pF (1 —p)n* (2 o <é>n (d’apres ce qui précede)

N=k — —(n+k) ntk
pk Z (N k) (1 _p)n <5) ((]5') (par décalage d’mdlce)

<
<
;)
;)

)R e ()T
BE L O
;)
o)

)
)k (1_]9 N 5> N—k (par formule du
)

binome de Newton)

et -i0 = () (5 ()"

6. Montrer que la variable aléatoire X suit une loi binomiale de paramétre (N, £).
Quelle est la loi de la variable aléatoire Y 7
Démonstration.
o D’aprés la question précédente :
X X(Q) C HO,N]],

« Yk € [0,N], P({X =k}) = (]ID (%)k (1—§)N_k.

On en déduit : X ~ B (N, %)

o Pour déterminer la loi de Y, il suffit de constater que les v.a.r. X et Y jouent un réle symétrique.
On raisonne alors de la méme maniére que pour 'obtention de la loi de X en remplagant p par q.
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On obtient alors : Y ~ B (N, %)

O

7. Est-ce que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes ? Déterminer la loi du couple (X,Y).

Démonstration.
o Montrons que les v.a.r. X et Y ne sont pas indépendantes.
x Remarquons tout d’abord : {X = N} N{Y =N} =2.
En effet, 'événement {X = N} N{Y = N} est réalisé si et seulement si on obtient a la fois N

« piles » et N « faces » lors des lancers de la piéce. Or, comme il y a au maximum N lancers,
on ne peut obtenir & la fois N « piles » et N « faces ».

(X=N}n{Y =N}=20

x On obtient alors :
P{X=N}n{Y=N}) # P({X=N}) x P({Y =N})

d’apres la
0 pN qN ( P'
question 6.)

Ainsi, les v.a.r. X et Y ne sont pas indépendantes.

Commentaire \

o Dans les énoncés, on trouvera souvent la question : « les v.a.r. X et Y sont-elles indépen-
dantes 7 ». Ainsi énoncée, cette question attend généralement la réponse : NON.

« Il s’agit alors de démontrer la négation de la propriété d’indépendance. Or :

NON( Vo € X (), vy € Y(Q), P{X =2} n{Y =y}) =P{X =2}) xP{Y =y}) )
& e X(Q), eV (), PHX =z} n{Y =y}) #P{X =a}) xP{Y =y})
Pour démontrer que deux v.a.r. ne sont pas indépendantes, il s’agit d’exhiber un couple
(z,y) € X(Q) x YV(Q) tel que : P{X =z} N {Y =y}) # P{X = 2}) x P{Y =y}).
« En particulier, on pourra chercher (z,y) € X(Q) x Y(Q) tel que :

P({X=z}n{Y =y}) # P({X=2}) x P({Y =y})
I M RN
0 0 0

\.

o Déterminons la loi du couple (X,Y).
x D’aprés la question précédente, on peut considérer : X (Q2) = [0, N] et Y(Q2) = [0, N].
X(Q)=[0,N] et Y(Q)=[0,N]

x Soit (k,l) € [[O,N]]Q.
On obtient alors :

P({X = k} N {Y = ¢})

P{X =k}nN{Z-X=1}) (car Z=X+Y)
= PU{X=k}n{Z=(+Ek})

Deux cas se présentent alors :
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-sil+k>N,alors: {Z=(+k}=02. Dou:
{X=k}n{Z=0+Fk} = {X=k}no = o
On en déduit :

PU{X =k}n{Y =(}) = P{(X=k}n{Z=(+Ek}) = P(@) =0
- sif+ k < N, alors, d’aprés la question 3. :

PUX =k}n{Y =¢}) = PUX =k}n{Z=10+Ek})

N—(l+k l+k
C(RY (N g e (B ()
k 0+ k 6 6

Finalement, pour tout (k, /) € N? :

P{X =k} n{Y =£}) = <“1;k> (zﬂ) Pt =p) <2>NH (é)uk sil+k<N

0 sil+k>N

O

8. Seulement pour les cubes :
En comparant les variances de Z et de X + Y, déterminer la covariance du couple (X,Y).

Démonstration.

e Les viar. X, Y et Z sont finies. Elles admettent donc une variance.

o Tout d’abord :
VIX+Y) = V(X)+2Cov(X,Y)+ V(Y)

Commentaire \

Rappelons que cette propriétépeut se démontrer & 1’aide des propriétés de I'opérateur de cova-
riance. Plus précisément :

V(X +Y) = Cov(X+Y,X+Y)

(par linéarité o gauche
de la covariance)

= Cov(X,X+Y)+Cov(Y, X +Y)

(par linéarité o droite

= Cov (X, X) + Cov (X, Y) + Cov (Y, X) + Cov (Y, Y) de la covariance)

(car on a :
Cov(Y,X) = Cov(X,Y))

J

= V(X)+2Cov(X,Y)+ V(Y)
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On en déduit :

2Cov(X,Y) = V(X +Y)-V(X)- V()

_ 0N PPy N4
36 N6(1 6) N6(1 )
_ 5N ypb-p ab6—g
36 6 6 6 6
N
= 35 6-p6-p)-3q(6-09)
N
= %(5—6p+p2—6q+q2)
N
= 35 6-6(+a)+p’+¢)
N
= %(5—6+p2+q2)
N
= 3 (m1+p°+(1-p)?)
N 2 2
= 35 TP+ =20 +17)
N
= 35 (20" —2p)
2N
= ﬁp(l—p)

Exercice : ESCP 2001

Préliminaire

n
1. Montrer, pour tout entier naturel non nul n, 'égalité : > k% =
k=1

Démonstration.

n 2
Démontrons par récurrence : Yn € N*, P(n) o P(n): > k3= n(

» Initialisation

1
e Dune part : > k3 = 13 =
k=1

o D’autre part :

D’ou P(1).

4

12 (14 1)?

(d’apres 1. et car X ~ B (N, k)

etY ~B(N,%))

(carp+q=1)

Ainsi : Cov(X,Y) =

Npgq

36

k=1

4

n?(n +1)2

nt(n+1)°

4
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» Heérédité : soit n € N*.

n+1 1)2 2)2
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) ( ie. > k3= (n+1) 4(n +2) )
k=1

n+1

k; K = (kznjl k3) + (n+1)3

n? (n+1)>2 9 (par hypothése de
B 4 +n+1) récurrence)
1 2
_ (TH;1 ) (n2+4(n+1))
1 2
= LLZ ) (n+2)?

D’ott P(n +1).

LCA n? (n+1)2
Par principe de récurrence : ¥n € N*, Y k3 = (4H
k=1

Partie I

Soit IV un entier supérieur ou égal a 2.

Une urne contient N boules dont N — 2 sont blanches et 2 sont noires.

On tire au hasard, successivement et sans remise, les N boules de cette urne.

Les tirages étant numérotés de 1 & N, on note X; la variable aléatoire égale au numéro du tirage qui
a fourni, pour la premiére fois, une boule noire et Xo la variable aléatoire égale au numéro du tirage
qui a fourni, pour la deuxiéme fois, une boule noire.

2. Préciser l'espace probabilisé (€2, o7, P) que 'on peut utiliser pour modéliser cette expérience aléa-
toire.

Démonstration.
o On note by, ..., by_2 les (INV — 2) boules blanches, et by_1, by les deux boules noires de 'urne.
L’univers ) est I’ensemble des N-uplets d’éléments distincts de ’ensemble {by,...,bn}.

(on peut aussi choisir de confondre boule et numéro associé - dans ce cas, 0 est l’ensemble des
N -uplets d’éléments distincts de ’ensemble [1, N])

« Comme € est un ensemble fini, on choisit & = P(Q).

« Enfin, on munit (€2, %) de la probabilité uniforme notée P.

3. Soit i et j deux entiers de l'intervalle [1, N]. Montrer :

0 si1<j<i<N
P{X:1 =i n{Xs=j}) = 2

% di1<i < N
NN —1) S1 1<)

Démonstration.

« Pour tout k € [1, N], on considére les événements suivants :

Ny, : «la k®™ boule tirée est noire » et By : « la k™ boule tirée est blanche »

« Soit (7,7) € [1, N]?. Deux cas se présentent :
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””” Xi=i}{X2=j} = @
En effet, si 'événement {X; = i} N{X2 = j}) est réalisé, alors la premiére boule noire apparait
avant la seconde boule noire. Ceci est impossible.

x sii > 7, alors I'événement {X; =i} N {Xy = j} est réalisé si et seulement si la premiére boule

noire est obtenue au i°™° tirage et la seconde boule noire au 5™ tirage.
Un N-tirage réalisant ’événement {X; =i} N {X2 = j} est donc entiérement déterminé par :

- le numéro de la boule noire en i®™° position : (%) = 2 possibilités.

le numéro de la boule noire en j¢™€ position parmi les o
- s Jop P : G) = 1 possibilité.
boules noires restantes

les positions des N — 2 boules blanches dans les -
- . — Nl b

N — 2 positions restantes + (N = 2)! possibilites.
Ainsi le nombre de N-tirages réalisant I’événement {X; =i} N{Xy = j} est 2 (N — 2)\.
On en déduit :

P{X1 =i} n{Xo=j}) = Card({chzﬁ(g){Xz =Jb) _2 (NN? 2! _ - 2 ;
0 sil<y<i<N

Finalement : V(i,j) € [1, N]?, P{X1 =i} n{Xy = j}) = 2 . o
m sil<i<ji<N

Commentaire

Pour le cas ¢ < j, on peut également utiliser la formule des probabilités composées.
On détaille ci-dessous la maniére de procéder.
- Tout d’abord :

{Xl:i}ﬁ{Xz:j}:Blﬁ...ﬂBi_lﬂNiﬂBﬂ_lﬁ...ﬂBj_lﬂNjﬂBj_Hﬂ...ﬁBN

- De plus : P(Blﬂ...ﬁBZ'_lﬂNiﬂBi_:,_lﬂ...ﬂBj_lﬂNjﬂBj_Hﬂ...ﬂBN_l) #0.
Ainsi, par formule des probabilités composées :
P{X1 =i n{Xy =j})
= P(Bl) X PBl (BQ) X ... X PBIQ._'ﬁBi_l(Ni) X ... X ]P)Blm...mBj_l(Nj) X ... X PBlﬁ...ﬂBN,l(BN)

= N_2><N_3>< X#X X;X X;
N N—-1""7""N-@G(-1)""7"7"N—-(G-1)""T"TT"N-(N-1)

o (N=2)lx2x1 2

B N! ~ N(N-1) ]

\.

4. Déterminer les lois de probabilité des variables X7 et X5. Ces variables sont-elles indépendantes 7

Démonstration.
« Déterminons tout d’abord X;(Q2) et X2(2).
x On remarque : X;(Q2) =[1,N —1].
En effet, comme il y a deux boules noires dans l'urne, la premiére apparait au pire lors du
(N — 1)®™m¢ tirage et peut apparaitre lors de tout autre tirage.

93



PSI 2022-2023
Mathématiques

x De plus : X2(02) = [2, N].
En effet, comme il y a deux boules noires dans 'urne, la seconde apparait au mieux lors du
20me tirage et peut apparaitre lors de tout autre tirage.
e Soit i € [1, N —1].
La famille ( {X; = j} )je[[Q,N]]
Ainsi, par formule des probabilités totales :

forme un systéme complet d’événements.

P((X1=i}) = N2 P({X) = i} 1 (X2 = j})

<.
/|

P{X1 =i} Nn{X2=j})

(d’apres la question
précédente)

2(N—(i+1)+1) N—i
N(N —1) T N(N-1)

X1(Q) = [LN —1]
N —1

vie LN =1, P = 1) =2 oy

Commentaire

On note que le découpage de la somme dans la deuxiéme égalité est aussi valable pour ¢ = 1.
En effet, dans ce cas, la premiére somme est nulle car on somme sur un ensemble vide d’indices.

o Soit j € [2, N].
La famille ( {X1 =14} ), vy
Ainsi, par formule des probabilités totales :

forme un systéme complet d’événements.

P((X=j}) = Ng P({X) = i} 1 (X2 = j})

T4 Y B({Xi =i} N {Xe =)

i=1
1<
_ ]z_:l 2 (d’apres la question
S NN -1) précédente)
_ 9 J—1
N(N 1)
X2(22) = [2, N]
. , i1
Vj € [2,N], P({Xz2=j}) =2 NN 1)

Commentaire

On note que le découpage de la somme dans la deuxiéme égalité est aussi valable pour j = .
En effet, dans ce cas, la deuxiéme somme est nulle car on somme sur un ensemble vide d’indices.
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o Démontrons que les v.a.r. X7 et X9 ne sont pas indépendantes.
x Tout d’abord :
{X1:2}ﬂ{X2:2} = g
En effet, 'événement {X; = 2} N{ Xy = 2} est réalisé si et seulement la premiére et la seconde
boule noire sont tirées simultanément au 2°™¢ tirage. Ceci est impossible car on tire les boules

dans 'urne une par une.
On en déduit :

P({X1:2}Q{X2:2}) = P(@) =0

x De plus :
N -2
- dune part : P({X1 = 2}) = 2 o5 #0
2—1
- dantre part : P({Xz = 2}) = 2 o5 # 0

On en déduit :
P{X1 =2} n{X, =2}) # P({X1 =2}) xP({Xy =2})

Ainsi, les v.a.r. X1 et X5 ne sont pas indépendantes.

Commentaire

En toute rigueur, cette démonstration est fausse. Elle repose sur le fait que 2 € X;(Q) et
2 € X2(2). Or si N = 2 (ce qui n’est pas exclu par I’énoncé), 2 € X;(€2). Dans ce cas, X
est la v.a.r. certaine égale & 1 et Xy est la v.a.r. certaine égale a 2.

Et X, et X5 sont alors indépendantes.

5. a) Démontrer que la variable N +1 — X5 a méme loi que X;.
Démonstration.
Notons Z = N + 1 — Xo.
« Commencons par déterminer Z(€2).
Notons h : z — N + 1 — z, de telle sorte que : Z = h(X).
On rappelle : X5(Q2) = [2, N]. On en déduit :
Z(Q) = (M(X2))(Q) = h(X2(Q) = h([2,N]) C [1,N—1]

En effet, soit k € [2, N] :
« h(k)=N+1—kez,

x de plus :
comme 2<k<N
alors —2>2-k>-—-N
donc N—-1>2N+1—-k>1
d’ott N—-1>h(k)>1

Et ainsi : Z(Q) C [1, N —1].
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. Soit i € [1,N —1].

P{Z=1i}) = PUN+1-Xy=1i})
= P{Xo=N+1-1i})

_ (N+Y—1i)—% (d’apres 3., car
B N (N -1) N+1-i€[2,N] (%)
_ 9 N —1
N (N -1)
Détaillons 'assertion ().
Comme 1<i<N-1
alors —-1>—-i>—(N-1)
donc N>2N+1—12>2
Ainsi : Vi€ [1,N — 1], P{Z = i}) =2 N~
nsi : Vi - —i\W\W=2__— "
' ’ ’ N (N 1)

o Finalement, on obtient :
X Z(Q) C Xl(Q),
x Vie[1,N—1], P{Z =i}) =P({X1 =i})

On en déduit que les via.r. Z = N 4+ 1 — X5 et X1 ont méme loi.

b) Déterminer la loi de la variable Xy — X et la comparer a celle de Xj.

Démonstration.

o Comme la v.a.r. X; correspond au rang de la premiére boule noire et la v.a.r. Xo correspond
a celui de la seconde, 1’écart entre les deux est au minimum de 1 et au maximum de (N — 1).

Ainsi : (X2 — X1)(2) C [1,N —1].

. Soit k € [1,N —1].
La famille ({X1 = i});ep,ny—1] forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

P(G-Xi=K) = % B((Xi=i}0 (- X = k)
N-1
= Z:l ]P’({Xlzi}ﬂ{XQIk-i-i})
= Z [P’({Xl Zi}ﬁ{XQZk-i—i})
x

(car{Xo=k+i} =0
sik+i¢ Xo(Q))

N—k
- ; P({X1 =i} N{Xs =k +1i})
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La derniére ligne est obtenue en constatant :

kE+ie X2(Q)=[2,N] 2<k+i<N 2—-k<i<N-k
& & & {1<i<N-k
ie1,N—1] 1<i<N-1 1<i<N-1
Ainsi, en reprenant les égalités précédentes :
N—k
PUXo— X1 =k}) = X P({Xy=i}n{Xs=k+i})
=1
I 2 (d’apres 2
T & N(N-1) k+i>1i)
_ 2 (v
N (N —1)
2 (N —k)
1L,N—1], P{Xs — X; = =
VkE[[, ]]7 ({ 2 1 k}) N(N—l)

« Finalement, on obtient :
X (X2 — Xl)(Q) C Xl(Q),
x Vk € ﬂl,N — 1]], P({XQ - X1 = k}) = P({Xl = k})

On en déduit que les v.a.r. Xo — X7 et X7 ont méme loi.

6. A l'aide des résultats de la question 5 :
a) Calculer les espérances E(X;) et E(X>).

Démonstration.
« Tout d’abord, les v.a.r. X7 et X9 admettent une espérance en tant que v.a.r. finies.

e De plus, d’aprés les questions 4.a) et 4.b) :

N 4+ 1— X5 et X7 ont méme loi
X9 — X7 et X7 ont méme loi

On en déduit que les v.a.r. N +1 — X5 et X9 — X7 admettent aussi une espérance et :
E(X1) =E(N 41— Xo)
{ E(X1) =E(X2 — X31)
De plus, par linéarité de ’espérance :
EIN+1-X5)=E(N+1)—E(X2)=N+1-E(Xq2) et E(Xo— X;)=E(Xq)—E(X;)
Ainsi :
E(X1)=N+1-E(Xy)
{ E(Xy) = E(X2) — E(Xy)

« On obtient alors un systéme linéaire de deux équations a deux inconnues (E(X) et E(X3)) :

{ E(X;) + E(X2) = N+1 e 25 {E(Xl) + E(X3) = N+1
<~

2E(X;) — E(X2) = 0 — 3E(X2) = —-2(N+1)
Ly 3L1 + Ly { 3E(Xy) = N+1
<~
— 3E(Xy) = —-2(N+1)
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Finalement : E(X;) = i et E(Xq) =2 T+ U
b) Montrer I'égalité des variances V(X7) et V(X3).
Démonstration.
e Les v.a.r. Xq et Xo admettent une variance en tant que v.a.r. finies.
o D’aprés la question 4.a), les v.a.r. N4+1— X5 et X7 ont méme loi. On en déduit que N+1— X5
admet une variance et :
V(X)) = VIN+1-Xp) = (-1)? V(Xq) = V(Xy)
V(X1) = V(Xy)
O
¢) Seulement pour les cubes : Etablir la relation : 2 Cov(X7, Xo) = V(X))

(ott Cov (X7, X2) désigne la covariance des variables X et X5).

Démonstration.

« Tout d’abord, comme les v.a.r. X; et Xy admettent une variance, alors Cov(X7, X3) est bien
définie.

o D’aprés la question 4.b), les v.a.r. Xo — X7 et X; ont méme loi. On en déduit que Xo — X3
admet une variance et :

V(Xy) = V(X2—Xy)
= V(XQ) + 2 COV(XQ, —Xl) + V(—Xl)

(par linéarité o droite
de la covariance)

= V(XQ) -2 COV(XQ,Xl) +V(X1)

(d’apres la question
précédente)

= 2 V(Xl) -2 COV(Xl,XQ)

On obtient : V(X;) = 2 V(X;) —2 Cov(X1, Xs).
Ainsi : V(Xl) = QCOV(Xl,XQ).

7. Seulement pour les cubes : Calculer V(X;). En déduire V(X2) et Cov(Xy, Xo).

Démonstration.
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« Déterminons d’abord E(X?). Par théoréme de transfert :

EX) = ¥ #@P({X=2) = ¥ PP{(X=1)

N N(N +1)

= 5 (AN-2-3N+3) =

o Par formule de Koenig-Huygens :

(N —1)? N2>

V(X1) = E(X7) - (E(X1)? =

N(N+1) (N+1)

6 9
= Nli;'l (BN —2(N +1))
(N +1)(N —1)
18

V() = (N +1)(N —1)

18

e Or, d’aprés la question 6.b) : V(X3) = V(X7).
1
D’apres la question précédente : Cov(Xy, Xo) = 3 V(X1).

N +1)(N —1)

On en déduit : V(Xq) = (

N+1)(N —1)

et COV(Xl,XQ) = (

36

Partie 11

On suppose que A et B sont deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (2, <7, P),

indépendantes, suivant la méme loi uniforme sur I’ensemble {1, 2, .

ment : « A ne prend pas la méme valeur que B ».

-1
8. Montrer que la probabilité de I’événement D est

Démonstration.
« Remarquons d’abord : D = {A # B}. On en déduit :

B(D) = P({A+B}) = 1-P{AZB}) = 1-B({A=B})

.., N} et on désigne par D ’événe-
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Commentaire

Il est pertinent ici de penser a utiliser I’événement contraire, puisque 1’événement D est
défini par une propriété exprimée négativement.

o La famille ({B = j}),e[1,n] forme un systéme complet d’événements, car B ~ U([1, N]).
Ainsi, par formule des probabilités totales :

PA=B)) = X P((A= B} (B3}

Il
M=

P{A=j}n{B=j})

j=1
N . . (car A et B sont
= ng P({A=;}) xP{B =} indépendantes)
N 11 (car A ~U([1,N]) et
- LNN B ~U([1,N]))
Jj=1 )
_ N1
- N2 N
1 N-—-1
O
Y] = min(A, B)
9. Soit Y7 et Ys les variables aléatoires définies par :
Yy = max(A, B)
Calculer, pour tout couple (i,7) d’éléments de {1,2,..., N}, la probabilité conditionnelle :
Pp({v1 =i} n{Y2 =j})
Démonstration.
N-—-1
« Tout d’abord, d’aprés la question précédente : P(D) = N # 0. Ainsi la probabilité Pp est

bien définie.

« Soit (i, ) € [1, N]2
Si ’événement D est réalisé, alors les v.a.r. A et B prennent des valeurs distinctes.
Dans ce cas, 'événement {Y; = i} N{Y; = j} est réalisé si et seulement si le minimum de la valeur
prise par la v.a.r. A et la valeur prise par la v.a.r. B est i, et le maximum de la valeur prise par
A et la valeur prise par B est j.
Trois cas se présentent alors.

x Sii > 7, alors :

Vi=iln{Ya=j} = o

En effet, le minimum des valeurs prises par A et B ne peut étre strictement plus grand que le
maximum des valeurs prises par A et B.

Ainsi, si i > j, alors : Pp({Y1 =i} n{Ya =j}) =0.

x Sii =7, alors :

Y1 =i} n{Yo=j} = {min(4,B) =i} N{max(A,B) =i} = {A=¢Nn{B =1}

Ainsi :

Dn({vi=ijn{Ya=j}) = {A#BIn({A=i}n{B=i}) = @
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On en déduit :

P(DN({vi=itn{va=3}))  pg)

Finalement, sii=j: Pp({Y1 =i} n{Ya=1i}) =0

x Sii < j, alors, comme i # j :

Dn({nn=in{Ya=j}) = (Vi=i}n{¥2 =}

Mi=in{ta=j} = ({A=in{B=j})U({A=j}n{B=1})
Les deux événements de cette union sont incompatibles. On en déduit :
Po({Yi = i} N {Ye = j})
— Pp({A=i}n{B=j})+Pp({A=j}n{B=1})
PON{A=3}0{B =4} , PON{A=j}n{B=i)

P(D) P(D)
_ P{A=}0{B=j}) , BA=j}n{B=1})
P(D) P(D)

— g PUA =T X PUB =)+ PUA= ) x BB =) [oor L oF % oonf
N 1 1 1 1 (car A ~U([1,N]) et
- v (v vty B ~U([1,N]))
N 22
-~ N—-1NZ N(N-1)

Ainsi, si i < j: Pp({Y1 =i} N{Ya = j}) = N(]\?l) 0

Exercice : ESSEC 2001

Le but du probléme est ’étude du coefficient de corrélation linéaire de deux variables aléatoires qu’on
aborde d’abord dans un cas particulier (Partie I), puis de fagon générale (Partie II).

Partie I

1.

Calculs préliminaires

a) On considére deux nombres entiers naturels ¢ et n tels que n > ¢. En raisonnant par récurrence
sur n, établir la formule suivante :
no(k n+1
k=q q q+
Démonstration.

Montrons par récurrence : Vn > ¢, P(n), ou P(n): > < > _ <n+ )
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» Initialisation

i (k
o D’une part : > ( ) = <q> =1.
k=q q q

1
« D’autre part : (q—i— > =
qg+1

D’ou P(q).

» Hérédité : soit n > gq.

n+l
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. 3 (ki) _ (n + 2) )

—_

k=q q q + 1
ntl [k n(k n+1
56 = (E0) 00
k=q \4 k=q \4 q
n+1 n+1 (par hypothese
= + .
qg+1 q de récurrence)
_ (n+2 (d’apres la formule
- o \g+1 du triangle de Pascal)

D’ou P(n +1).

n [k n+1
Par principe de récurrence : Vn > g, = .
— vz <Q) <q + 1)

k=q 0
b) En faisant ¢ = 1, 2 , 3, en déduire une expression factorisée des quatre sommes suivantes :

Sk S k(k—1) 5 K et Y k(E—1)(k—2)

k=1 k=2 k=1 k=3
Démonstration.
o Si g =1, on trouve, a 'aide de la formule précédente :

i B\ (n+1\  (+1)!  (n+1)n
=\ 2 ) 2ln—1) 2
Or <k> & Donc 3° k= 0D
1 =1 2
o Si g =2, on trouve, a l'aide de la formule précédente :
i B\ (n+1\  (+1)!  (nm+L)n(n-1)
=\2) U3 ) 3(n-2) 3% 2
k k(k—1 n n [k -1 1
or (FY 2 EEZD e S hr—1) =2 30 (F) 2 (et L)
2 2 k=1 k=1 2 3

o Si g =3, on trouve, a 'aide de la formule précédente :

Z”: E\  (n+1\  (m+1)! ©+)nn-1)(n-—2)

=\3) 4 ) 4A(n-3) 4x3x2

—1)(k—-2 n -1 1 2
Or g :k(k )k ).Donc:Zk(k—l)(k—2):(n )n(n+1)(n+ )
3 3x2 =1 4 O
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On considére dans toute la suite de cette partie un nombre entier n > 2 et une urne contenant n jetons
numérotés de 1 a n.
On extrait de cette urne successivement et sans remise 2 jetons et on désigne alors par :

o Nj la variable aléatoire indiquant le numéro du premier jeton tiré,

o Ny la variable aléatoire indiquant le numéro du second jeton tiré,

o X la variable aléatoire indiquant le plus petit des numéros des 2 jetons tirés,
« Y la variable aléatoire indiquant le plus grand des numéros des 2 jetons tirés.

On note E(Ny) et V(Ny), E(N2) et V(Na), E(X) et V(X), E(Y) et V(Y) les espérances et variances
des quatre variables aléatoires N1, No, X, Y.

Commentaire \

« Si on confond jeton et numéro associé, alors l’ensemble des jetons est l’ensemble [1,n].
Dans ce cas, 'ensemble €2 des résultats possibles de I'expérience est ’ensemble des 2-uplets
(c’est-a-dire des couples) d’éléments distincts de [1,n].

« Comme  est un ensemble fini, on choisit &/ = P(12).

« Enfin, on munit (£2, 47) de la probabilité uniforme notée P.

\. J

2. Lois conjointe et marginales des variables aléatoires N; et Ns.

a) Déterminer les probabilités P({N1 = i}) pour tout 1 < i < n, et Pry, 3 ({N2 = j}) pour tout
1<j<n,j#i
1
En déduire : Vj € [1,n], P({N2 = j}) = —. Puis comparer les lois de Ny et Na.
n

Démonstration.
« Remarquons tout d’abord :

x La premiére partie de I’expérience (premier tirage) consiste en un choix effectué de maniére
équiprobable parmi n issues (en 'occurrence les jetons de I'urne) numérotés de 1 a n.

x La v.a.r. N7 prend la valeur du numéro obtenu lors de cette expérience.

On en déduit : Ny ~ U([1,n]).

« Soit i € [1,n] et soit j € [1,n] tel que j # 1.
Si I’événement { N7 = i} est réalisé, c’est que le premier tirage a fourni le jeton numéro i.
Dans ce cas, 'événement { No = j} est réalisé si et seulement si le deuxiéme tirage, qui s’effectue

dans 'urne initiale privée du jeton i, a fourni le jeton numéro j.

1
Les jetons étant tirés de maniere équiprobable, on en conclut : Py, —; ( {Ny=3j }) =71
n p—

1

Vi € [[lvn]]a VJG [[Ln]]v 27&] = P{lez}({NQZ.]}) :m

Commentaire

On a évidemment : Vi € [1,n], P{lei}({Ng =i} ) = 0. En effet, si le jeton numéro
1 est tiré lors du premier tirage, il ne peut I'étre lors du second.

. Soit j € [1,7n].
La famille ({Ny =i} )

ie[in] est un systéme complet d’événements.
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D’aprés la formule des probabilités totales :
P({N: = j})

P({N1=i}N{Nz=j})

|
NE

@
Il
—_

I
M=

P({Ny =i}) x Pry,—iy ({N2 = j}) (car : Vi € [1,n], P({N,=1i}) #0)

s
I
—

= Y PUNM =i x Poo—g({Ne =71 + 3 BN =i}) x By, ({(No = j})

i=1 i=1

i F ] i=j
no1 1 , , ‘
- <Z Hn—l)“P N = =y (Uv2 = (car Pryy—jy ({N2 = j}) =0)
i=1
i #J
1 1
— _1) = - =
(n ) n—1 n

Vj € [[1,n]],]P’({N2:j}) :E

Commentaire \

o Méme si ce n’était pas esprit du sujet (comme le démontre le « en déduire »), il était
possible de proposer une démonstration par dénombrement de cette question. Détaillons le
procédé ci-dessous.

« Soit j € [1,n].
Un 2-tirage réalisant ’événement {N2 = j} est un couple d’entiers distincts dont le
deuxiéme élément est j. Un tel 2-tirage est entiérement déterminé par :

n—1

le premier numéro de ce couple (c’est un S
P ple ( : ( L ) =n — 1 possibilités.

numéro de [1,n] qui n’est pas j)
— le deuxiéme numéro de ce couple (c’est j) : 1 possibilité.
Il y a donc n — 1 tels 2-tirages. Ainsi :
. Card {NQ = ]} n—T
PN, = j)) = LN ) -

1
Card(Q) T n(n~1) n

« Remarquons enfin :
x N1(€) = [1,n].
En effet, le 1°" tirage peut fournir n’importe quel numéro de jeton de [[1, n].
X NQ(Q) = [[1,7’1,]]
En effet, le 2" tirage fournit forcément un numéro de jeton (ainsi Na(2) C [1,n]) et :
— le 2-tirage (2, 1) réalise 1’événement { Ny = 1},
— le 2-tirage (1, 2) réalise I'événement { Ny = 2},
— le 2-tirage (1, 3) réalise I'événement { Ny = 3},
— le 2-tirage (1,n) réalise 'événement { Ny = n}.
Les v.a.r. Ny et Ny ont méme ensemble image (N1(Q) = [1,n] = N2(€)) et sont telles que :
. . 1
Vje [[1777‘]]7 ]P)({Nl - .7}) =

n

=P({N2 =j})
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\.

Nj et Ny suivent toutes les deux la loi uniforme sur [1,n].

Commentaire \

o C’est toujours un bon réflexe de déterminer les ensembles images des v.a.r. considérés car

cela permet de guider la rédaction. En particulier, il est important de savoir si ’on travaille
sur des v.a.r. finies (de telles v.a.r. admettent des moments a tous les ordres) ou des v.a.r.
non finies (dans ce cas, on devra systématiquement démontrer l'existence des moments).
D’autre part :

x ’ensemble image peut permettre de conclure quant a la loi d’une v.a.r. X.
En effet si X (Q) = {0,1} alors X ~ B(p) on p=P({X =1}).

x ’ensemble image peut permettre d’écarter des possibilités de lois pour X.
Par exemple, si X est une v.a.r. finie alors X ne peut pas suivre une loi géométrique ou
une loi de Poisson.

C’est pourquoi on a précisé dans cette question les ensembles image Ny (Q) et Ny (Q) En
réalité, cette précaution n’est pas nécessaire pour répondre & la question posée.
En effet, si X et Y sont deux v.a.r. discrétes, alors :

X et Y ont méme loi & VzeR, P({X =z}) =P({Y =x})

(en particulier, ces probabilités sont nulles si x n’appartient pas auz ensembles image des
v.a.r. considérées)

On insiste sur le fait que la propriété précédente n’est vérifiée que pour les v.a.r. discrétes.
Rappelons au passage que si X est une v.a.r. & densité alors, pour tout x € R :
IP( {X = x}) = 0. Ainsi, si X et Y sont deux v.a.r. & densité on a toujours :

VzeR, P({X =2})=0=P({Y =2})

mais cela n’apporte pas d’information sur les lois de X et de Y.

Notons enfin qu’a une question du type « comparer les lois des v.a.r. N1 et Na », la seule
réponse possible est que les v.a.r. N1 et Ny ont méme loi. C’est donc dans ce sens qu’il
faudra traiter la question. O

J

b) Calculer les espérances E(N7) et E(N3), les variances V(N7) et V(Va).

Démonstration.
D’aprés la question précédente, Ny et Ny suivent toutes les deux la loi uniforme sur [1,n].

1 21
On en déduit : E(Ny) = n—2|— =E(N2) et V(N = i 5

= V().
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Commentaire

Remarquons que les v.a.r. Ny et Ny suivent la méme loi.
o Leurs moments sont donc égaux. En effet, pour tout r € N* :

E(V) = K B(Ni=K}) = 3 K B({N> = k) = E(V))

(les v.a.r. N1 et No admettent des moments a tout ordre car ce sont des v.a.r. finies)

o On prendra garde & ne pas commettre I’erreur grossiére d’en conclure que les v.a.r. Nj et
Ny sont égales. En effet, pour le 2-tirage w = (2,1) :

Nl(w):2 7£ 1:N2(OJ)

Il existe donc w € Q tel que : Nj(w) # Na(w). Ainsi, les v.a.r. Ny et Ny sont distinctes. .

¢) Montrer, pourtout 1 <i<netl<j<n:
PNy =i} N {Ny =j}) =4 "(n—1)

et en déduire :
(n+1)(3n +2)

12

En déduire la covariance et le coefficient de corrélation linéaire de N1 et Ns.

E(N1 Ny) =

Démonstration.
Soient ¢ € [1,n] et j € [1,n]. Remarquons tout d’abord :
L’événément { Ny =i} N {N2 = j} est réalisé
< L’événément {N; =i} est réalis¢é et D'événement { Ny = j} est réalisé
& On obtient le jeton 7 au 1°¥ tirage et on obtient le jeton j au 2" tirage

Deux cas se présentent alors :

e sii =y, alors:

{lel}ﬂ{Ngzj}:Q
En effet, on ne peut pas tirer le jeton j lors du second tirage s’il I'a déja été lors du premier.
Ainsi : P({N1y =i} N{Ny =j}) =P(2) = 0.
o sii # j, alors d’aprés 2.a) :

. . . ) 1 1
PNy =i} n{N2 = j}) =P({N1 = 4}) Pyy=y({NV2 = ji}) = e
LI
Pourtout 1 <i<netl<j<n:P{N =i}N{N2=j}) = n(n—1)
0 sit=j

e Les v.a.r. Ny et Ny admettent un moment d’ordre 2 car ce sont des v.a.r. finies.
On en déduit que le produit N7 No admet une espérance.
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Commentaire

o Dans le cas général :
x X admet un moment d’ordre 2

= XY admet une espérance
x Y admet un moment d’ordre 2

o On rappelle le cas particulier ot X et Y sont indépendantes :
x X admet une espérance
x Y admet une espérance = XY admet une espérance

x X et Y indépendantes

\.

o D’aprés le théoréme de transfert :

E(NiN2) = > ( > iij({lei}ﬂ{szj})>

1EN1(Q) JEN2(Q)

> (éixj]P’({lei}ﬂ{szj})>

i=1

n
1
=1 \j

ijp({]\ﬁ:i}ﬂ{]\b:j})

NIE

(2

J PN =i} N{N2 = j})>

1

Or, pour tout i € [1,n] :

J PNt =i} N{N2 = j})

= S PN =in{Na=j}) +
— 1
” i

[NNIE

J
j

= Y BN =N {Na=j}) + i BUN =N =T])
;.

j=1
VK
n 1
= J
jgl n(n —1)
J#i
1 n
= J
n(n—1)<j§1 )
J#i

107



PSI 2022-2023
Mathématiques

On en déduit :

E(N, Ny) = fz( 1 )(n(n2+1) _Z>>

=1 nin—1
1 n n (n+1)
= i — 1
n(n_l) i=1 2
1 in(rﬁ—l), 1 no,
= i — i
nn—-1) = 2 n(n—1) =
B 1 %(n+1)i : 1 w(n+1)(2n+1)
- m(n-1) 2 =1 w(n—1) 6
B I n+1lnn+1) 1 (n+1)(2n+1)
 on—-1 2 2 n—1
1 n+1
= i 1 6n(n+1)—4(2n+1))
1 1
= ﬂn—i—l (6n272n74)
n_
1 n+1
T 12n-1 (3 2—n—2)
1 n+1

(n+1)(3n +2)

E(N1Ny) = 12

o D’aprés le théoréme de Koenig-Huygens :

COV(Nl,NQ) = E(NlNg) - E(Nl) E(Ng)
(n+1)Bn+2) n+ln+l

12 2 2
(n+1)
= 5 (3n+2—-3(n+1))
_ n-+1
N 12
n+1
COV(Nl,NQ) = — 12
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o Enfin, par définition :
COV(Nl, Ng)
V(N1)V(N2)

_ntl
12

p(vaNQ) =

n4+1 12
12 n2—1
n4+T 12
12 (n—1) (pT)
1
n—1 [l

p(N1, N2) = —

d) Exprimer enfin sous forme factorisée la variance V(Nj + Na).

Démonstration.
o La v.a.r. Nj + Ny admet une variance en tant que somme de v.a.r. qui en admettent une.
e De plus :

V(N1 + N2) = V(N;)+2Cov(Ny, Na2) + V(Na)

_ 2n2—1_2n+1
12 12
n+1)(n—1) n+1
6 6
n+1

= G (n—1-1)

(n+1)(n—2)

V(N7 + Np) =
(N1 + Na) 6 N

3. Lois conjointe, marginales et conditionnelles des variables aléatoires X et Y
a) Montrer, pour tout (i,7) € [1,n]? tel que 1 <i < j<n:PH{X =i}n{Y =j}) =

n(n—1)

Que valent ces probabilités sinon ?

Démonstration.
Soit (i, j) € [1,n]?. Remarquons tout d’abord :

L’événément {X =i} N{Y = j} est réalisé
& L’événément {X = i} est réalisé et D'événement {Y = j} est réalisé
< Le plus petit numéro des 2 jetons est ¢ et le plus grand numéro des 2 jetons est j

o Le jeton i est obtenu au 1 tirage et le jeton j est obtenu au 29 ()
*
ou le jeton j est obtenu au 1 tirage et le jeton i est obtenu au 2°4

Deux cas se présentent alors.
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e Sii>j,alors: {X =i}n{Y =j}=0.
En effet, le plus petit jeton tiré ne peut étre :
x strictement plus grand que le plus grand jeton tiré,
x égal au plus grand jeton tiré puisque les tirages ont lieu sans remise.
Ainsi : P{X =i} n{Y =j}) =P(@) =0.

o Sii < j, alors d’aprés (x) :
{(X=i}n{V =5} = ({(M=i}n{N2=4})U({M =5}N{No=1})
Les deux événements composant cette union sont incompatibles. On en déduit :

P{X =ifn{Y =j}) = P{N1=d}N{Na=j}) +P({N1=j}N{N2=1})

1 1 SN
= o = 1) + O (d’apres 2.c))

0 sil<j<i<n
Finalement P{X =i} N{Y =j}) = 2

Commentaire \

o Il était possible de proposer une démonstration par dénombrement de cette question dans
le cas ¢ > j. Détaillons le procédé ci-dessous.
« Soit (i, 4) € [1,n]? tel que i < j.
Un 2-tirage réalisant I’événement {X =i} N{Y = j} est un couple d’entiers distincts dont
le plus petit élément est ¢ et le plus grand élément est j.
Un tel 2-tirage est entiérement déterminé par :
- la position du plus petit élément de ce couple (1°*¢ ou 2°™¢ coordonnée du couple) :
2 possibilités.
- la position du plus grand élément de ce couple : 1 possibilité restante.

Il y a donc 2 tels 2-tirages ((7,7) et (j,4)). Ainsi :

‘ , Card({X =i} n{Y =j}) 2
PH{X = Y = = =
(X =in{y =7}) Card(Q) n(n—1) .
b) En déduire les probabilités P({Y = j}) pour 2 < j <net P({X =i}) pour 1 <i<n—1.
(on vérifiera que les formules donnant P({Y = j}) et P({X = i}) restent Valables sij=1ou
i=n)
Démonstration.

e Déterminons la loi de Y.

x Tout d’abord : Y () = [2,n].
En effet, Y(©2) C [1,n] (car Y prend la valeur d’un numéro de jeton) et :

- le 2-tirage (1,2) réalise I'événement {Y = 2},
- le 2-tirage (1, 3) réalise I’événement {Y = 3},

- le 2-tirage (1,n) réalise 'événement {Y = n}.
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- I'événement {Y = 1} n’est jamais réalisé.
En effet, I'événement {Y =1} est réalisé si et seulement si le plus grand numéro des
jetons tirés est 1. Dans ce cas, comme les tirages s’effectuent sans remise, ’autre jeton
porte donc un numéro strictement plus petit que 1, ce qui est impossible.
x Soit j € [2,n].
La famille ({X = i});c1,,—1) forme un systéme complet d’événements.
Par formule des probabilités totales :

n—1

PHY =35} = 2 PH{X =an{Y =j})

i=1

= S RUX=an{v=j} +
i=1
1< j

j=1 (d’apres la question

— ; PH{X =i} n{Y =3} précédente)

i 2 (toujours d’apres la
=1 n(n—-1) question précédente,
7j—1

- 2n(n—1)

Y(Q) = [2,n] et : Vj € [2,n], PHY = j}) =2 n(]n—11)

x Danslecasouj=1:
- d’une part : {Y =1} = @ (comme expliqué plus haut). D’ou : P{Y =1}) = P(@) = 0.
-1

1
- d’autre part : 2 —— =
n(n —1)

La formule obtenue reste valable dans le cas oi j = 1.

Commentaire

On pouvait aussi remarquer que le découpage de la somme dans la deuxiéme égalité
est aussi valable pour 7 = 1. En effet, dans ce cas, la deuxiéme somme est nulle
car on somme sur un ensemble vide d’indices.

o Déteminons la loi de X.

x Tout d’abord : X(Q) = [1,n — 1].
En effet, X(©2) C [1,n] (car X prend la valeur d’'un numéro de jeton) et :

- le 2-tirage (1,n) réalise I’événement {X = 1},
- le 2-tirage (2,n) réalise I’événement {X = 2},

le 2-tirage (n — 1,n) réalise 'événement {X =n — 1}.

- Pévénement {X = n} n’est jamais réalisé.

En effet, 'événement { X = n} est réalisé si et seulement si le plus petit numéro des jetons
tirés est m. Dans ce cas, comme les tirages s’effectuent sans remise, I'autre jeton porte
donc un numeéro strictement plus grand que n, ce qui est impossible.
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« Soit i € [1,n — 1].
La famille ({Y = j}),e[2,n) forme un systéme complet d’événements.
Par formule des probabilités totales :

PHX =i}) = PAX =i} n{Y =j})

PHX =i n{Y =j}) +

[\

n
],:
] >

~

d’apres la question
(d’ap q

it précédente)
_ i 2 (toujours d’apres la
i Shin(n-1) question précédente

(n—(i+1)+1)
n(n —1)

X&) =[ln—-1]et:Vie[l,n—-1], P{X =i}) =2 n&__zl)

x Danslecasoui=mn:

- d’une part : {X =n} = @ (comme expliqué plus haut). D’ot : P({X =n}) =P(@) = 0.

- d’autre part : 2 oo 0.
n(n—1)

La formule obtenue reste valable dans le cas ol 7 = n.

Commentaire

On pouvait aussi remarquer que le découpage de la somme dans la deuxiéme égalité
est aussi valable pour ¢ = n. En effet, dans ce cas, la deuxiéme somme est nulle
car on somme sur un ensemble vide d’indices.

O

c¢) Déterminer les probabilités Pry_j({X = i}) et Prx_y({Y =j}) pour 1 < i < j < n, puis
reconnaitre la loi de X conditionnellement & {Y = j} et laloi de Y conditionnellement a {X = i}.

Démonstration.

o Soit (4,7) € [1,n]? tel que : 1 <i < j < n.
x Tout d’abord : P({Y = j}) # 0. Ainsi Pry—j; ({X = i}) est bien définie.
x De plus, par définition de la probabilité conditionnelle :

2

o _RX=in{¥=j) _awwm _ 2 _sa—1_ 1
Phry—p({X =i}) = P{Y = ;1) = 2(j_11) = MXZ(j—l)_j—l

n(n—1)

1
V(i,j) € [1,n]* tel que i < j : Pry_pn({X =i}) = 1

o Soit (4,7) € [1,n]? tel que : 1 <i < j < n.
x Tout d’abord : P({X =i}) # 0. Ainsi Prx_;({Y = j}) est bien définie.
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x De plus, par définition de la probabilité conditionnelle :

L PUX=an{Y=3) smwm 2  _ak—T 1
Puea({Y =) = S gt = 25,1_1}) - ikl L
Y(i, ) € [1,n]? tel que i < j : Pix—iy({Y =j}) = - 11

« Soit j € Y(Q) = [2,n].

Déterminons maintenant la loi de X conditionnellement a I’événement {Y = j}.

x D’aprés la question 3.b) : X () = [1,n — 1].

x Soit i € [1,n — 1]. Deux cas se présentent :

- si ¢ < j, alors d’aprés ce qui précéde :

Porop((X =) = —
- sii > j, alors d’aprés 3.a) :
. BUX=idn(r=ih __ 0
el (U7 B (=)

En résumé :
; site[l,j—1]
Py—p({X=d) = ¢ 771

0 sii>j

=0

loi U([1,7 — 1]).

On en déduit que la loi de X conditionnellement & I’événement {Y = j} est la

« Soit i € X(Q) =[1,n —1].
Déterminons la loi de Y conditionnellement & I’événement {X = i}.
x D’aprés la question 3.b) : Y(Q) = [2,n].

x Soit j € [2,n]. Deux cas se présentent :

- si j > 14, alors d’aprés ce qui précéde :

. 1
Py (Y =) = ——
- si j <1, alors d’aprés 3.a) :
. P{X =i} n{Y =3}) 0
Geplly =) P(X =) BX =11)
En résumé : .
. - sijei+1,n]
Pix—iy({Y=4}) = ¢ "¢

0 sij <1

=0

loi U([[i + 1,7n]).

On en déduit que la loi de Y conditionnellement & I’événement {X =i} est la
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d) Comparer les lois des variables aléatoires n +1 — X et Y.
En déduire que E(n +1— X) =E(Y) et V(n+ 1 — X) = V(Y), puis en déduire les expressions
de E(X) en fonction de E(Y') et de V(X)) en fonction de V(Y').

Démonstration.

« Commencons par déterminer (n+1— X)(Q).
Notons h: z +— n+1—x, de sorte que : n+ 1 — X = h(X).
On rappelle : X(Q2) = [1,n — 1]. On en déduit :

(n+1-X)(Q) = (h(X))(Q) = h(X(Q) = h([l,n—1]) C [1,n—1]

En effet, soit k € [1,n —1] :
x h(k‘):n—l—l—kGZ,

x de plus :
comme 1<k<n-1
alors —-1>-k>-n+1
donc n=2(n+1)—k>2
d’ott n > h(k) > 2

Et ainsi : (n+1— X)(Q) C [2,n].

Commentaire

On a affaire ici & une transformée affine de la v.a.r. X. La fonction A est donc particuliérement
simple. De ce fait, il est possible de déterminer (n + 1 — X)(€2) en faisant agir, étape par
étape, h sur X(2). Plus précisément :

Comme  X(Q)=[1,n—1]

alors (-X)(Q)=[-n+1,-1]
donc (n+1—-X)(Q) =[2,n]

\.

« Soit j € [2,n].
P({n+1-X=j}) = P({-X=-n—-1+j})
= P({X=n+1-j})

_ o n+1-7) (d’apres la question 3.b) et
B n(n —1) carn+1—j€e[l,n—-1])
_ J—1
n(n—1)
T . —1 .
Ainsi 1 Vj € [2,n], P({n+1-X =j}) = 2m = P({Y =j}).

On en déduit que Y et n + 1 — X ont la méme loi.
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Commentaire

e Ce résultat n’est pas surprenant. Encore une fois, la question « comparer le lois de deux
v.a.r. » n’attend qu’une seule réponse, & savoir que ces deux v.a.r. suivent la méme loi.

« On rappelle aussi que cela ne signifie en aucun cas que les v.a.r. Y et n +1 — X sont
égales. Ce n’est pas le cas. Pour le 2-tirage w = (2,1), on a X(w) = 1 et Y(w) = 2 et
donc :

Yw)=2#n=n+1-Xw)=Mn+1-X)(w)

\.

e Lesviar.n+1— X et Y admettent des moments & tous les ordres car elles sont finies.
En particulier, elles admettent une espérance et une variance.

Comme N +1— X et Y ont méme loi, ona:E(n+1—-X)=E(Y) et
Vin+1-X)=V().

e De plus :
E(Y) = E(n+1-X)
= E(n+1) —EX) (par linéarité de l’espérance)
= n+1-E(X)
Dot : B(X) =n+1—E(Y).
« Enfin :
V(Y) = V(n+1-X)
= (=12 V(X) (par propriété de la variance)
= V(X)

Ainsi : V(X) = V(Y).

Commentaire .

Il convient de rappeler que 'opérateur variance n’est en aucun cas linéaire. Il ne faut
donc surtout pas écrire I'égalité suivante :

V(n+1-X)XV(n+1) - V(X)
\ )o

4. Espérances et variances des variables aléatoires X et Y

a) Exprimer les espérances E(Y') et E(X) en fonction de n.

Démonstration.
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Par définition de I'espérance :
EY) = > JP{Y =4}
JEY ()
noo2(5—-1)
= J
7 1)
2 n
= JU -1
n(n—1) ]; ( )
B 2 (p—~T)n(n+1) (d’apres les formules
- n(p—T1) 3 du début d’énoncé)
2
= 3 (n+1)
2 1 2 1 1
AinsiB(Y) = 20FD o gxy— 1o 2nHD _ndl
3 3 3 O

b) Exprimer sous forme factorisée E(Y (Y — 2)), puis E (Y2), V(Y) et V(X) en fonction de n.

Démonstration.

e Lesvaar. Y2 et Y(V —2)
Elles admettent donc des

sont des v.a.r. finies comme produits de deux v.a.r. finies.
moments & tous les ordres.

o Par le théoréme de transfert :

E(Y(Y - 2))

(par théoréme

iG—2) PAY =j}) de transfert)

JEY(Q)
o o201
Zlfy(J 2) T E—

2 .

Y p—Y j; i =G —2)

2 (n+1)n (p—~T1) (n —2) (d’apres les formules
n(n—T) 4 du début d’énoncé)
(n+1)(n—2)

2
E(Y (Y —2)) = (n+1)2(n—2)
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e CommeY =Y(Y —-2)+2Y,ona::

E(Y2) = E(Y(Y —2)+2Y)

(par linéarité

= IE(Y(Y - 2)) +2E(Y) de l’espérance)

(n+1)(n—2) 4

= 5+
1
— ”g (3(n —2) +8)
n+1

= —5— (Bn—6+8)

(n+1)(3n + 2)
6

n+1)(3n+2)

o Enfin :

(par la formule de

B B 2
V() = E(Y?) - (E(Y)) Kenig-Huygens)
_ (n+1)é3n+2)_;l(n+1)2

- ”1;1 (3(3n+2) —8(n+1))

n+1
= 19 (9n+6 —8n —8)

(n+1)(n—2)

Finalement : V(X) =V(Y) = ————.

5. Covariance et coefficient de corrélation linéaire des variables aléatoires X et Y
a) Vérifier : X +Y = N; + N,.

En déduire sous forme factorisée la variance de X + Y et la covariance de X et Y.

Démonstration.

o Remarquons tout d’abord : X +Y = Ny + No.
En effet, la somme des deux jetons tirés peut s’écrire comme la somme du plus grand jeton
tiré et du plus petit jeton tiré.

1)(n—2
Ainsi, d’apres la quesiton 2.¢) : V(X +Y) =V(N; + Ny) = W—)én)
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e Lav.a.r. X4Y admet un moment d’ordre 2 en tant que somme de v.a.r. X et Y qui admettent

chacune un moment d’ordre 2. On a alors :

V(X 4+Y) = V(X)+2Cov(X,Y) + V(Y)

Commentaire

On peut utiliser cette formule sans démonstration. Rappelons toutefois :

V(X +Y) = Cov(X+Y,X+Y)

(par linéarité

= Cov(X,X +Y)+Cov(Y,X +Y) a gauche)

= Cov(X,X) + Cov(X,Y) + Cov(Y,Y)  (par linéarité
+ Cov(Y, X) a droite)

= Cov(X,X) + Cov(X,Y) + Cov(Y,Y)
Cov(Y, X)

_l’_

= Cov(X,X) + 2Cov(X,Y) + Cov(Y,Y)

\.

On en déduit :

Cov(X,Y) = %(V(XJrY)—V(X)—V(Y))
1 ((n+1)(n—-2) (n+1)(n—2)
T2 ( 6 2 18 >
1 (n+1)(n-2)
3w 07
_ (n+1)(n—2)
36
e
COV(X,Y)—T

b) En déduire le coefficient de corrélation de X et Y.
On remarquera que le coefficient de corrélation linéaire de X et'Y est indépendant de n.

Démonstration.

Les viar. X et Y
Cov(X,Y)
V(X)V(Y)

(n+1)(n—2)
36

( (n+1%§(3n—2) ) 2

p(X,Y) =

(n+1)(n—2) 18 1

36 n+1n-2) 2

1
Ainsi, p(X,Y) = 3 et donc p(X,Y’) est bien indépendant de n.
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Partie 11

On considére deux variables aléatoires X et Y définies sur un méme espace probabilisé et admettant
des espérances E(X) et E(Y) et des variances V(X)) et V(Y) et on suppose V(X) > 0 (on rappelle que
V(X) = 0 si et seulement si, avec une probabilité égale & 1, X est constante). La covariance des deux
variables aléatoires X et Y (que celles-ci soient discrétes ou a densité) est alors le nombre réel défini
par :

Cov(X,Y) = E((X —E(X)) (Y —E(Y))) ouencore Cov(X,Y) = E(XY)—-E(X)E(®Y)

6. Covariance des variables aléatoires X et YV

a) Exprimer Cov(AX + Y, AX 4+ Y) en fonction de V(AX + YY) et en déduire la formule suivante
pour tout nombre réel A :

VOX +Y) = MV(X) 42X\ Cov(X,Y) + V(Y)

Démonstration.

e La v.iar. A X +Y admet une variance comme combinaison linéaire de v.a.r. admettant une
variance. On a alors :

VX +Y) = VOAX)+2 Cov(AX,Y) + V(Y)

(par propriété de la variance et
linéarité a gauche de la variance)

= A V(X)+2A Cov(X,Y) + V(Y)

Ainsi : VAX +Y) =22 V(X) +2 X Cov(X,Y) + V(Y)

b) En déduire : (Cov(X,Y))? < V(X)V(Y).
A quelle condition nécessaire et suffisante a-t-on I'égalité : (Cov(X, Y))2 = V(X)V()?

Démonstration.

« On note f la fonction polynomiale définie par :
Fidm V(X)A 4 2Cov(X,Y) A+ V(Y)

La fonction f est une fonction polynomiale de degré 2 en A.
On note P le polynéme de degré 2 associé.

o D’aprés la question précédente :
VAER, f(A)=V(AX+Y)

Or une variance est toujours positive. Ainsi : VA € R, f(A) > 0.

« La fonction f étant positive, le polynéme associé P est de signe constant.
Son discriminant A est donc négatif ou nul. Or :

A = (2Cov(X,Y))? —4V(X)V(Y) = 4<(Cov(X,Y))2—V(X)V(Y))

On en déduit :
comme A <0

alors 4 ((cov(X, Y))? - v(X) V(Y)) <0
donc  (Cov(X,Y))? = V(X)V(Y) <0
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D'out : (Cov(X,Y))* < V(X)V(Y).

o Déterminons maintenant sous quelle condition a lieu ’égalité de 1’énoncé.
p(X,Y)[ =1

(Cov(X,Y))? = V(X) V(Y)

A=0

Le polynéme P admet une unique racine o € R
dlaeR, Pla) =0

laeR, VX +Y)=0

dla e R, a X +Y est constante presque siirement

O

JlaeR, 38 € R, Y = —a X + 3 presque siirement

Finalement I’égalité (Cov(X, Y))2 =V(X)V(Y) est vérifiée si et seulement si
la v.a.r. Y est une transformée affine de X presque stirement.

Commentaire

L’inégalité (Cov(X, Y))2 < V(X)V(Y) est connue sous le nom d’inégalité de Cauchy-Schwarz.
Sa démonstration n’est pas explicitement au programme mais requiert uniquement des outils
présents dans le programme. Ainsi, cette démonstration peut faire I'objet de questions dans les
énonceés de concours (c’est réguliérement le cas). Il est donc vivement conseillé d’avoir travaillé
ce raisonnement avant les écrits. De maniére générale, cet énoncé et sa démonstration font
partie de la culture mathématique qu’il est bon d’avoir en se présentant aux concours.

7. Coefficient de corrélation linéaire des variables aléatoires X et Y
On suppose dans cette question les variances V(X) et V(Y') de X et Y strictement positives.

a) Exprimer le coefficient de corrélation linéaire p des variables aléatoires X et Y en fonction de
Cov(X,Y) et des écarts-types o(X) et o(Y) des variables aléatoires X et Y et montrer que p
appartient a [—1, +1].

Préciser de plus a quelle condition nécessaire et suffisante p est égal & —1 ou +1.

Démonstration.
XY
Tout d’abord, par définition : p(X,Y) = S(O;](()g’(}/))'
o D’aprés la question précédente :
(Cov(X,Y))* < V(X)V(Y)
Cov(X,Y))?
alors W <1 (car V(X) >0 et V(Y)>0)
doi (COV(Xa Y))2 (par croissance de la fonction
VX)V(Y) ° x — /x sur [0,400[)
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Cov(X,Y)

/( Cov X,Y)) \/ (Cov(X,Y))"  |Cov(X,Y)| _
X)v(Yy ) V(Y) c(X)o(Y)

On en déduit : [p(X,Y)| < 1, ou encore p(X,Y) € [-1,1].

o Enfin :

a(X)a(Y)

= )

p(X,Y)e{-1,1} & (p(X,y))QZ

& (Cov(X,Y))* = V(X)V(Y)

Ainsi, d’aprés la question 6.b), p(X,Y) € {—1,1} si et seulement si
la v.a.r. Y est une transformée affine de X presque surement.
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Commentaire

Il est possible d’étre encore plus précis.
Rappelons que d’aprés la question 6.b) :

p(X,Y)e{-1,1}
& XY =1
<  Le polynéme P admet une unique racine a € R
& dlaeR, 3B e R, Y = —a X + 8 presque slirement

Par la formule des racines des polynémes de second degré, on obtient que 'unique racine « de

P s’écrit sous la forme :

—2Cov(X,Y)

2V(X)
(

Cov(X,Y) o

= X I (car V(X) = (9(X))°)

On en déduit finalement, d’aprés ce qui précéde :

Y
p(X,Y)=1 & ilexiste €R tel que Y = UEX)) X + 8 presque stirement
o

(dans ce cas, la v.a.r. Y est une transformée affine strictement croissante de X )

o(Y)
o(X)

p(X,)Y)=-1 & ilexiste € R tel que Y = — X + B presque stirement

(dans ce cas, la v.a.r. Y est une transformée affine strictement décroissante de X )

O
b) Donner la valeur de p lorsque les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.
Démonstration.
Si les v.a.r. X et Y sont indépendantes, alors : Cov(X,Y) = 0. On en déduit :
Cov(X,Y)
XY)= ——= =0
O

Si X et Y sont indépendantes, alors : p(X,Y) = 0.

Exercice : EDHEC 2015

Partie I

Dans cette partie, x désigne un réel de [0, 1.
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1. a) Mont V€N0</x o Lot
. ontrer : Vm — :
“ T Jy 112 S 122" m+1
Démonstration.
Soit m € N.
m
« Remarquons tout d’abord que la fonction f,, : t — 12 est continue sur le segment [0, x].
x tm
Ainsi, l'intégrale / () dt est bien définie.
0 _
« Soit t € [0, z[.
0 < t < =z
done 0 < 2 < 42 (par croissance de la fonction
= = x> 22 sur [0, +o0[)
ainsi 0o > —t2 > —z?
d’ou 1 > 1-¢ > 1-2a?
1 1 (par décroissance de la
i 1 < — < ——— . .
s I T fonction inverse sur |0, +00])
tm tm

enfin 0 < t" <

- < 2 (cart™ > 0)

Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans l’ordre croissant (0 < z) :

[ow< [Fa e [
0 0 1-—t¢ 0 1—=z

0

Enfin :

/ ——dt = 2/ £ dt
0 1—=x 1—=x 0

1 1
_ +1
o 1l-22m+1 [+ ]

x

0

1 1
T 12 m—+1 (xm+l_W)

1 1 (car ™1 < 1 et

1 1

— 2 — >0
1—22 m+1 T R—— )

N

. . rogm 1 1
On obtient bien : Vm € N, 0 < —— dt < X .
0 1—1t2 1—22 m+1 O

b) En dédui c i
) En déduire que pim S

Démonstration.
D’aprés la question précédente :
tm 1 1
—— dt < X
1—1¢2 1—22 m+1

vYm e N,0 < /
0
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Or :
x lim 0=0,
m—+00
. 1 1
x lim

X e
m—foo 1 —22 m—+1

x m

Ainsi, par théoréme d’encadrement : lim —5 dt =0.
m—+oo Jg 1—1

Commentaire

Il n’y a pas, dans le programme ECE, de théoréme permettant de passer a la limite
sous le symbole d’intégration. Toute tentative de ce genre révéle donc une mauvaise
compréhension des objets étudiés. -

k-1
2. a) Pour tout réel t de [0, 1] et pour tout k élément de N*, calculer > 2.
=

Démonstration.
Soit t € [0, 1] et soit k € N*.
LSy LSS 1- (tQ)k 2
S o= Y (1) = 5 (car t* #1)
j=0 j=0 -
k—1 ) 1— t2k
Vk e N*, vt € [0,1], Y t¥ = 5
j=0 1—1¢
O
k=1 42j+1 x 1 T 42k
b) En déduire : = dt — —— dt.
) En déduire ];0 . /0 T /0 TP
Démonstration.
Soit k € N*. D’aprés la question précédente :
k—1 . 1— tQk
vt € [0,1], % =
R
e On en déduit :
xT k—1 . T 1 _ t2k‘
/ St ) dt = / — dt
0o \j=o o 11—t
A g ¢ 2k (par linéarité de
Jo 1—#2 0 1—1t2 Uintégrale sur un segment)
« Enfin :
v kil 2 g - ’“il v 25 g (par linéarité de
0 =0 =0 Jo Uintégrale sur un segment)
k—1
= ‘1 KA ]””
j=0 2 +1 0
k—1 1 ) )
_ (c2+1 — p2T)
7=0 2] +1
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k=1 22j+1 T 1 T 42k
En combinant ces deux résultats, on obtient : > = / dt — / dt.
0 0

=0 2j+1 1—1¢2 -t 4
22041
¢) Utiliser la question 1. pour montrer que la série de terme général 5 11 converge et exprimer
J
400 x2j+1
> — sous forme d’une intégrale que I’on ne cherchera pas & calculer.
j=0 2] + 1
Démonstration.
Soit k € N*.
o D’aprés la question 1. :
x t2k 1 1
VEeN, 0 < —— dt < X
h /0 1—t2 7~ 1—22" 2k+1
T t2k

dt = 0.

Ainsi, par théoréme d’encadrement : lim —
k—4o00 0 1 — t

Commentaire .

« Il était possible de rédiger autrement.

T m

En question 1., on a démontré que l'intégrale / T dt est bien définie. On peut

donc noter u,, la quantité définie par cette intégrale. On démontre en 1.a) que la suite
(um,) est convergente et de limite nulle. Il en est de méme de toutes ses sous-suites.

En particulier : lim wg,, = 0. Autrement dit :

m—+00
x Z€2m

lim —— dt=0

m—+oo Jg 1 — t2

o On détaille dans le point précédent avec précision les mécanismes permettant d’obtenir

la limite. Mais les arguments de composition de limite ou de changement de variable

(on pose m = 2k) sont tout autant acceptables.

\. J

k=1 p2j+1
« Ainsi, d’aprés la question précédente, > 21 apparait comme la somme de deux quantités
j=0 4]
admettant une limite finie lorsque k tend vers +oo.
2j+1
x
On en déduit que la série > 1 est convergente, de somme :
J
oo p2+1 x 1 T 42k
> — = lim </ th—/ th)
]:02j+1 k—+o0 0 1-—1¢ 0 11—t
x X t2k‘
= lim 5 dt — lim —5 dt
k—+oo Jog 1—1t k—too Jog 1—1
X
1
- /O i
x2j+1 T 1
La série est convergente, de somme : — dt.
X 55 vergente, /0 1- 2
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O
too g2j+1 z 42k
d) Conclure : Vk € N, - = / —— dt.
) ]gk 2] + 1 0 1-— t2
Démonstration.
Soit k € N*.
220+1
o La série ) T est convergente. On a donc :

oo p2j+1 k=1 2:2j+1 oo 2j+1

:Z +

];0 2/ +1 2 +1 Ek 2j + 1

e On en déduit :
too 2+ foo 421 kel g2+
2 25 + 1 2, 2j+1 2 25+ 1
j=k 2]+ j=0 2J + j=0 27 +

_ | A o1 e T 2k i (d’apres la‘ question 2.c)
— 2 — 12 0 1—12 et la question 2.b))

400 $2j+1 T t2k
Vk € N*, - = —— dt

o Il reste & démontrer cette égalité lorsque k£ = 0.
D’aprés la question 2.¢), on a :

400 $2j+1 x 1 x t2><0
STy G B
]:02]+1 0 1—1t 0 1-—1t

On en déduit que I'égalité est aussi vérifiée lorsque k = 0.

too 24+ v g2k
Vk € N, ‘ = / — dt
J;C 2j+1 o 1-12 O

too 42 _/x $2k+1 dt

On admet sans démonstration que l'on a aussi : Vk € N, Y~ — = —

Partie 11

Un joueur réalise une suite de lancers indépendants d’une piéce.

Cette piéce donne pile avec la probabilité p (0 < p < 1) et face avec la probabilité ¢ =1 — p.

On note N la variable aléatoire égale au rang d’apparition du premier pile.

Si N prend la valeur n, le joueur place n boules numérotées de 1 & n dans une urne, puis il extrait une
boule au hasard de cette urne. On dit que le joueur a gagné si le numéro porté par la boule tirée est
impair et on désigne par A I’événement : « le joueur gagne ».

On appelle X la variable aléatoire égale au numéro porté par la boule extraite de 'urne.

3. Reconnaitre la loi de N.

Démonstration.

« L’expérience consiste en la succession d’une infinité d’épreuves de Bernoulli (dont le succes est
I'obtention de pile) indépendantes et de méme paramétre p (probabilité d’obtention de pile).

o La v.a.r. N est le rang d’apparition du premier succés de cette expérience.
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On en déduit : N ~ G (p). 0

4. a) Montrer que, si m est un entier naturel, la commande 2*floor(m/2) renvoie la valeur m si et
seulement si m est pair.

Démonstration.
o Si x est une variable, 'instruction floor (x) permet d’obtenir la partie entiére par défaut de x.

o Pour tout x € R, on a :
|z] =2 < x est un entier

On a alors, pour tout m € N :

m .
= 5 est un entier

& dneN, %:n

& dneN m=2xn

< m est pair

Ainsi, 2xfloor (m/2) renvoie la valeur m si et seulement si m est pair. ]

5. a) Donner, pour tout entier naturel k supérieur ou égal & j, la valeur de ]P’{N:2j}({X =2k + 1})

Démonstration.

Soit j € N et soit k > j.

o Sil’événement { N = 25} est réalisé, c’est que le premier pile est apparu au rang 2j.
L’urne est alors remplie avec des boules numérotés de 1 a 2j.

« Dans ce cas, I'événement {X = 2k + 1} est réalisé si et seulement si le joueur pioche la boule
numérotée 2k + 1 dans 'urne. Or, comme k > j, alors 2k +1 > 25 + 1 > 2j.
Il est donc impossible que le joueur pioche une telle boule.

On en déduit : Pyy_op ({X =2k+1}) =0. .

b) Donner, pour tout entier naturel k supérieur ou égal a j+1, la valeur de Pyn—g;1} ( {X =2k+1} )

Démonstration.

Soit j € N et soit k > j + 1.

L’argument est similaire & celui de la question précédente : si le premier pile apparait au rang
27 + 1 alors le joueur ne peut tirer une boule numérotée 2k +1>2(j+1)+1=254+2 > 25+ 1.

On en déduit : P{N:Qj—l—l}({X =2k + 1}) =0. B

c) Déterminer P{Nzgj}({X =2k + 1}) lorsque k appartient a [0, 7 — 1].

Démonstration.
Soit j € N et soit k € [0,5 — 1].
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o Sil'événement {N = 25} est réalisé, c’est que le premier pile est apparu au rang 2j.
L’urne est alors remplie avec des boules numérotés de 1 a 2j.

« Dans ce cas, 'événement {X = 2k + 1} est réalisé si et seulement si le joueur pioche la boule
numérotée 2k + 1 dans 'urne. Or, comme k € [0,j — 1] alors 2k + 1 € [1,25 — 1] C [1, 2j].

Toutes les boules de I'urne étant piochées avec la méme probabilité, on en déduit :

1
Piveojy ({X =2k +1}) = T

Commentaire |

La notation 2k + 1 désigne un entier impair. Attention cependant & ne pas en tirer de
conclusion hative. L’événement {X = 2k + 1} est réalisé si et seulement si on pioche
LA boule impaire numérotée 2k + 1 de 'urne. Cet événement ne doit en aucun cas étre
confondu avec I'événement As; « piocher une boule impaire dans I'urne contenant les
boules numérotées 1 a 25 ». Cet dernier événement est réalisé si et seulement on tire
une boule portant un numéro de ensemble {1,3,5,...,2j—1}. On peut donc ’écrire :

j—1
Ay = U {X=2k+1}
k=0

d) Déterminer P{N:2j+1}({X =2k + 1}) lorsque k appartient a [0, j].

Démonstration.

Soit j € N et soit k € [0, j].

L’argument est similaire & celui de la question précédente.

o Sil’événement {N = 2j 4 1} est réalisé, c’est que le premier pile est apparu au rang 2j + 1.

« Dans ce cas, 'événement {X = 2k + 1} est réalisé si et seulement si le joueur pioche la boule
numérotée 2k + 1 dans 'urne (avec 2k + 1 € [1,25 + 1]).

Toutes les boules de I'urne étant piochées avec la méme probabilité, on en déduit :

1
Pn—gjt1y ({X =2k +1}) = 511

Commentaire \

o Le raisonnement étant similaire au précédent, donner directement le résultat permet
certainement d’obtenir I’ensemble des points alloués a cette question.

« La difficulté d’un sujet se mesure en grande partie au nombre de questions intermé-
diaires présentes dans ’énoncé. Les questions 5.a), 5.b), 5.¢), 5.d), sont destinées a
résoudre la question 6.a). Avoir traité ces questions en amont permet de se focaliser
sur les difficultés inhérentes a la question 6.

Ce découpage présente quand méme certains désavantages :

x il y a une impression de répétition. Les question 5.a) et 5.b) sont assez similaires
et il en est de méme des questions 5.¢) et 5.d).

x la multiplication des questions intermédiaires a tendance & rendre moins lisible
le but du sujet. Ici, les questions 5.a) & 5.d) ne sont pas motivées méme si on
se doute qu’elles sont destinées a aider & traiter la suite du sujet.
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6. a) Justifier : P({X =2k +1}) = JiP({N:n}) Pinen) ({X =2k +1}).

En admettant que ’on peut scinder la somme précédente selon la parité de n, montrer :

VkeN, P({X =2k+1}) = 2 EO;O ¢ +zoo ¢
€N, =2k + =L L :
q \j=ks1 2J =k 27 +1

Démonstration.
Soit £ € N.

o La famille ({N = n} )neN*

Ainsi, d’aprés la formule des probabilités totales :

est un systéme complet d’événements.

P({X=2k+1)) = > P({N=n}n{X=2k+1})

_ E=y _ B (car pour tout n € N*, on a :
= nzzij({N_n})P{N:n}({X_zkH}) P({N = n}) = pa™ L £0)

Vk e N, P({X =2k+1}) :JFXO:OIP({N:n}) Pineny ({X =2k +1})

n=1

o L’énoncé suggeére alors de scinder la somme suivant la parité de n.

P({X =2k+1})

= BN =) Py (X =264+ 1}) + 5 P({N =n}) Ppyom ({X = 2k +1})
n=1 n=1
n pair n impair

« Etudions chacune de ces sommes.

S BN = n}) Pryon (X = 2k +1})
n=1
n pair

“+o00

= X P({N =2j}) Brvesy (X =2k +1})
f=

+o0

= Y P({N=2j})Pnoojy({X =2k+1}) +
j =1

kej[[o,jfl]}

P({N =2j}) Piy—o;

+00

- A:%:HIP({N:QJ'})IF’{NZQJ-}({X:Qk—i—l}) (%)

oo 1 (d’apres la question 8

_ 2j—1 . *
j:zk:H pa . 27 et la question 5.c))

P @
q j=ky1 2J

La ligne (x) est obtenue en constatant que pour j € N :

j € [1,+o0] 1<y 1<y
& & S {k+1<j & {jelk+1,+o0]
kelo,j—1] 0<k<j—1 k1<

129



PSI 2022-2023
Mathématiques

e On procéde de méme pour la deuxiéme somme.

+fjo P({N =n}) Pinony ({X =2k +1})
n=1
n impair

= 202 P({N =2j +1}) Piy—gjiry ({X =2k +1})

+o00o
i—0 .
k<10

_ Jg:ZIP’({N:2j+1}) Pv=gjiy({X =2k +1})

2j+1

(d’apres la question 3
27+ 1 q = 2j+1 et la question 5.c))

o0 . 1 p+oo q
= > pg¥ x — ==
—

« Finalement :

25 2j+1

p tX ¢ p tX ¢
X =2k+1 £ :
P = q]%l 2j q iz 27 +1

P +o0 q2j +o0 q2j+1
VEEN,P({X=2k+1}) = = | X — + %

j—tg1 27 j=k 27 +1

q t2k‘
/ dt.
qJo 1-t

I3

b) En déduire : Vk € N, P({X =2k +1}) =

Démonstration.
Soit Kk € N. On a :

P((x—2bv1y) = P F 0L
j= k+l 2] 2j+1

Jj=k

Q

_p t2k+1 it + a2k dt (d’apres la question 2.d) avec
T g \Jy 1-¢#2 o 1—12 x =q € [0,1] et la propriété admise)
q $2k+1 | 42k
= P / +2 dt (par linéarité de l'intégrale)
q o 1-t
q t2k
=2 / dt
a Jo (1-=1)( )
p /q t2k
g o 1-
p q t2]€
Onabien:VkGN,P({Xsz—}—l}):/ dt.
q Jo 1-t O
q 2042
7. a) Montrer : lim ——s—— dt =0.

notoo Jo (L= 0)2(1+1)
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Démonstration.

« Soit t € [0, ¢g]. Alors :

0 < t < ¢
donc 0 > —t Z —q
ainsi 1 > 1—1¢ > 1—q¢q
ot 1 o 1 . 1 (par décroissance de la
T 1—t S 1-gq fonction inverse sur )0, +00])
1 \? 1\° (par croissance de la fonction
i 1 < P —— < —_—
s b <1—t) b <1—q> u > u? sur [0, +o0[)
£2n+2
Finralement, en multipliant par 57 > 0, on obtient :
t2n+2 t2n+2 1 t2n+2

< < <
1+4+¢ (1—t)2(1+t) (1—q)2 14+t

« Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant (0 < q) :

q q t2n+2 q 1 t2’n+2
0dt < ———dt < — ——— dt
/0 /0 (1=t)2(1+1) /0 (1-¢q)? 1+t

1 q t2n+2
0 — / dt
. Or :
n—-+o0o
q t2n+2
x lim dt = 0 d’aprés la question 1.b).

n—+oo Jo 141

q t2n+2
ntoo Jo (I—t)2(1+1)

Ainsi, par théoréme d’encadrement : lim ———— dt =0.

Commentaire

démonstration analogue a la 1.b). En remarquant 0 < < 1, on obtient :

14+t

t2n+2 t2n+2

S Toorarn S Gogp

Puis, par croissance de 'intégrale :

q t2n+2 1 1
0< [ — i<
/0 1121 +1) 1—q?  2n+3

et on conclut par théoréme d’encadrement comme en 1.b).

On se sert ici du résultat 1.b). Il était aussi possible de s’en passer en effectuant une
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b) Montrer :

_ N S S L S
&P({X‘Q’““})‘q(/o TEDEET /0 TEDEE) dt)

Démonstration.
Soit n € N.
e Ona:
n nop q t2k’
SP({X=2k+1}) = ¥ = / dt (d’aprés la question 6.b))
k=0 =04 Jo 1-—t
D q n t2k
= = / <Z ) dt (par linéarité de l'intégrale)
q Jo \g=ol—t
q 1 n
_ P / _ <Z (tQ)k> dt
o 1=t \iZo
_p /q Lo (=)
g Jo 1t 1—1t2
« Enfin, pour tout ¢ € [0, 4] :
1 1— (tz)nﬂ 1 1 — 2n+2 1 _ $2n+2
1—t 1—¢2 Co1l—t (1-t)(1+t) (1 -t)2(1+1)

On en conclut, par linéarité de l'intégrale :

n _ I S S L e
ZEPHx =21 = 0 </0 TEDHE /0 TEDEET) dt) -

a1 p [ 1
En déd :P(A) == ——— dt.
) En déduire : P(4) q/o (T—t)2(1+1)

Démonstration.

o Remarquons tout d’abord :
A est réalisé < le joueur a pioché une boule impaire

< X prend une valeur impaire

il existe k € N, {X =2k + 1} est

= L.
réalisé

+o00
& U {X =2k + 1} est réalisé
k=0

+o0
Onen conclut : A= | {X =2k+1}
k=0
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e On en déduit :

P(A)
_ PCQZ {X:2k+1}>

(par le théoréme de
la limite monotone)

—  lim P <k©o (X = 2%k + 1})

n—-+o0o

(car les événements de la

. L famille
= 1 P({X =2k+1
N kgo ({ }) ({X = 2k+1})ke[[0,n]} sont 2
a 2 incompatibles)
q 1 q 2n+2 ; \ .
— m P (/ ! g / t ' dt) (d/a]fres la question
n—+oo ¢ o (I1—=1)2(1+1) o (1—=1t)2(1+1) précédente)
— um P / a 1 g — Tim P / a t2nt2 gt (car ces deuz limites
 onstoo g Jog (T—-1)2(1+10) n—s+too q Jo (1—1)2(1+1¢) existent et sont finies)
b /q . dt (d’apres la question 7.a))
I .a
¢ Jo =021+ e
0 1t-]P’(A)—p/q1dt
n en conclut : =q ), aoorasn ® =

8. a) Trouver trois constantes réelles a, b et ¢ telles que, pour tout ¢ différent de 1 et de —1, on ait :

_a n b L c
(1—t)2(1+¢t) 1—t 14+t (1—1t)2
Démonstration.
Soit t € R\ {—1,1}.
« Tout d’abord pour tout (a,b,c) € R :
a_ b L Coa(l-t) A+t +b(1 -t +e(1+1)
1—t 14+t (1-t)2 (1—1)2(1+1¢)

a—at>?+b—2bt+bt2+c+ct
1—t2Z(1+1)

(a+b+c)+(=2b+c)t+ (—a+b)t?
(1—t)2(1+1¢)
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e On a alors :

b
2 = + + . 2
(1—t21+t) 1—t 1+t (1—¢)

Vte R\ {—1,1},

_(a+b+c)+(-2b+c)t+ (—a+b)t?
(1—t)2(1+t) (1—-1)2(1+1)

= Vi e R\ {—1,1},

= vte R\ {-1,1}, 1=(a+b+c)+(-2b+c)t+ (—a-+Db)t>

a + b + ¢ =1
— - 2b + ¢ =0
-a + b =0
Ly« Ly+ L a + b+ =1
— - 2b + =0
2b + =1
L3 < L3+ Lo a + b + ¢c =1
— - 2b + ¢ =0
2¢c = 1
o [rer 2 =
— 40 = -1
2¢ = 1
Ly 2Ly + Ly 4a =1
— 4b =1
2c = 1
1 1 1 1
0 It : Ve € R\ {—1,1 =4 ; anes
n en conclu e R\ {-1,1}, A= 02040 1—t+1+t+(1_t)2 B

b) Ecrire P(A) explicitement en fonction de q.

Démonstration.
o Tout d’abord :

p [? 1
P = L) G

p (9 1 1 1
1 1 2
= - dt
qlA I WA R
1 /7 1 1 /7 1 1 q 1 o
-2 ( / dt + — / dt + - / — dt) (p ar,_lm,eame
g \4 Jo 1-t 4 Jo 1+t 2 Jo (1—1%) de lintégrale)
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e De plus :

7 1 a _q
/dt - _/ Lo
0 1—t¢ o 1—t

= —[(1-¢)] = —(n(1-ql) - b)) = —In(1—g)

B I LN _ g
N 1—t | N 1—-¢q 1 l1—-qg 1—gq
o Finalement :
P 1 1 1 q
P(A) = = (—= In(1-— ~ In(1 .
(4) q( 7 1 —a)+ 7 In( +q%+21_q>

1-— 1 1 1 1-— 1 1
_loa (1 (1) L oa ) logy (14a) ]
q 4 1—gq 2 1—gq 4q 1—gq 2

1
¢) En déduire : P(A) > 7

Démonstration.

« Tout d’abord, comme p=1—¢ € ]0,1[ alors : 1 —¢ > 0 et )

o Par ailleurs :
1 1-— 2 2 2
In 1ta = In w = In 1—|—7q >0 car q >0
1—gq 1—¢q 1—¢q 1—¢q

1-— 1
On en conclut : P(A) = q In < + q> +

Exercice : ESSEC I 2011

Probléme 1 : Evolution des intentions de vote

Dans une élection & venir, deux candidats A et B se présentent.
Un groupe d’électeurs est composé de m individus, avec m > 2.

« Initialement, au jour appelé « jour 0 », le nombre d’individus préférant le candidat A vaut a (il y en
a donc m — a préférant le candidat B).
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o Ensuite, chaque jour, un des individus au hasard dans le groupe en rencontre un autre, au hasard
également, et il lui parle des élections. Si leurs intentions de vote différent, il le convainc de voter
comme lui.

Pour tout entier naturel n, on note X,, le nombre d’individus du groupe ayant 'intention de voter pour
le candidat A le soir du n®™® jour. Ainsi, X,, est une variable aléatoire a valeurs dans [0, m].

On remarque que X est une variable aléatoire certaine : IP( {Xo= a}) =1.

Partie I - Un cas particulier : m =4

Dans cette partie, on étudie le cas d’un groupe formé de quatre électeurs.
1. Soit i et j deux entiers dans [0, 4]. On note p; ; la probabilité pour qu’il y ait exactement j personnes
dans le groupe ayant I'intention de voter pour A un jour donné, sachant qu’il y en avait i la veille.

0,) Justifier : P00 = P44 = 1.

Démonstration.
o Démontrons tout d’abord pgo = 1.

% Supposons que la veille d’un jour donné il y ait 0 personne souhaitant voter pour la per-
sonne A.

x Dans ce cas, il n’y a aucune personne dans le groupe des individus avec intention de voter
pour A. Le lendemain, la rencontre est donc organisée entre :

— un premier électeur choisi au hasard qui a pour intention de voter B.
— un deuxiéme électeur choisi au hasard qui a aussi pour intention de voter B.
De ce fait, il n’y a pas de changement des intentions de vote.

Finalement, le soir de ce jour, il y a toujours 0 personne ayant pour intention de voter A.

On en conclut : poo = 1.

o Démontrons maintenant p, ., = 1.
% Supposons que la veille d'un jour donné il y ait m personnes souhaitant voter pour la
personne A.

x Dans ce cas, il n’y a aucune personne dans le groupe des individus avec intention de voter
pour B. Le lendemain, la rencontre est donc organisée entre :

— un premier électeur choisi au hasard qui a pour intention de voter A.
— un deuxiéme électeur choisi au hasard qui a aussi pour intention de voter A.
De ce fait, il n’y a pas de changement des intentions de vote.

Finalement, le soir de ce jour, il y a toujours m personnes ayant pour intention de voter A.

On en conclut : py,m = 1.
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Commentaire

o Dans la rédaction, on fait le choix de conclure p,, » = 1 en lieu et place de ps 4 = 1. Pour
cette premiére question et celle qui suit, la valeur de m a peu d’importance. Elle en aura par
contre dans les questions suivantes.

 Dans la définition de p; ;, le jour considéré n’est pas identifié. Plus précisément, on ne parle
pas du jour n mais d'un « jour donné » et pas du jour n — 1 mais de «la veille ». Il y a
une raison claire a cela : la probabilité p; ; que 'on étudie ne dépend pas du jour n mais
uniquement du nombre d’individus qui compose chacun des deux groupes.

o On peut étre encore plus précis en remarquant que pour tout n € N*, on a :
Pixo—iy ({X1=7}) = Prx, = ({Xn = 4})

C’est cette quantité indépendante de n qui est nommée p; ;.
D’ailleurs, le concepteur aurait pu décider initialement de définir p; ; par :

pij = Pixo=iy ({X1=14})

puis faire remarquer que pour tout n € N* : p; ; = IP’{XTLA:Z-}({Xn = j}) Cette définition
est certainement plus pratique pour mettre en place les rédactions usuelles. Par exemple :

x S1 {Xo = 0} est réalisé, c’est qu’il y a initialement (le jour 0) 0 personne ayant 'intention
de voter A.

x Dans ce cas, 'événement {X; = 0} est réalisé si et seulement si il y a 0 personne avec
intention de voter A le soir du jour 1. Or, comme il n’y a pas d’individu ayant 'intention
de voter A pour tenter de convaincre un individu de l'autre groupe, 'événement {X; = 0}
est forcément réalisé.

« Dans cet énoncé, on travaille sur I’évolution d’une grandeur aléatoire (le nombre d’individus
ayant l'intention de voter A) qui varie dans le temps discret (au jour 0, puis au suivant, puis
a celui d’apres etc.). Cette évolution se fait selon un schéma classique en mathématiques : le
futur (i.e. la valeur de X,, 11, nombre d’individus ayant I'intention de voter A l'instant n+ 1)
ne dépend du passé (nombre d’individus ayant I'intention de voter A les instant précédents)
que par le présent (i.e. la valeur de X,,, nombre d’individus ayant 'intention de voter A
I'instant n). On dit alors que la suite (X,,)n,en+ est une chaine de Markov. On peut par
ailleurs préciser les points suivants :

x la grandeur évaluée (ici, le nombre d’électeurs souhaitant voter pour la personne A) ne
peut prendre qu'un nombre fini de valeurs (pour tout n € N*, X, est a valeurs dans [0, m])
appelées des états de la chaine de Markov. Lorsque cette grandeur prend une valeur ¢ un
jour n donné, on dit que la chaine de Markov (X,,),en+ entre dans I’état ¢ & I'instant n.

x les états 0 et m sont dits absorbants. Si la chaine de Markov entre dans 'état 0 (resp.
m) un jour n donné, alors elle restera dans cet état les jours suivants. C’est précisément ce
que 'on démontre dans la premiére question de I’énoncé : une fois 1’état atteint, la chaine
de Markov n’en sort plus.

x comme on I’a vu lors de la discussion sur la définition de p; ;, 'évolution de la chaine de
Markov est indépendante du jour n considéré. On dit alors que cette chaine est homogéne.

Pour résumer, on a affaire dans cet énoncé a une chaine de Markov homogéne ayant un
ensemble fini d’états. Tout ce vocabulaire n’est pas a proprement parler au programme (le
terme « chaine de Markov » est seulement présent dans la partie informatique). Cependant,
il arrive fréquemment qu’un sujet propose ’étude d’une chaine de Markov. Le probléme est,
de ce point de vue, trés classique.
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b) Justifier : si i et j dans [0, 4] sont tels que |i — j| > 2, alors p; ; = 0.

Démonstration.

Soit (i,7) € [0, m].

Dans la suite, on appellera « groupe A (resp. B) » le groupe des électeurs ayant I'intention de
voter pour A (resp. B).

« Supposons que la veille d’'un jour donné il y ait ¢ personnes dans le groupe A.

o Dans ce cas, une rencontre est organisée le lendemain entre deux individus du groupe d’élec-
teurs. Deux cas se présentent alors :
x Le premier individu choisi a pour intention de voter A.

Il rencontre alors un deuxiéme individu. Deux nouveaux cas se présentent.

— Si le deuxiéme individu a pour intention de voter A alors il n’y a pas de changement des
intentions de vote.

— Si le deuxiéme individu n’a pas pour intention de voter A alors il est convaincu par le
premier de changer son vote. Il y a donc, le soir de cette rencontre, une personne de plus
ayant pour intention de voter A.

x Le premier individu choisi n’a pas pour intention de voter A.

Il a donc pour intention de voter B. Il rencontre alors un deuxiéme individu. Deux nouveaux
cas se présentent.

— Si le deuxiéme individu a pour intention de voter A alors il il est convaincu par le premier
de changer son vote. Il y a donc, le soir de cette rencontre, une personne de moins ayant
pour intention de voter A.

— Si le deuxiéme individu n’a pas pour intention de voter A alors la rencontre a lieu entre
deux individus ayant pour intention de voter B. Dans ce cas, il n’y a pas de changement
des intentions de vote.

En résumé, si la veille d’un jour donné il y a i individus ayant pour intention de voter A, le
lendemain soir, il y en aura soit ¢ — 1, soit ¢, soit ¢ + 1.

Autrement dit, entre la veille et le lendemain, le taille du groupe d’électeurs ayant pour intention
de voter A varie d’au plus une personne.

On en conclut que si |i — j| > 2, alors p; ; = 0.

Commentaire

o L’énoncé demande de « Justifier » une propriété. Cette terminologie est souvent associée a
des démonstrations courtes et éventuellement moins formelles. Mettre en avant ’argument
qu’une personne au plus peut changer d’intention de vote lors de la rencontre entre les
deux individus du groupe d’électeur suffit ici & obtenir ’ensemble des points alloués a la
question.

o Dans les premiéres questions de 1’énoncé, on procéde a I'étude de ’expérience lorsque m
prend une petite valeur (ici m = 4). Cela permet de pouvoir lister tous les cas possibles
(comme on le verra en question 1.d)). Le but de ces premiéres questions est de se familiariser
avec la modélisation proposée par ’énoncé. C’est pour un souci de bonne compéhension des
mécanismes de ’expérience qu’on fait le choix de détailler la rédaction de cette question.

o De maniére générale, il est toujours conseillé de prendre particuliérement soin & la rédaction
en début d’épreuve afin de faire bonne impression auprés du correcteur et de le mettre dans
de bonnes dispositions. En fin d’épreuve, le temps venant & manquer, on pourra relacher
un peu la rédaction afin de pouvoir traiter plus de questions.
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c) Etablir : P10 = P12 = % et p11 = %

Démonstration.
Remarquons tout d’abord :

Vn € N*V(i, ) € [0,m]?, pij = Pix, —iy({Xn =4})

Afin de faciliter la rédaction, on désignera par la suite par le terme « groupe A (resp. B) »

I’ensemble des individus ayant pour intention de voter pour le candidat A (resp. B).

Soit n € N*.

o Silévénement {X,,_1 = 1} est réalisé, c’est que le jour n — 1, il y a seulement 1 individu dans
le groupe A et m — 1 = 3 individus dans le groupe B.

« Dans ce cas, 'événement {X,, = 0} est réalisé si et seulement si le soir du jour n, plus aucun
individu n’a pour intention de voter A. C’est le cas seulement si la rencontre entre les deux
individus a modifié I'intention de vote de I'unique individu souhaitant voter A.

Plus précisément, I’événement {X,, = 0} est alors réalisé par tous les 2-tirages dont le premier
¢lément est un numéro de [0,4] désignant un individu du groupe B et le deuxiéme est un
numeéro de [[0,4] désignant un individu du groupe A.

Un tel 2-tirage est entiérement déterminé par :

3 possibilités (car le groupe B est constitué de 3

— le premier numéro de ce couple
personnes)

1 possibilité (car le groupe A ne contient qu’une

— le deuxiéme numéro de ce couple
personne)

Il y a donc 3 tels 2-tirages.
Notons par ailleurs qu’il y a en tout 4 x 3 2-tirages différents (4 possibilités pour le premier
individu choisi et 3 pour le deuxiéme). On en conclut :

3 x1 1

Pix, =1y ({Xn =0}) = ix3 4
. 1
Finalement : p1 o = 1

1
« On raisonne de méme pour démontrer pj s = e 11 suffit de remarquer que si {X,,—1 = 0} est

réalisé alors I’événement {X,, = 2} est réalisé si et seulement si le soir du jour n, 2 individus
ont pour intention de voter A. Cela se produit si et seulement si le premier individu choisi
appartient au groupe A et le second au groupe B. On en déduit :

1x3 1
{anlfl}({ n }) 4x3 4
. 1
Finalement : p1 2 = 1
1
o Il reste a démontrer p;; = —. Il suffit de remarquer que si {X,_1 =0} est réalisé alors

Iévénement {X,, = 2} est réalisé si et seulement si le jour n, 1 seul individu a pour intention
de voter A. Cela se produit si et seulement il n’y a pas eu de changement d’intention de vote
lors de la rencontre ce qui est le cas si les deux individus choisis appartiennent au groupe B.

On en déduit :
3 X 2 1

Prosen (P =1}) = 755 = 35

1
Finalement : p1 1 = 3
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Commentaire

o Le sujet prend le parti de définir p; ; comme la probabilité que quelque chose se produise tout
en omettant de définir cette probabilité dans un cadre formel. C’est un choix regrettable
qui incite & une rédaction peu rigoureuse du type :

1
«p1o = 3 car c’est la probabilité de ... »

Au contraire, il est conseillé de travailler sur les événements. C’est pourquoi on établit la
définition formelle de p; ; en début de correction de cette question.

o Cette définition n’est pas si simple a comprendre : méme si p;; s’écrit sous la forme :
Dij = }P’{Xn_lzi}({Xn :j}), la quantité p; ; ne dépend pas du jour n € N* choisi. Le
concepteur a certainement souhaité cacher cette subtilité. Ce faisant, on omet de mettre en
avant le caractére homogéne de la chaine de Markov (X,,)nen+ qui, associée au caractére
fini du nombre d’états considérés, est a I'origine de la formalisation matricielle qui va suier].

\

d) De la méme fagon, donner pour tout (i,75) € [0,4]? la probabilité p; ;.
On présentera les résultats sur le diagramme suivant, a reproduire et & compléter, et on justifiera
quelques cas.

Démonstration.
Soit n € N*.
« Déterminons tout d’abord, la valeur de pa1 = Prx,  —o ( {X,, = 1})
x S {X,_1 =2} est réalisé c’est que le jour n — 1, il y a 2 individus dans le groupe A et
m — 2 = 2 individus dans le groupe B.
x Dans ce cas, 'événement {X,, = 1} est réalisé si et seulement si le soir du jour n, seulement
1 individu a pour intention de voter A. Cela se produit si et seulement si le premier individu

choisi appartient au groupe B (constitué alors de 2 personnes) et le second au groupe A
(constitué aussi de deux personnes). On en déduit :

2 x 2 1

]P){Xn_1:2}({Xn = 1}) = 4 % 3 = g
. 1
Finalement : py1 = 3

o Déterminons maintenant po3 = Prx, 9y ( {X, =3} )
Si {X,—1 = 2} est réalisé alors I’événement {X,, = 3} est réalisé si et seulement si le soir du
jour n, 3 individus ont pour intention de voter A. Cela se produit si et seulement si le premier
individu choisi appartient au groupe A (constitué alors de 2 personnes) et le second au groupe
B (constitué aussi de deux personnes). On en déduit :

2x2 1

Pix, i ({Xa=3)) = 5 = 3

1
Finalement : po 3 = 3
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o Déterminons enfin poo = Pyx, _,—9} ( {X,, = 2})

Comme la famille ({X,, = j} )j elo.4] St un systéme complet d’événements, on a :

4
;) ]P){Xn—IZZ}({Xn = J}) = 1
j=
Or :

4
> Py, moy({Xn=3}) = p2o+po1+p22+p2s+p2a
j=0

(car peo =0 =pa4

= P21t P22t p2s d’apres la question 1.b))

= L + + !
= 3 P22 3
1 1 1
Final t: =l1-(-+=]=:.
Inalement : p2 2 <3 + 3) 3

« Déterminons maintenant la valeur de p32 = Prx, _,—3 ({Xn =2}).

x Si {X,_1 = 3} est réalisé c’est que le jour n — 1, il y a 3 individus dans le groupe A et
m — 3 = 1 individus dans le groupe B.

x Dans ce cas, 'événement {X,, = 2} est réalisé si et seulement si le soir du jour n, 2 individus
ont pour intention de voter A. Cela se produit si et seulement si le premier individu choisi

appartient au groupe B (constitué alors d’une seule personne) et le second au groupe A
(constitué de 3 personnes). On en déduit :

P{Xn—1=3}({Xn = 2}) = I

1
Finalement : p3 2 = 1

o Déterminons maintenant p3 4 = Pyx,  ,—3) ( {X, =4} )
Si {X,,—1 = 3} est réalisé alors I'événement {X,, = 4} est réalisé si et seulement si le soir du
jour n, 4 individus ont pour intention de voter A. Cela se produit si et seulement si le premier
individu choisi appartient au groupe A (constitué alors de 3 personnes) et le second au groupe
B (constitué seulement d’une personne). On en déduit :

3 x1 1
IP){Xn—1:3}({X” = 4}) T 4x 3 ~ 1
Finalement : p32 = 1

o En remarquant comme précédemment que la famille ( {X =7} ) est un systéme complet

jefo4]
d’événements, on obtient, a l’aide de l'application probabilité Pyx, -3 :

P30+ P31+ P32+ P33+ p3a = 1

RN
P33 = 171) T 2

Finalement : p33 = —.

et donc :
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Commentaire

o Enfin, il reste a déterminer pg 1 et py 3.
La encore on utilise le fait que la famille ({X, = j})

R ae s
je[0.4] est un systéme complet d’événe-

ments. A I’aide de I’application probabilité P¢x,,_,}=0, on obtient :

10,0 + Po,1 + pog + pos +poa = 1

Et comme pgo = 1 alors : pp1 = 0.

En procédant de méme :

a0+ pat + pag +pa3 tpaa = 1

Et comme py4 = 1 alors : py3 = 0.

Finalement, on obtient le graphe suivant :

0 1/4 1/3 1/4

« L’énoncé n’explicite pas I’obtention du graphe. Il est sous-entendu que p; ; est I'étiquette de
I’aréte joignant le noeud 7 au nceud j. Ce graphe permet donc de visualiser les probabilités
de passage d’'un état & un autre. C’est un schéma classique lorsqu’on étudie une chaine de
Markov homogéne a espace d’états fini.

o L’énoncé demande de justifier « quelques cas ». Il aurait certainement été plus pertinent de
demander de justifier les valeurs pa,, p2.1 et pa 3 : cela suffit & démontrer que les techniques
de démonstration associées & cette question sont comprises.

« On se sert une nouvelle fois dans cette question de la définition formelle :

pij =Px, = ({Xn=14})

Ce formalisme permet de rédiger le calcul de py 2 (par exemple) obtenu a l'aide des calculs
précédents et en tirant parti du systéme complet d’événements associé a X,.

o On pourrait introduire, pour tout n € N*, la v.a.r. Y;,, nombre d’électeurs ayant 'intention
de voter pour B le soir du jour n (on a évidemment : Y,, = m — X,,. En agissant ainsi,
on définit une chaine de Markov (Y},),en+. Si on laisse de coté Dinitialisation le jour 0,
on se rend compte qu’il y a une symétrie du probléme : on ne change pas ’expérience en
échangeant les roles de A et B. Ainsi, on obtiendrait exactement le méme graphe pour la
chaine de Markov (Y}, )nen+. Cela permet de démontrer que pour tout n € N* :

P{anlzi}({Xn :]}) = P{Ynflzi}({yn :.7}) = IP){Xn71:m—i}({)( =m _]})
I I
bij Pm—im—j

Cette propriété explique le caractére symétrique du graphe associé a la chaine de Markov
(Xn)nen+. On aurait d’ailleurs pu exploiter cette propriété pour obtenir directement les

valeurs p3 2, P33, p3.4 & l'aide des valeurs p1 4, p1,3, P12 -
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1/2 1/3 0
2. On définit la matrice M = | 1/4 1/3 1/4],
0 1/3 1/2
P({Xn=1})
et pour tout entier naturel n, la matrice colonne U, = | P({X, =2})
P({X, =3})
a) Pour tout entier naturel n, établir la relation : U,4+1 = M U,.
En déduire pour tout entier naturel n, ’égalité : U, = M"™ Uy.
Démonstration.
« Soit n € N. La famille ({X,, =k} ), c[0,4] €t un systeme complet d’événements.
Ainsi, d’aprés la formule des probabilités totales :
4
P({Xpt1=1}) kzo P({X, =k} N {Xpt1=1})
4
kZO P({Xn =k} ) x Pry,—ky ({ X1 = 1})
4
S P({Xn=k}) X pa
k=0
3
> pra P({Xn = k}) (car poy = 0= pa1)
k=1
1 1
5 XP({Xn=1}) + g x P({X, =2}) + 0 x P({X, = 3})
P( {Xn = 1})
(1/2 1/3 0) x | P({X,, =2})
P({X,=3})

« En procédant de méme (en utilisant le méme systéme complet d’événements), on obtient :

P({Xp11 =2})

e« De méme :

P( {X'n—H = 3})

l;: pr2 P({Xn =k}) (car po1 =0=p41)
DX P =11) + 2 X P({X, =2}) + | < B({X, =3))
]P)({anl})
(1/4 1/3 1/4) x | P({X, =2})
]P({Xn:?’})
3
1;1 pr3 P({Xn = k}) (car poq =0=pa1)

OXP({anl})nL%xIP’({Xn:2})+%><]P’({Xn:3})

P({anl})
(0 1/3 1/2) x | P({X,=2})
P({X, =3})

Par définition du produit de matrice, on a bien : Vn € N, U1 = M X U,.
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Commentaire

« Montrons par récurrence : Vn € N, P(n), ou P(n): U, =M" U,.

» Initialisation :

Ona: M Uy=1I3Uy=Uy.
D’ou P(0).

» Hérédité : soit n € N.

Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. Upy1 = M™ Up).

(d’apres la démonstration
précédente)

Un+1 = Mx Un
= M x M" U (par hypothése de récurrence)
= M" Uy

D’ou P(n+1).

Par principe de récurrence : Vn € N, U, = M" U,.

o On peut se demander s’il est utile, de rédiger la récurrence pour démontrer cette derniére
propriété. La formule étant donnée dans I’énoncé, la rédaction apparait comme nécessaire
puisque constitue le cceur de la question. Si le concepteur avait opté pour la formulation :

« Pour tout n € N, trouver une relation entre U,,, M et Uy. »
on aurait pu se passer de cette rédaction et simplement écrire :

« Par une récurrence immeédiate, on obtient : Vn € N, U, = M™ Uy. »

o Lors de I’étude d’une chaine de Markov, on introduit généralement la matrice A définie par :

V(4,5) € [0,m]?, Aiy1j41 = Prx, =i ({Xn =1}) = pj,

(le premier état porte le numéro 0 ce qui oblige a faire un décalage d’indice pour définir A)

On obtient ici :

1 1/4 0 0 0
0 1/2 1/3 0 0
A=10 1/4 1/3 1/4 0
0 0 1/3 1/2 0
0 0 0 1/4 1

Cette matrice est appelée matrice de transition.
Elle permet de décrire I’évolution aléatoire de la grandeur considérée (on peut démontrer :
Vn €N, U,y+1 = A U, en ajoutant & U, les probabilités IF’( {X,, = O}) et P( {X, =4} ))

o On peut remarquer que, pour chaque colonne j de la matrice de transition, la somme des
coefficients vaut 1. Cela se démontre (comme dans la question ci-dessus), a 1’aide de I’appli-

cation probabilité Pyy  _; et du systéme complet d’événements ({Xn =k} )k c[oA]’

o Dans le sujet, on s’intéresse a une la matrice M, matrice extraite de la matrice de transition
A. On perd ainsi la propriété énoncée ci-dessus. En contrepartie on obtient une matrice 3 x 3
qu’il est bien plus simple de manipuler. Et si en apparence ce choix de modélisation semble
laisser de coté les états 0 et 4, on peut en réalité déduire des propriétés portant sur ces états
comme en question §.. Cette modélisation est donc particuliérement pertinente : a la fois

plus simple mais permettant ’étude compléte de la chaine de Markov étudiée. -

J
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b) Montrer que M admet trois valeurs propres distinctes «, 8 et v, vérifiant 0 < a < f < v < 1.
Justifier qu’il existe une matrice carrée P d’ordre 3 inversible, que I'on ne demande pas de

préciser, et D une matrice diagonale d’ordre 3, & préciser, telles que P~'MP = D.

Démonstration.
Soit A € R.

« Rappelons tout d’abord :

A valeur propre de M << M — A I3 n’est pas inversible

e Orona:
1/2-)x  1/3 0
rg(M — \I3) = rg /4 1/3-X  1/4
0 /3 1/2— A
Cy+4Cy
Cy 30, 2(1—-2)) 1 0
C3+ 403
— rg 1 1-3X 1
0 1 2(1-2)

Commentaire

La matrice M — A I3 dont on cherche le rang fait apparaitre des fractions. Afin de faciliter les
futures manipulations, on les fait disparaitre par des opérations sur les colonnes. Rappelons
que le rang d’une matrice est invariant par transposition (VM € ., ,(R), rg(M) = rg (*M)).
Ainsi, lors d’un calcul de rang, les opérations sur les colonnes sont autorisés. Il est toutefois
conseillé d’appliquer la succession d’opérations sur les lignes décrite par ’algorithme du pivot
de Gauss et n’utiliser les opérations sur les colonnes que pour des cas spécifiques permettant
d’alléger les calculs.

\.

Ainsi :

21—-2)) 1 0
1 1—3A 1
0 1 2(1-2))

rg(M - )\13)

rg

1 1-3A 1
21—2)) 1 0
0 1 2(1-2))

( 1 1-3X 1
Ly Ly—2(1—2)) L

Ly <> Ly

= rg 1-2(1—2A)(1-3X) —2(1—-2))
0 1 2(1-2))

o

1 1—3A
—2(1-2)) 1-2(1—-2X)(1-3))
2(1—2)) 1

Cy  C3

S =

o

1 1 1—3A
—2(1-2)) 1-2(1—-2X)(1-3))
0 0 2-2(1-2A)(1-3))

Ly Ly + Lo

= I‘g

o
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Commentaire

Remarquons enfin :

2-2(1-2X)(1-3)) = 2(1—-(1-2X)(1-3X)
= 2(X—(X—=5X+6)\?))
= 2(5A—=6X2) = 2X(5—-6))

« La réduite obtenue est triangulaire (supérieure).
Elle (et donc M — AI) est non inversible si et seulement si I'un de ses coefficients diagonaux
est nul. Ainsi :

M — X1 non inversible < 1=0 00 —2(1—-2X)=0 0U 2A(5—-6X)=0
o (1-2X) =000 A=00U (5-6))=0
& A=3500 A=00U A=

Onposealorsazo,ﬁz%et'y:%

Ainsi, on a bien : Sp(M) ={a, 5,7} et 0<a <<y <1.

La matrice M est une matrice carrée d’ordre 3 et posséde 3 valeurs propres distinctes.

On en déduit que M est diagonalisable.

Il existe donc une matrice P inversible et une matrice D diagonale telles que M = P D P~
Plus précisément :

x la matrice P est obtenue par concaténation de bases des sous-espaces propres de M,

x la matrice D est la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres

de M (dans le méme ordre d’apparition que les vecteurs propres).

a 0 0
On peut par exemple choisir : D = (O Ié] 0) .

0 0 ~

On a bien trouvé P inversible et D diagonale telles que : M = P D P,

o Il est & noter que l'ordre d’apparition dans la matrice D est dépendant du contenu de la
matrice P : si la j®™¢ colonne de P est un élément de E, (M) alors o apparaitra en j°me
colonne de D. On pouvait ainsi définir 3! = 6 (nombre de maniéres de placer trois éléments
différents dans trois cases) matrices diagonales différentes.

o L'égalité : M = P D P! doit étre comprise comme une formule de changement de base.
Pour faire ce lien, il faut effectuer un travail sur les endomorphismes. Introduisons I’espace
vectoriel E = R3. Nommons % = (eq, ez, e3) la base canonique de R? et f € Z(FE) I'unique
endomorphisme de E tel que Mat»(f) = M.

Comme M est diagonalisable, il en est de méme de f. Ainsi, il existe une base %’ de E
dans laquelle la représentation matricielle de f est une matrice diagonale. Les coefficients
diagonaux de cette derniére matrice sont les valeurs propres de M (rappelons Sp(f) =
Sp(M)). On retrouve ainsi la matrice D.

La formule de changement de base stipule :

Matgz(f) = Pza x Matw(f) x Pz

M = P X D x Pl
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¢) En déduire que pour tout k € {1,2,3}, la suite (]P’( {X,, =k} )) N est une combinaison linéaire
ne

des trois suites (a")neN, (ﬁn)neN et (7n)neN‘

Démonstration.
Soit k € {1,2,3}. Dans la suite, notons P = (am-) ieqa et Pl = (bi,j) i€ [1,3]
Jjel1,3] Jjel1s]
e Pour tout n € N, on a :
U, = M" U (d’apres la question 2.a)
= (PDP)" Uy (d’apres la question 2.b))
= PD"P U (par récurrence immédiate)
P({Xo=1})
Rappelons alors : Uy = | P({Xo=2}) | et P({Xo=1a}) =

P({Xo=3})

Ainsi, seul I'un au plus des coefficients de Uy est non nul.
o Deux cas se présentent alors :

x sia=0oua=4alors Uy =04, (r) et ainsi Uy = M" 0 4, ;) = 0.5, (r)-
P({X,=1}) 0a™+0 8" +07"

0
Danscecas:VneN, U, = |P({Xn=2}) | =]0| =|0a"+08"+0"
P({X, =3}) 0 0a™+08"+04"

x sia € {1,2,3} alors Uy est la matrice colonne dont le coefficient en colonne a vaut 1 et les

bl,a
p! Up = | bag
b3,a
Et finalement : U, = PD"P~'U,
a” 0 0 bl,a
_ P(o o o>(b)
0 0 A"/ \bsa
biga” a11b14 @ +a12b24 8"+ a1,3b34 V"
= Plb.p" a21b14 "+ a22b24 B+ az3bzq Y"
b3 aY" a31b1q @" +azabag 8" +azzbse Y

P({X,=1}) a1,1b14 " +a12b2, 8" +a13b34 V"
Dans ce cas : Vn € N, Un = ({Xn = 2}) = | a1 bl,a a” + az,2 bg,a B+ a3 b37a A"
P({X,=3}) a31biq o™ +agobo, B+ as3bs e V"

Ainsi, pour tout k € {1,2,3}, la suite (IF’ {X,, =k} )) N est une combinaison
ne

linéaire des trois suites ( )nGN’ ( )nEN et (vn)neN.

Commentaire \

Il y a fort a parier que donner la forme de D™ et conclure que les produits de matrices successifs
vont fournir des combinaisons linéaires des coefficients de D" suffit & obtenir I'intégralité des
points alloués sur cette question. Mais une telle rédaction revient presque & paraphraser le
résultat fourni dans la question. Finalement, en voulant éviter que les candidats aient & faire
un calcul (pas si compliqué), la question devient soit triviale (on cite le résultat de ’énoncé),
soit bien plus complexe (c’est la rédaction ci-dessus) qu’un béte calcul. .

\ J
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d) Montrer que pour tout k € {1,2,3}, lil’_il_l P({X,=Fk})=0.
n—-+0o

Démonstration.

o Remarquons tout d’abord :

x llm a"= lim 0=0car aa=0.
n—+oo n—+oo

x lim B"=0car 3 €]0,1][
n—4o0o

x lim 4™ =0 carvye€]0,1[.

n—-+o0o
« Et ainsi, pour tout k£ € {1,2,3}, on obtient a I’aide de la question précédente :

x sia=0oua=4:

P({X,=k}) =0 — 0

n—-+o0o

P({X,=k}) = aribiaa” +arsboa "+ arzbsey” —> 0

n—-+oo

Ainsi, pour tout k € {1,2,3}, lirf P({X,=k})=0.
n—-+00

Commentaire \

o Les questions d’un énoncé ne sont pas forcément rangées dans un ordre croissant de diffi-
culté. Il ne faut donc pas se décourager si on ne sait pas traiter une ou plusieurs questions
d’affilée. Il faut au contraire s’accrocher : des questions plus simples apparaitront.

o Cette question est une parfaite illustration du point ci-dessus :
x elle est bien plus simple que les deux questions qui la précédent.

% elle peut parfaitement étre traitée en admettant le résultat des questions 2.b) et 2.c).

\.

3. Btablir: lim (P({X, =0}) + P({X, =4})) =1.

n—-+00
Comment interpréter ce résultat ?

Démonstration.
+ La famille ({X, = k})

ke[04] est un systéme complet d’événements. On en déduit :

P({Xn = 0}) + P({X0 = 1}) + P({Xo = 2}) + B({X =3}) + P({X, = 4}) = 1
Ainsi, d’aprés la question précédente :

P({ano})+P({Xn:4}) = 1_(P({Xn:1})+P({Xn:2})+P({Xn:3})) — 1

n—-+o00

On a bien : lim (]P’({Xn =0} ) +P({X, :4})) =1.

n—-+oo

o Comme {X,, =0} et {X,, =4} sont incompatibles, ce résultat se réécrit :

lim P({X,=0} U {X,=4}) =1

n—-+00

Ce résultat signifie, qu’a terme, X,, prendra la valeur 0 ou 4.

A terme, tous les électeurs auront la méme intention de vote.
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Partie II - Le cas général

On revient dans cette partie au cas général d’'un groupe de m électeurs.
On note 7, } = IE”( {X,, = k}), la probabilité pour qu’il y ait exactement k électeurs envisageant de

voter pour A a l'issue du n®™° jour.
4. Soit n un entier naturel.

a) Etablir les trois relations :

Vk € [0,m — 1], Prx, iy ({Xnp1 =k +1}) = k((:i_l;;
vk € [1,m], Py, -y ({Xns1 =k =1}) = Z((Z:]i;
Vk € [L,m — 1], Pix,—py ({Xns1 =k}) =1- 27:((:;__5))

Démonstration.

« Soit k € [0,m — 1]. Déterminons tout d’abord Pyx, —j3 ({Xnt1 =k +1}).

x Si {X, =k} est réalisé c’est que le jour n, il y a k individus dans le groupe A et m — k
individus dans le groupe B.

x Dans ce cas, 'événement {X,, 11 = k + 1} est réalisé si et seulement si le soir du jour n+1,
k41 individus ont pour intention de voter A. Cela se produit si et seulement si la rencontre
entre les deux électeurs a fait passer un électeur du groupe B vers le groupe A.

Plus précisément, ’événement { X,,41 = k + 1} est alors réalisé par tous les 2-tirages dont le
premier élément est un numéro de [0, m] désignant un individu du groupe A et le deuxiéme
est un numéro de [0, m] désignant un individu du groupe B.

Un tel 2-tirage est entiérement déterminé par :

k possibilités (car le groupe A est constitué de k

— le premier numéro de ce couple
personnes)

m — k possibilités (car le groupe B est constitué de

— le deuxiéme numéro de ce couple
m — k personnes)

Iy a donc k (m — k) tels 2-tirages.

Notons par ailleurs qu’il y a en tout m x (m — 1) 2-tirages différents (m possibilités pour
le premier individu choisi et m — 1 pour le deuxiéme). On en conclut :

kx (m — k)

P{Xn:k}({Xn+1 :k?'f‘l}) = m

On a bien : Vk € [0,m — 1], Pyx, iy ({Xnp1 =k +1}) = -

« Soit k € [1,m]. Déterminons maintenant la valeur de Pyx, 3 ({Xn41 =k —1}).
x Si {X,, =k} est réalisé¢ c’est que le jour n, il y a k individus dans le groupe A et m — k
individus dans le groupe B.
x Dans ce cas, 'événement {X,, 11 = k — 1} est réalisé si et seulement si le soir du jour n+1,
k — 1 individus ont pour intention de voter A. Cela se produit si et seulement si le premier
individu choisi appartient au groupe B (constitué alors de m — k personnes) et le second au
groupe A (constitué de k personnes).
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On a bien : Vk € [1,m], Prx, =gy ({Xny1 =k —1}) =

. SOlt k S ﬂl,m— 1]]
Comme la famille ({X,11 = j} )je[[O ]
de l'application probabilité Prx, _; :

est un systéme complet d’événements, on a, a l'aide

ZO Pix, =k} ({Xnt1=7}) = 1
=

f:o Prx, =k} ({Xns1 =13})

k—2 k+1 m
= Y Px,cey({ X1 =71+ X Prxeny({Xnv1 =31+ 2 Pixpeiy ({Xnt1 =51)
J=0 j=k—1 j=k+2

okl iy (car P{Xn:k}({Xn-l-l =j})=0
= jg_l Puxuty ((Xn1 =71) gog quc o= g > 2)

Cette derniére propriété a été démontrée en question 1.b). En effet, on a :

Pix <k} ({Xn41=13}) = pey = 0 dés que [k—j| >2
(d’un jour sur Uautre il y a au mazimum un électeur qui change d’intention de vote)

Finalement :
Pix,—i} ({Xnp1=Fk}) = 1- (P{Xn:k}({Xn =k—=1}) + Py, ({Xn =k + 1} ))

_ 1_<k<m—k> k(m—k))

B m(m—1) m(m-—1)

On a bien : Vk € [1,m — 1], P{Xn:k}({XnJrl =k})=1-2
m

Commentaire \

o L’absence de modélisation constatée dans les premiéres questions est corrigée dans cette
partie. Cependant, il est décevant que le lien ne soit pas fait avec la premiére partie. A la
lecture des relations & établir, il saute aux yeux que les résultats ne dépendent pas de n.
C’est donc bien py ; (pour j € {k — 1,k,k 4+ 1}) que I'on cherche & déterminer ici.

o Ne pas faire le lien entre les deux parties est fort regrettable. La question 1.b) est énoncée
dans un cadre restreint (pour m = 4) ce qui est tout a fait inutile comme on 'a déja fait
remarqué. De maniére rigoureuse, on ne peut donc pas faire appel a ce résultat mais il
faudrait le redémontrer.

o Le fait qu’il n’y ait pas d’articulation naturelle entre ces deux parties donne I'impression que
la premiére partie a été ajoutée aprés coup. L’absence de modélisation et de généralisation
(les questions 1.a) et 1.b) n’ont pas a étre énoncées dans un cadre restreint) la rend difficile
et peu exploitable. C’est dommage car la deuxiéme partie est trés bien construite et que le
probléme en lui-méme est tout & fait intéressant.

o On remarque qu’on a abandonné la notation p; ;. Il est & noter que I'une des difficultés des
sujets du TOP3 est justement la gestion de notations nouvelles. Il faut donc s’habituer &

ce type d’effort intellectuel et rester bien concentré. .
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b) En déduire la relation, si k € [1,m — 1] :

(k—=1)(m+1—k) mpp_1+ (m(m—1) = 2k(m — k) mpp+ (k+1)(m —1— k) mpjt1
m(m — 1)

Tn+1,k —

Démonstration.
Soit k € [1,m — 1].

o La famille ({X, = j} )je[[O,m]}
On a alors, d’apreés la formule des probabilités totales :

est un systéme complet d’événements.

NE

IED({XTLJrl = k}) = P({Xn =Jj} N {Xp1 = k})

<
Il
o

U . (car pour tout j € [0, m],
= ]P) Xn — X IED _ Xn — k ’
- i‘o Pix, =t ({Xns1 =k} ) x 75 (par définition de ;)
J:
_ k+1 B (carP{Xn:j}({XnH :k}) -0
=%, P (P = R g silj—kl>2)

= Pix,—h-1} ({Xnt1 = k}) X T 1
+ Pixpony ({ X1 = k}) X mpp (*)
+ Prx,ckiny ({Xnp1 = k}) X T

i(m—1)

« Or, d’apres la question précédente : Vi € [0,m — 1], P{ani}( {Xpny1 =14 1}) = m

En utilisant cette relation en i =k —1 € [0,m — 2] C [0,m — 1], on obtient :

(k—1)(m—(k-1))

m(m — 1)

Pix,=k-1} ({Xnt1 = k}) =
« A l'aide de la deuxiéme relation de la question précédente, considérée en i = k+1 € [2,m] C

[1,m], on obtient :

(k+1)(m—(k+1))
m(m — 1)

Py, ki1 ({Xnp1 =k} ) =

« Enfin, la troisiéme relation donne, en ¢ =k € [1,m — 1] :

o men  mm-y-mmey
Pix, =y ({Xns1 =k}) = 1- m(m—1) m(m—1)

En reportant ces trois éléments dans (%), on obtient bien le résultat énoncé. =

5. a) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n et pour tout k € [1,m — 1] :

Tk S (m(m —1) - 2>”

m(m — 1)

Démonstration.

Montrons par récurrence : Vn € N, P(n), ou P(n):Vk € [1,m—1], m, < <

m(m — 1) — 2)”.

m(m — 1)
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» Initialisation :
Soit k € [1,m — 1]. On a alors :

x d'une part : mo = IP’({XO = k}) <1

—1)—2\"
x d’autre part : (m(m)) =1
m(m —1)
D’ou P(0).
» Hérédité : soit n € N.
m(m—1) — 2>"+1 )

Supposons P(n) et démontrons P(n+1) (z’.e. Vk € [1,m=1], m1x < < m(m — 1)

Soit k € [1,m — 1]. D’apreés la question précédente :

(k—=1)(m+1—k) mpp_1+ (m(m—1) = 2k(m — k) mpp+ (k+1)(m —1—k) mp 1

Tntlk = m(m —1)

m(m —1) —2\"
Rappelons que par hypothése de récurrence, on a : Vi € [1,m —1], m,,; < <()> .

m(m — 1)
Trois cas se présentent.

(m(m— 1)—2(m— 1)) T +2(m—2) T2

e Sik=1alors: my411 = m(m — 1)

x En appliquant ’hypothése de récurrence en ¢ = 1 € [1,m — 1], on obtient :

x En appliquant ’hypothése de récurrence en i = 2 € [1,m — 1], on obtient :

Tn2 < (m(m —1 - 2)”

m(m — 1)

—-1)—-2
Finalement, en notant a,,, = <m(m>), on obtient :
m(m — 1)
m(m—1)—2(m—1) n o 2(m—2) n
<
1,1 m(m — 1) ( m) + m(m — 1) (am)

_ <m(m—1)—2(m—1) 2(m—2)
m(m — 1) m(m — 1)

= <m(m—1)—2> % (am)n _ <m(m—1)—2>”+1

m(m — 1) m(m —1)

—-2)2 —9+ —-1)—-2 -1 _
e Sik=m—1alors: my1m-1 = (m=2)2 s + (mlm = 1) (m = 1)) Tn.m L
********** ’ m(m —1)

On procéde comme dans le point précédent. On obtient :

m(m—1)—2(m—1)

Tntlm—1 < m(m —1) (am)n+ m(m — 1) (am)n
 (mm—1)—2(m—1)  2(m—2) oy (mm—1)—2 ot
- (M i) < e = (Tn )
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e Sike[2,m—2]

x En appliquant '’hypothése de récurrence en i@ = k —1 € [1,m —2] C [1,m — 1], on
obtient :
< m(m —1) —2\"
Tnk-1< | —F———
n,k—1 m(m — 1)
x En appliquant I'hypothése de récurrence en i = k+ 1 € [3,m — 1] C [1,m — 1], on

obtient :
m(m —1) — 2)"

<

x En appliquant ’hypothése de récurrence en i = k € [1,m — 1], on obtient :

Tk S (m(m —1) - 2>n

m(m —1)

Finalement, & 'aide de la formule générale, on obtient :

Tn+1,k
(k—1)(m+1-k) n m(m—1)—2k(m—k) n (E+1)(m—-1—-k)
S m(m — 1) (om)” + m(m — 1) (om)” + m(m — 1)
_ ((k=1)(m+1—k) m(m—1)—2k(m—Fk) (k+1)(m—1-k) Y
N ( m(m — 1) + m(m — 1) + m(m — 1) > (om)
- () e .

[ m(m—1)—-2 et
- ()

Pour obtenir 1’égalité (), on étudie de plus prés le 1° et 3°™¢ terme de la somme :
(i) (k—1)(m+1-k) = (k=1)((m—-k)+1) = (k—1)(m—k)+ (k—1)
(i) (k+1)(m—1-k) = (k+1)(m—k)—1) = (k+1)(m—k)—(k+1)

En sommant ces deux termes, on obtient :

k—1)(m—-k)+k-1)+k+1)(m—Fk)—(k+1)
= (m—k)(k-1)+(k+1)+(*k—-1)—(k+1)
= (m—k)2k—2

Finalement, en ajoutant le 2™ terme & cette somme, on obtient :
m(m—1)—=2k(m—k)+(m—k)2k—2 = m(m—1)—2

Cela permet de conclure que ’égalité (x) est bien vérifiée.

m(m —1) — 2)”“

On a démontré : Vk € [1,m — 1], mpq1 < ( m(m — 1)

D’ou P(n+1).

m(m —1) — 2)”.

Par principe de récurrence : Vn € N, Vk € [1,m — 1], mp 1 <
’ m(m —1)
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Commentaire

« On rappelle que P(n) est une proposition mathématique qui dépend de n. L’écriture (n)
a d’ailleurs pour but d’insister sur cette dépendance en n. En revanche, la proposition :
Vn € N, P(n) est totalement indépendante de n car n apparait alors comme une variable liée
au quantificateur V (on dit que n est une variable muette). L’écriture « P(n) : ¥meN, ... »
n’a alors pas de sens (il y a dépendance en n a gauche mais pas a droite). Attention
cependant & ne pas en conclure que la proposition P(n) ne peut contenir de quantificateurs.
Comme on le voit dans cet exemple ( P(n) : Vk € [1,m — 1], mpx < (am)™ ), P(n) peut
s’écrire & l’aide de quantificateurs mais la variable n ne doit en aucun cas étre liée & un
quantificateur (sinon, elle serait muette).

o Dans cette récurrence, on traite séparément plusieurs cas. Cela provient de I'obligation de
vérifier que 'on est bien dans le cadre d’application de I’hypothése de récurrence. Cette
gestion correcte des certains cas rend la démonstration complexe. Mais le coeur de la dé-
monstration (le cas k € [2, m — 2]) n’est pas réellement difficile. On peut le résumer ainsi :

1) aTl’aide de la question précédente, on fait apparaitre 7,1, comme combinaison linéaire
de Tp k-1, Tnky Tnk+1-

2) chacun des termes 7, j_1, Tp &, T k+1 €St majoré par (au, )" par hypothése de récurrence.

3) formellement, cette majoration revient & remplacer, dans la combinaison linéaire, les
termes 7y, p—1, T ks Tnk+1 PAr ()" On met alors en facteur (ay,)".

Par un simple calcul, on s’apercgoit que ’autre terme n’est autre que «,, ce qui termine
la démonstration. 0

b) En déduire, pour tout k € [1,m — 1], la limite de 7, ;, lorsque n tend vers +oo.

Démonstration.
Soit k € [1,m — 1]. Soit n € N.
D’apreés la question précédente et en remarquant 7, j = ]P’( {X,, = k:}) >0:

m(m_1)_2)“

0< <
Tk < m(m —1)

Or :

X

lim 0=0,

n—-+o00

lim <m(m—1)—2)n =0 car mim —1) -2 €10, 1[ (puisque m(m—1)—2 < m(m—1)).

m(m — 1) m(m — 1)

Ainsi, par théoréme d’encadrement : lim 7, = 0.
n—-+00 ’

O

6. On définit I'événement V4 (respectivement Vp) suivant : « au bout d’un certain nombre de jours,
tous les individus du groupe ont l'intention de voter pour A (respectivement pour B) ».

a) Montrer : P(Vy) = ngrfoo P({X,=m}) et P(Vp) = ngrfoo P({X,=0}).

Démonstration.
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o Tout d’abord :
L’événement V4 est réalisé

Au bout d’un certain nombre de jours, tous les individus du groupe ont 'intention de

=
voter pour A
< Il existe un jour ¢ € N pour lequel tous les électeurs ont l'intention de voter A
< Il existe un jour ¢ € N pour lequel les m électeurs ont l'intention de voter A
< Il existe i € N tel que la v.a.r. X; prend la valeur m
< Il existe ¢ € N tel que 'événement {X; = m} est réalisé
o L’événement |J {X; =m} est réalisé
€N
On en déduit : Vo = |J {X; =m}.
1€N
o Ainsi :

pv) = P(U (x=m)

(par le théoréme de
la limite monotone)

—  lim P(igo {Xi:m}>

n—-+0o

. _ (car ({X; =m}) ey €5t une suite
N ngl—ir—loo P( {2 = m}) croissante d’événelments)

o Il reste & démontrer que ({X; =m}), cn est bien une suite croissante d’événements.
Formellement, on doit démontrer : Vi € N, {X; =m} C {X;11 =m}.
Soit i € N. Supposons I'événement {X; = m} réalisé.
Cela signifie qu’au soir du i®®¢ jour, le groupe d’électeurs ayant I'intention de voter pour A
comporte m individus. La rencontre qui a lieu entre les deux électeurs le jour suivant réunit
donc deux individus ayant I'intention de voter A. Ainsi, il n’y a pas de modification des inten-
tions de vote. Le soir du (i + 1)°™¢ jour, il y a donc toujours m individus ayant l'intention de
voter A. Autrement dit, 'événement {X;41 = m} est réalisé.

Vie N, {X; =m} C {Xjp1 =m}

On a donc bien : P(V4) = lim P({X, =m}).

n——+o0o

o En procédant de méme, on démontre :
V= U {Xi=0}
€N

Ainsi :
pve) = #(U (x=0))

(par le théoréme de
la limite monotone)

= lim P (GO {X; = 0}>

n—-+400

L _ (car ({X; =0} )ieN est une suite
N nEI—OI—loo P({Xn=0}) croissante d’événements)
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La croissance de la suite ({Xl =0} )2 cy S¢ démontre aussi comme dans le cas précédent. Si
{X; = 0} est réalisé c’est qu’au soir du jour ¢ il y a 0 individu ayant l'intention de voter A. Il
en est de méme du soir du jour ¢+ 1 car la rencontre a lieu entre deux électeurs ayant tous les
deux l'intention de voter B.

On a donc bien : P(Vp) = lim P({Xn = 0}) O

n—-+o0o

b) Montrer : P(V4) +P(Vp) = 1.
Que signifie ce résultat 7

Démonstration.
Soit n € N.

o La famille ({X, = k}) est un systéme complet d’événements. On en déduit :

kef0,m]

gj P({X,=k}) =1

k=0

Ainsi ; B({X = 0)) + B({Xy=m}) 1—<tijP({Xn_k})>
(g

e Or:

x d’aprés la question 5.b), pour tout k € [1,m — 1] :

lm m,=0
n——+o00 ’

x d’apres la question 6.a) :

lim P({X,=0})=P(Vg) et lim P({X,=m})=P(Va)

n——+oo n—-+4oo

En passant a la limite dans ’égalité du point précédent, on obtient alors :
. . m_l .
Jm P06 =0))+ tim P06 =m) = 1- (8 (lim_mr))
I I

P(Vg) + P(Vy) 1-0

On a bien : P(Vy) + P(Vp) = 1.

o Les événements V4 et Vp sont incompatibles. En effet, si au bout d’un certain nombre de jours
tous les électeurs ont I'intention de voter pour le méme candidat alors les intentions de vote ne
sont plus modifiées les jours suivants. Il n’est donc pas possible de retrouver tous les électeurs
dans un méme groupe (au soir du jour i; € N) et dans un autre (au soir du jour iy € N).

On en déduit :
]P)(VA UVB) = P(VA) —I—]P(VB) =1

Ce dernier résultat signifie qu’au bout d’un certain nombre de jours, tous les électeurs seront
dans le méme groupe.

A terme, tous les électeurs auront la méme intention de vote. 0
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7. Pour tout entier naturel n, on pose Z, = Xp+1 — Xn.

a) Justifier : Z,(Q2) = {—1,0,1}.

Démonstration.

Soit n € N.

La v.a.r. Z,, prend pour valeur la différence entre le nombre d’électeurs ayant pour intention de
voter pour A le soir du jour n + 1 et le nombre d’électeurs ayant pour intention de voter pour
A le soir du jour n. Or, la rencontre entre les deux électeurs le jour n + 1 ne modifie 'intention
de vote que d’un électeur au plus. Plus précisément :

x soit la rencontre a lieu entre un électeur du groupe A qui convainc un électeur du groupe B.
Dans ce cas, Z, prend la valeur 1.

x soit la rencontre a lieu entre deux électeurs du méme bord.
Dans ce cas, Z, prend la valeur 0.

x soit la rencontre a lieu entre un électeur du groupe B qui convainc un électeur du groupe A.
Dans ce cas, Z, prend la valeur —1.

Zn(2) ={-1,0,1} O

b) Exprimer P({Z, =1} ) en fonction des probabilités m, j avec k € [1,m — 1].

Démonstration.
La famille ({X, =k} ), c[o.m] €St un systéme complet d’événements.
On a alors, d’apreés la formule des probabilités totales :

P({Z,=1}) = i P({X, =k} N {Z, =1})

= 5 P({Xn =k} O {Xp1 — X, = 1})

x>
[e=]

Il
NE

P({Xn, =k} N{Xpp1 =k+1})

il
=)

]P)({Xn:k?}ﬂ{Xn+1:k+1}) (CCLT{Xn+1:m+1}):®)

Il
M3

B
Il
- o

(car pour tout k € [0,m — 1],
P({Xn = k}) # 0)

I
MS

P({X, =k}) x Prx, oy ({Xng1 = k+1})

k=0
- 7::_11 P({Xn =k}) x Prx,opy ({Xns1 =k +1})  (car Prx,—op ({Xnp1=1}) =0)
P({anl}) —T:ill ]P){XnZk}({Xn+1 :]g_|_1}) X Tk -

c¢) Comparer P({Z, = —1}) et P({Z, = 1}).

Démonstration.
La famille ({X, = k})

J A 92 2
ke[0,m] est un systéme complet d’événements.
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On a alors, d’aprés la formule des probabilités totales :

P({Zy=-1}) = fjop({xn:k}m{z ——1})

= go P({Xn =k} N {Xps1 — Xn = —1})

= Y P({Xa =k} N {Xp1 =k —1})

P({Xn =k} N {Xp41 =k —1}) (car {Xn41 = —1}) =

Mz T2

P({Xy =k} ) X Pry,—py ({Xng1 =k —1}) P({X,=k})#0)

I
L

S Eod

= P({Xn =k} ) x Prx,—py({Xnp1 =k = 1})  (car Prx, —pmy ({Xng1 = m

el
Il

1
1

Il
M3

k=1

({20 =13)
P({Z,=1}) =P({Z, =-1})
~

o On détaille ici la correction pour faire apparaitre de maniére précise les similarités et
différences avec la question précédente. Cependant, on pouvait plus sobrement indiquer
que par analogie avec le raisonnement précédent, on obtient :

|
~

m—1

P({Zy=-1}) = 3 P({Xp=k}) x Prx, iy ({Xns1 =k — 1})

k=1

o Dans la remarque de la question 1.d), on a introduit Y,, = m — X,,, v.a.r. qui donne le
nombre d’électeurs ayant pour intention de voter pour B le soir du jour n. De méme, pour
tout n € N*, on peut introduire la v.a.r. T, = Y41 — Yy, Il y a symétrie du probléme :
on ne change pas I’expérience en échangeant les roles de A et B. On en déduit que Z, et
T, suivent la méme loi. Cela permet de retrouver :

P({Zo=-1}) = B({Xn—X,=1})

= P({(m—Yn41) — (m—Y,) =—1})

= P({Y, - Yp41 =—1})

= P {Yn-l—l Y, =1})

= P({Tn=1})

= IP’({Zn =1}) (car T, et Z, ont méme loi)

=)

d) En déduire que E(Z,) = 0.

Démonstration.

o La v.a.r. Z, est finie. Elle admet donc une espérance.
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e On a alors :

E(Z,) = Y kxP({Z,=k}) (par définition)
keZ, ()

= (-)xP({Z,=-1})+0xP({Z,=-1}) + 1 xP({Z, =1})

d’apres la
= -P({Z,=1 P({Z,=1 ( .
({Zn=1}) +P({Z, = 1}) question précédente)
=0
E(Z,) =0
‘
Il est tout a fait possible, au brouillon, d’opérer par rétro-ingénierie, c’est-a-dire partir du
résultat donné par I’énoncé (E(Z,) = 0) pour en déduire un résultat intermédiaire (en
Poccurence la propriété P({Z, = —1}) = P({Z, =1})). Evidemment, partir du résultat
ne constitue en aucun cas une démonstration. Mais la valeur du résultat intermédiaire peut
parfois renseigner sur la voie & choisir pour le démontrer. O
e) Montrer que la suite (E(Xn))n cy est constante et déterminer cette constante en fonction de a.
Démonstration.

e Soit n € N. Par définition : Z,, = X,41 — Xn.
Comme les v.a.r. X, et X,,4+1 sont finies, elles admettent une espérance.
On en déduit, d’aprés 1'égalité précédente :

E(Z,) = E(Xpy1—Xn) = E(Xp+1) — E(X,) (par linéarité de [’espérance)
I
(d’apres la question
précédente)

¥n €N, E(Xpt1) = E(X,)

« Ainsi, la suite (E(X”))neN est constante.

On en déduit : Vn € N, E(X,,) = E(Xy) = E(a) = a.

a
8. Montrer que P(V4) = — et interpréter ce résultat.
m

Démonstration.

e On a:

E(X,) = > kxP({X,=k}) (par définition)
keXn ()

= S kxP({Xy=k})
k=0

— OXIP({ano})+mz_1k><]P’({Xn:k})+m><]P’({Xn:m})
k=1

m—1
Ainsi, d’aprés la question précédente : m x P({X, =m}) = a— Y kxP({X,=k}).
k=1
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o Or, d’apreés la question 5.b) : Vk € [1,m — 1], ll)r_il_l P({X,=k}) =0.
On en déduit :

m—1 m—1
nli)rfoomxIP’({X =m}) = nll)rfoo (akgl kXIP({Xn:k:})) = afkgl k:xnli)r_ir_loo (P({Xn =1
I I
mxnglfoo P({X, =m}) a
I
m x P(Vya) (d’apres la question 6.a))

Finalement : P(Vy) = °.
m

o On en déduit, par la question 6.b) :

P(Vp) = 1-B(Va) = 1- = =

m—a

a
La quantité — (respectivement ) est exactement la proportion d’électeurs souhaitant ini-
m

m
tialement voter pour A (respectivement B).

Ainsi, la probabilité que les électeurs aient tous a terme l'intention de voter pour un
méme candidat est donnée par la proportion d’électeurs souhaitant initialement voter pour
ce candidat. ul

Exercice (ESSEC II - 2019)

Un modéle probabiliste d’'une expérience aléatoire représente dans un certain sens le désordre qui
intervient dans I'expérience et il est donc naturel que des outils soient introduits qui permettent de
mesurer l'intensité de ce désordre. C’est le cas de la notion d’entropie qui fait 'objet du présent
probléme. On considérera différentes situations et notamment la facon dont on mesure I'information
que deux variables aléatoires s’apportent mutuellement.

Dans la premiére partie on étudie le cas plus simple techniquement de variables dont la loi admet une
densité. Les deuxiémes et troisiémes parties sont consacrées au cas discret. Dans la deuxiéme partie,
on introduit les différentes notions d’entropie pour le cas de variables discrétes et dans la troisiéme
partie, on examine comment on peut mesurer l'information apportée mutuellement par deux variables
aléatoires.

Toutes les variables aléatoires intervenant dans le probléme sont définies sur un espace probabilisé
(Q, o7, P). Pour toute variable aléatoire Y, on notera E(Y’) son espérance lorsqu’elle existe.

Deuxiéme partie : Généralités sur ’entropie des variables discrétes

Soit A un ensemble fini non vide. On dit que X est une variable aléatoire dont la loi est & support A,
si X est a valeurs dans A et si pour tout z € A : P({X = z}) > 0.
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« Profitons-en de cette définition pour faire un point sur la notation X ().
Rappelons qu'une v.a.r. X est une application X : Q2 — R.
Comme la notation le suggere, X () est I'image de Q par 'application X.
Ainsi, X () n’est rien d’autre que ’ensemble des valeurs prises par la v.a.r. X :

X(Q) = {X(w) |weq}
= {z€eR|JweQ, X(w)=ua}

Il faut bien noter que dans cette définition aucune application probabilité P n’apparait.
o Il est toujours correct d’écrire : X (2) C | — o0, +00].
En effet, cette propriété signifie que toute v.a.r. X est a valeurs dans R, ce qui est toujours
le cas par définition de la notion de variable aléatoire.
« Dans le cas des v.a.r. discrétes, il est d’'usage relativement courant de confondre :
x ’ensemble de valeurs possibles de la v.a.r. X (i.e. 'ensemble X (2)),

x Pensemble {z € R | P({X =z} ) # 0}, ensemble des valeurs que X prend avec probabilité
non nulle. Dans le cas qui nous intéresse ici, a savoir X est une v.a.r. discréte, cet ensemble
est appelé support de X et est noté Supp(X).

o L’énoncé introduit ici la notion de support d’une v.a.r. discréte et le note A de maniére
assez malhabile. Le support d'une v.a.r. X dépend évidemment de la v.a.r. X considéré et
il est préférable de faire apparaitre la dépendance dans la notation choisie.

e Si X est une v.a.r. discréte, il est a noter que toute valeur prise par X avec probabilité non
nulle est une valeur prise par X. Autrement dit, on a toujours :

Supp(X) € X()

En effet, si 2 € Supp(X) alors P({X =} ) # 0. On en déduit : {X =z} # @. Il existe
donc (au moins) un élément w € Q tel que X (w) = z. La v.a.r. X prend donc la valeur z.

« La réciproque n’est pas forcément vérifiée : X (Q) X Supp(X).
Autrement dit, une v.a.r. X peut prendre une valeur avec probabilité nulle. On peut par
exemple penser & I'expérience consistant au lancer d’'un dé a 6 faces. La v.a.r. X qui donne
le résultat du dé a pour ensemble image X (2) = [1,6]. Si on considére que le dé est truqué
et ne renvoie que 6, alors le support de X est Supp(X) = {6}.

« Dans I’énoncé, il est précisé qu’on considére que X est un v.a.r. dont la loi est & support
A si X est a valeurs dans A. On fait donc 'hypothése : X (£2) C Supp(X). Finalement, ce
préambule ne sert qu’a affirmer qu’on fera dans la suite la confusion entre X (£2) (I’ensemble
des valeurs prises par la v.a.r. discréte X) et Supp(X) (I'ensemble des valeurs prises par X
avec probabilité non nulle).

\. J

6. Soit X une variable aléatoire de loi a support {0,1,2,...,n} ol n est un entier naturel. On appelle
entropie de X le réel :

7

H(X) = =% PUX = k) loga (PUX = k)

a) On définit la fonction g : {0,...,n} — R en posant g(k) = log, (P({X = k})) pour k élément
de {0,1,...,n}. Montrer : H(X) = —E(g(X)).
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o La deuxiéme partie de I’énoncé se concentre sur I’entropie des v.a.r. discrétes. On introduit
alors la v.a.r. g(X), transformée de la v.a.r. X. Comme dans le cas des v.a.r. a densité,
il faut revenir a la définition pour bien comprendre la notation g(X). Rappelons que si
g: X(Q) — R alors on utilise la notation g(X) pour désigner g o X.

Autrement dit, g(X) est la v.a.r. définie par :

gX) : @ - R
w g(X(w))

o D’aprés la définition de g, la v.a.r. g(X) n’est autre que Iapplication :

W g(X (@) = logy (P({X = X(w)}))

Et comme X (Q) = [0,n] alors, lorsque w décrit Q, X (w) décrit [0,n] (i.e. prend toutes
les valeurs k de [0,n]). Ceci est en accord avec la définition de g(X) : I'application g est
définie sur X (€2).

o Ceci étant établi, on comprend pourquoi on ne peut écrire :

g9(X) X logy (P({X = X})) = log,y(1) = 0

\.

Démonstration.

« La v.a.r. g(X) admet une espérance car c’est une v.a.r. finie (car X est une v.a.r. finie).

Commentaire \

Rappelons que par définition de la v.a.r. g(X), on a :

(9(X))(@) = g(X(©)
= {9(z) [z e X(w)} = {g(k) | k€ [0,n]}

Ainsi, si k € [0,n], g(k) peut prendre au plus n + 1 valeurs distinctes. L’ensmble
(9(X))(Q) est donc bien un ensemble fini.

\. J

o Par théoréme de transfert :

E(g(X)) = ¥ g@)P{X=z})

z€X(Q)

= 3 gk PUX = k})
k=0

= 5 loy (X = k1)) BUX =K))  (par definition de o)

Par définition de H : H(X) = —E(g(X)).

b) Montrer : H(X) > 0.

Démonstration.
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e Soit k € [[O,TL]]
Tout d’abord, comme le support de X est [0,n] :

0<P{X =k}) <1

. (par croissance de In
donc In (P{X =k})) <0 sur 10, +00[)
d’on o (P(E(;): k) <0 (siln(2) >0)
ainsi log, (P{X =k})) <0

puis  P({X = k}) log, (P({X =k})) <0 (car P{X =k}) >0)

e On en déduit :

3 BUX = }) logs (BU{X = £))) < 0

Et ainsi : H(X) = —kio P({X = k}) log, (P({X = k})) > 0.

O
¢) Soit p un réel tel que 0 < p < 1.
On suppose dans cette question que X suit la loi de Bernoulli B (p).
(i) Calculer H(X) en fonction de p. On note v la fonction qui, & p, associe H(X).
Démonstration.
« La v.iar. X est une v.a.r. finie. L’entropie H(X) est donc bien définie.
« On obtient :
H(X) = —(PUX = 0}) logy (P({X = 0})) + P({X = 1}) logy (P({X = 1})) )
= —(1—=p)logy(1 —p)—plogy(p) (car X ~ B(p))
Finalement : ¢ : p — —(1 — p) logy(1 — p) — p logy(p). 0

(i) Montrer que 1) est concave sur |0, 1[.

Démonstration.

« La fonction v est de classe €2 sur |0, 1] en tant que somme et produit de fonctions de classe
€2 sur )0, 1].

Commentaire \

Détaillons 'obtention de la régularité de la fonction g : p — logy(1 — p).
La fonction g est de classe €2 sur |0, 1] car elle est la composée g = hy o hy oil :
x hi:p—1—pest:

- de classe € sur |0, 1] en tant que fonction affine,
- telle que : hy1(]0,1[) C ]0, 4o0].
In(x)

x ha x> logy(z) = est de classe € sur |0, +o0].

In(2)
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« Soit p € ]0, 1].

W(p) = _<( 1) x logy(1 — p) + (1L—Pp) x (—Q//M)JrlogQ(p)erxphll@))

= logy(1 —p) —logy(p yl yl

= logy(1 — p) — logy(p)

On en déduit :

P S S S A S
P'(p) = I—-p) @) ph@) ln(2)(1—p+p>

1 1
Or,comme0<p<1:17>Oetf>O.D’oﬁ:w”(p)<0.
-p p

On en déduit que la fonction 1 est concave sur |0, 1].

(iit) Déterminer la valeur pg ot ¥ est maximale.

Démonstration.

« Soit p € |0, 1[. D’apreés la question précédente :
Y'(p) 20 <« logy(l—p)—logy(p) >0

In(1—p) _ In(p)
) ~ n(2)

< In(1—p) > In(p) (car In(2) > 0)
(par stricte croissance
—p>
e 1-p2p de exp sur R)
& 122p
& = P
2 7P

1
« On note py = 5 On obtient le tableau de variations suivant :

p 0 Po 1

Signe de 9’ (p) + 0 -

Variations de v

0 0

« Détaillons les éléments de ce tableau.
x Tout d’abord :

v (é) - _% log (é) _% log, (;) = —log, (;) = logy(2) =1 (d’apres 1.b))
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« De plus, pour tout p € ]0,1] :
9(p) =~ (L= p) (1~ p) +p In(r)
= —((1—=p) In(1 - n
p n(2) p p)+pnp
Par croissances comparées : lim p In(p) = 0. Ainsi : lim ¢(p) = 0.
p—0 p—0
x Enfin, avec le changement de variable u =1—p :
lim (1-p)In(l—p) = lim uIn(u) = 0 (par croissances comparées)
p—1 u—0
On en déduit : lim ¥ (p) = 0.
p—1
Finalement, sur |0, 1], la fonction 1 admet un maximum en py = 5 -

d) On suppose dans cette question que la loi de X est a support {0, 1,2, 3} avec les probabilités :

P({X =0})

Calculer H(X).

Démonstration.

= 5 )

S BUX=1)=] ; PUX=2))=P({X=3)})=¢

« La v.iar. X est une v.a.r. finie. L’entropie H(X) est donc bien définie.

« On obtient :

H(X)

- kz B({X = k}) log, (P({X = k})

1 1 1 1 1 1 1 1
(50 () + 5 o () 5 v (5) 5 2 )
S Tom(2) + | lomy(4) + 1 logs(8)

1 1 2 1 3
= logy(2 )4‘1 logy (2 )+1 log,(2°)

1 1
><1—|—Z><2+1><3 (d’aprés 1.b))

H(X) =

7
1 0

7. On commence par une inégalité générale, appelée Inégalité de Jensen.

a) Soit N > 2. Soit X une variable aléatoire de loi & support {x1,z2,...,xx} ou les x; sont des
éléments distincts de Ry. On pose P({X = z;}) = p;.
Montrer que, pour tout 1 <t << N,ona: p; <1.

Démonstration.
Soit i € [1, NJ.
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« Comme le support de X est {z1,...,2n}, alors ( {X = 21} )pepi,n] st un systéme complet
d’événement. On obtient alors :

M=

PHX =z}) =1

k=1

N
Onendéduit :p; = 1— > pg.

k=1

kA

« Or, toujours comme le support de X est {z1,...,zn}, on en déduit : Vk € [1, N], pr > 0.
N
Dou: > pir>0.

k=1
ki
N
Etainsi:p; = 1— > pp < 1.
k=1
ki

Vie [1,N], p; <1

On désire démontrer par récurrence la propriété suivante :

Pour toute fonction ¢ convexe sur R, si X est une variable
P(N) aléatoire de loi a support A C R; avec Card(A) = N, on a :

E(p(X)) = ¢ (E(X))
b) Montrer que P(2) est vraie.

Démonstration.
Soient ¢ une fonction convexe sur R et X une v.a.r. de loi & support A C R4 avec Card(A) = 2.
On note alors : A = {x1,22}.

e Les viar. X et o(X) admettent des espérances car ce sont des v.a.r. finies.

« D’une part, par théoréme de transfert :
E(p(X)) = ¢(@1) PUX = 21}) + ¢(22) PUX = 22})
Or, comme le support de X est {a1, 22} : PX = 21}) + P{X = 25}) = 1. Ainsi :
E(p(X)) = ¢(@1) PUX = 21}) + ¢(22) (1 - P{X = 21}))

ou encore, en notant A = P({X = z1}) :

o D’autre part :

P(E(X)) = @1 P{X =z1}) + 22 P{X = 22}))

= oAz 4+ (1= X))

o Par définition de A : 0 < A < 1.
Enfin, par définition de la convexité de ¢ :

p(Aer+ (1= Naz) < Apz)+(1-A)p(2)
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On en déduit : p(E(X)) < E(p(X)).

D’ou P(2).

O

¢) Soit N > 3. On suppose que P(N —1) est vérifiée. Soit X une variable aléatoire de loi & support
A={x1,z2,...,xN} ol les z; sont des éléments distincts de Ry. On pose : P({X = z;}) = p;.

Pour ¢ tel que 1 <i < N — 1, on pose : p, =

Commentaire

o Comme annoncé en début de question 8., on souhaite démontrer un propriété par récur-

\.

Di
1 —pN

rence. Plus précisément, il s’agit de démontrer : VN > 2, P(N). En question 8.b), on a
procédé a l'étape d’initialisation en démontrant P(2). Il s’agit maintenant de procéder
a l'étape d’hérédité. On considére donc N > 3, on suppose P(N — 1) et on souhaite
démontrer P(N) (de maniére équivalent, on aurait pu considérer N > 2, supposer P (V)
et démontrer P(N + 1)).

La propriété P(N) est doublement quantifiée universellement. Pour la démontrer il s’agit
tout d’abord d’introduire une fonction ¢ convexe sur Ry (ce que I’énoncé oublie de faire)
et une v.a.r. de loi & support A oit A est un sous-ensemble de R de cardinal N.

La grande question qui se pose lors de I’étape d’hérédité est de savoir comment passer de
la propriété au rang N — 1 a celle au rang N. Ici, le support de la v.a.r. est de cardinal V.
Or on ne peut utiliser la proprié¢té P(N — 1) que pour une v.a.r. de support de cardinal
N — 1. C’est tout le but de cette question 8.¢) : on introduit une v.a.r. Y, construite a
partir de la v.a.r. X, dont le support est de cardinal N — 1. La construction est habile
et permet, malgré la suppression d’un élément du support, de transporter suffisamment
d’informations sur X pour que l'inégalité obtenue sur la v.a.r. Y fournisse l'inégalité
attendue sur la v.a.r. X.

N-1
(i) Montrer : Y p;=1etViec [1,N —-1],0<p; <1.
i=1

Démonstration.
o Tout d’abord :

=" i—1 1—pnNn l—py 57

r ({X =2} )iepi,n) est un systéme complet d’événements. Dot :

M=

i 1P({X:xi}) =1

N-1

Ainsi : Y p; =1—pn. On en déduit :
i=1

N-1 1
/
; ’ I;mﬁw
N-1
>opi=1
i=1

« Soit i € [1,N —1].
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x Comme le support de X est {z1,...,xyx}, on en déduit : Vk € [1, N], pr > 0.

Ainsi : Vk € [1,N], pl, = —2£— > 0.
1—pnN

N-1
x On vient également de démontrer : p, =1— > pj.

k=1
ki
N-1
x De plus : Vk € [1, N], pj, > 0. Dou: 3 pj >0.
k=1
ki
N—-1
Ainsi: pi=1—- > p} < L
k=1
ki
Finalement : Vi € [1, N], 0 < p} < 1. -

(i) Soit Y une variable aléatoire de loi & support {z1,...,zn_1} telle que P({Y = x;}) = p} pour

N-1 N-1
1 <i< N —1 Montrer : Y pip(x;) > @(Z p;xz>
i=1 i=1

Démonstration.
« Tout d’abord, remarquons que, d’aprés la question précédente, la v.a.r. Y est bien définie.
« On obtient alors :
x la v.ar. Y est une v.a.r. de loi a support A = {z1,...,zy_1} C Ry avec Card(A) = N —1,
x la fonction ¢ est convexe sur R;.
D’aprés P(N — 1) : E(o(Y)) = p(E(Y)).
o Par théoréme de transfert :
N N

E(p(Y)) = ; (@) PUY = 2,}) = ; oz ]

(2 K3

De plus : . .
PEW) = ¢ (T ar(r =oh) = o (T wn)

i=1

N-—1 N-1
Finalement : Y pio(x;) > ¢ ( > vl 551)
i=1 =1

(iii) Montrer : E(p(X)) > ¢(E(X)).
Démonstration.
o Les viar. X et o(X) admettent une espérance car ce sont des v.a.r. finies.
o Par théoréme de transfert :

N N
E(p(X) = 3 o) B{X =a1}) = L ¢(@)n

1
De plus :

p(EX)) = ¢ i:\f:l inP({X:%})) = @(% xiPi)

N\
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o Par ailleurs :

M=

E(‘P(X)) = () pi

-
Il
—

=
|

1

= (i) pi + p(xN) PN
1

~.
I

N1 Di
= (I-pn) 2 o(x) . +¢(xN) PN
i=1 — PN

N—-1
= (1-pn) ; p(xi) P + p(zn) PN

N-1 (d’apres la question
> (1- Vi
(1—pn) ¢ (z; $lpz) +pn p(an) précédente, car : 1 —py > 0)

« Comme la fonction ¢ est convexe sur Ry :

V(z,y) € (R4)*, VA€ [0,1], Ap(a) + (1= Ne(y) = p(Az+ (1= A)y)

N-1
On applique cette propriété a A=1—pn, = > x;p, et y = xx, on obtient :
i=1
No1o No1o
(=)o (X oitt) +owelan) > o ((A=pw) T i+
i=1 i=1
Or :
No1to N-1 i N
(I=pN) X @ipi+pvany = (L=pN) > @i +pNIN = Y Tipi

i=1 i=1 1=py i=1

e On a ainsi démontré, par transitivité :
N
E(e(X)) > ¢ (Z xiPi)
i=1
I
p(E(X))
E(p(X)) > o(E(X)) O
d) Montrer que, si ¢ est concave sur Ry, on a : E(p(X)) < ¢(E(X)).

Démonstration.
Si la fonction ¢ est concave sur R, , alors la fonction 1) = —¢ est convexe sur Ry . Ainsi, d’aprés

la récurrence précédente :

E(¢(X)) = v(EX))

Par linéarité de I'espérance : —E(p(X)) > —¢(E(X)).

Finalement : E(¢(X)) < ¢(E(X)).
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Commentaire \

Démontrons que, si ¢ est concave sur R, alors ¥ = —p est convexe sur R.
« Soit (z,y) € (Ry)% Soit A € [0,1].

Comme ¢ est concave sur R :

eAz+(1=XNy) = do(x)+ (1 - ey)

On en déduit :

—o(Az+(1=Ny) = —(Ae@) + (1 =X e@y))
Ainsi :
YAz +(1-Ny) < (@) + (1= N)P(y)
On en déduit que ¥ = —p est convexe sur R .

« Si on sait que la fonction ¢ est de classe € (resp. €2) sur R, on aurait également
pu utiliser la caractérisation de la convexité portant sur ¢’ (resp. ¢”). O

\. J

8. Soit X une variable aléatoire de loi a support {0,1,...,n}. On pose, pour k tel que 0 < k < n,
pr =P{X =k}).

- 1 n Pk
a) Montrer : > py log, <(n—|—1)pk) < log, (Z > = 0.

=0 i=o (n+1)px

Démonstration.

« L’inégalité présentée dans ’énoncé compare une somme de log, au log, d’une somme. Il semble
donc que l'on souhaite appliquer 'inégalité de Jensen avec la fonction ¢ = logy qui est concave
sur RY (d’aprés 1.b)).

« Pour cela, on doit introduire une v.a.r. Y a support de cardinal n + 1 (car les sommes possédent
n+1 éléments). Une telle v.a.r. Y posséde un ensemble image qui se note, de maniére générique :

Y(Q) = {yo.y1,---,Un}

Pour pouvoir appliquer I'inégalité de Jensen, il faudra vérifier que tous ces éléments y; sont des
réels positifs distincts.

« De maniére générale, I'inégalité de Jensen appliquée & logy et Y permet d’obtenir :

E(log,(Y)) < log, (E(Y))

S logs (uk) P({Y = wr}) logy (i Yk P({Y:yk}))
k=0 k=0

Cette inégalité doit permettre d’obtenir celle de ’énoncé & savoir :

2Pt \ Gy, & Wt Do

Plus précisément, on veut exprimer :

n 1 n

x la quantité Y pi logs () sous la forme Y logy(yr) P({Y =yk}). Pour que ces

k=0 (n+1)pk k=0
deux quantités coincident, on n’a guére le choix que de trouver une v.a.r. Y telle que :

vk € [0, n], yk:(n—i—ll)pk et pr=P({Y =uy})
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L Dk

% la quantité lo ———— | sous la forme lo ( 3 P({Y = )
q 2o (go (n+1)pk> 29 kZZIO ye P({Y = ui})

Ces deux quantités coincident bien si on trouve une v.a.r. Y vérifiant les contraintes évoquées
dans le point précédent.

Commentaire

On détaille ici longuement la maniére de trouver la v.a.r. Y qui va permettre de résoudre
la question. Ce travail doit plutot se réaliser au brouillon. On ’a présenté ici afin de
permettre une bonne compréhension de cette résolution et que l'introduction qui va
suivre de la v.a.r. Y ne paraisse pas sortie du chapeau.

« Pour cela, on introduit la v.a.r. Y définie par :

1
— siX(w)=0
CESIT
Y :w—
1
i X —
CESrS si X(w)=n

On a en particulier, pour tout k € [0,n] :

o Ainsi :
x la fonction log, est concave sur R* (d’aprés 1.c)),
x laloi de Y est a support A = {(n+11)p0,.. . (n_d)pn} C Ry avec Card(A) =n+ 1.
D’aprés I'inégalité de Jensen (question 8.d)) :

E(logy(Y)) < log, (E(Y))

e De plus:

x d’une part :

B0 = 3 ot P({Y = i ) = 5 g P =D = £

k= (n+ 1)y =0 (n+ 1) p i=o (n+ Dpr

x d’autre part, par théoréme de transfert :

E(logy(Y)) = 3 log, <<n+11>pk> P<{Y_<n+11>m}>

n 1 n
Finalement : ) pj log, <(+1)) < log, (Z pk)
n Pk

=0 i=o (n+1)pg
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Commentaire .

e La v.a.r. Y est définie par cas. Elle peut donc s’exprimer naturellement & ’aide de
variables aléatoires indicatrices :

n 1
Y = 3 ol
&t Dpr

(I’égalité précédente est une égalité entre variables aléatoires)

« Les variables aléatoires indicatrices ne font pas partie du programme d’ECE. Donnons
néanmoins certaines de leurs propriétés.
Soit A un événement. On note 14 la v.a.r. telle que :

1 siwe A
1y:w—

0 sinon

x Loi de 1 4.

- Par définition de 1 4, cette v.a.r. ne prend comme valeur que 0 et 1.
Donc 14(€2) = {0,1}.

- Soit w € Q.
we{lp=1} & Iy(w)=1 & wed
Dou: {14 =1} = A. Ainsi : P({14 = 1}) = P(A4).
On en déduit : 14 ~ B (P(A)).

x En particulier :
E(l4) =P(A) et  V(14)=P(A) (1-P(A))

o Il peut aussi étre utilise de savoir démontrer les propriétés suivantes.
Soient B et C deux événements.
x 1 BNC = 1 B X ]lc
x 1p+ ]IE =1
Pour la démonstration de ces deux propriétés, on pourra, par exemple, se référer au
sujet ESSEC-II 2018.

\. J

o Enfin :

log, <§; p"“) =0

k=0 (n+1)pr

n
b) Montrer : Y pi logy ((n+1)pr) = logy(n+ 1) — H(X).
k=0

Démonstration.
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On remarque :

Zn? pr logy ((n+ 1) pr)
k=0

= kio Pk (IOgQ(n +1)+ logQ(Pk)) (d’apres 1.a))

n n

= logy(n+1) kZ pr + kE i 10gs (pr)
=0 =0
= lomlntl)x1- <_ Pl 10g2(pk)> (car ({X =k} Jiefon) forme un

=0 systéme complet d’événements)

= logy(n+1) — H(X) (par définition de H )

n

kX_)O pi; logs ((n + 1)sz) = logy(n+1) — H(X) ]

c¢) Montrer : H(X) < logy(n + 1).
Démonstration.
o D’aprés la question précédente :

H(X) = logy(n+1) _k

n 1
= logy(n+1)+ i log ()
2( ) k§0 k 2 (n + 1)pk

Pk logy ((n + 1) pr)

n

e Or, d’aprés 9.a) :

i pr log, <(1> <0

k=0 n+ 1) py

D'ou : H(X) < logy(n +1). O

d) On suppose que X suit la loi uniforme sur {0,1,..., N}. Calculer H(X).

Démonstration.
o La v.ar. X est une v.a.r. finie. L’entropie H(X) est donc bien définie.

e De plus :
N
HX) = =3 PUX = K}) logs (B{X = 1))

N ) 1
= <N+1>

1 N
= — logy(IN +1 1
N7 e 2

1

H(X) =logy(N +1)
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« Remarquons qu’on a démontré plus tot (en question 9.c)) :
H(X) < logg(n+1)
L’entropie H(X) est donc majorée par la quantité logy(n + 1).

« Dans cette question 9.d), on démontre que ce majorant est atteint lorsque la v.a.r. X suit
la loi uniforme U([0,n]). Notons que cela signifie que :

x la majoration obtenue en question précédente est optimale : il est impossible de trouver
un meilleur majorant de 'entropie que logy(n + 1).
x la loi uniforme est une loi d’entropie maximale.

o Sil’on revient au contexte fourni en début d’énoncé, on vient de démontrer que l'intensité du
désordre est maximale pour la loi uniforme. On peut comprendre ce résultat en se rappelant
que les valeurs prises par la v.a.r. X de loi U([0,n]) le sont avec méme probabilité :

vk € [0,n], PX = k}) = —
n = =
) ) n —+ 1
Il n’y a donc aucune valeur parmi les entiers de 0 & n qui est « privilégiée » (au sens ou
aucune n’est prise avec une probabilité plus grande que les autres). Le désordre intervenant
dans une expérience modélisée par une v.a.r. de loi uniforme est donc plus important que
pour toute autre loi. O
9. Soient X et Y deux variables aléatoires de méme loi & support {0,1,...,n}. On suppose en outre

X et Y indépendantes.
a) Montrer : P({X = Y}) = > (P{X = k}))%.
k=0

Démonstration.

Tout d’abord : P({X =Y}) = P{(X -Y =0})

Commentaire

Remarquons qu’on se raméne ici & un cas particulier de loi d’'une somme X — Y. Il
faut donc se préparer a utiliser les méthodes usuelles pour la détermination de ce
type de loi : la formule des probabilités totales.

o La famille ( {X =k} )pe[o,n) forme un systéme complet d’événements.

Ainsi, par formule des probabilités totales :

PUX -V =0}) = éo (X =k} n{X -V =0})
= S RUX =K1Y = k)
n (car X etY sont

- kz::() P{X =k} xP{Y = k}) indépendantes)
(car X etY ont
méme loi)

— 3 (PUX = k)
k=0

Finalement : P({X = Y}) = kzi;o (P({X = k}))2.
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b) On pose v(k) = P({X = k}) pour tout k élément de {0,1,...,n}. Montrer :

Démonstration.

« Démontrons que la fonction ¢ : & — 277 est convexe sur R;.

« La fonction ¢ : & +— 277 = =% (2) est de classe €2 sur R, en tant que composée de fonctions
de classe €2 sur les intervalles adéquats.

Commentaire

« Détaillons la démonstration de la régularité de .
La fonction ¢ est de classe €2 sur R, car elle est la composée ¢ = hy o hy ot :

x hi:x— —xIn(2) est :
— de classe €? sur R, en tant que fonction polynomiale,
— telle que : h1([0,400[) C R.

« ho:x— e est de classe €2 sur R.

o Il serait plus naturel d’introduire la fonction ¢ : x +— 27.
En considérant la v.a.r. Z = log, (U(X )) on aurait alors, pour peu que toutes les contraintes
de I'inégalité de Jensen soient vérifiées :

Cette fonction ¢ est bien convexe sur Ry. Par contre, la v.a.r. Z ainsi définie est a va-
leurs négatives. Pour se conformer aux contraintes de 1’énoncé, on va donc introduire
Z = —logy (v(V)) et considérer la fonction ¢ plutot que .

Soit x € R+.
x Tout d’abord : ¢'(z) = —In(2)e™™ In(2)
x Et ensuite : ¢”(z) = (ln(Q))Qe_”” ) > .

‘ La fonction ¢ est donc convexe sur R . ‘

« On note de plus : Z = —log, (v(X)).
Démontrons que Z est une v.a.r. finie 4 valeurs dans R.

x Tout d’abord, Z est une v.a.r. finie car X l’est. On a méme :
Z(Q) = {-log, (v(z)) | z € X(w)} = {—log, (v(k)) | k € [0,n]}
x Soit k € [0,n]. Comme la loi de X est a support [0,n] :
0<P{X=k}) <1

donc 0<w(k)<1
y o (par croissance de In
<
d’ott In (v(k)) <0 sur 10, 400
1 k
puis nl(nv((2))) <0 (car In(2) > 0)
ainsi —logy (v(k)) = 0

On en déduit : Z(92) C Ry.
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On a ainsi démontré que la v.a.r. Z est une v.a.r. finie et de loi & support A C R..

« On obtient alors :
x la fonction ¢ est convexe sur Ry,
x la v.a.r. Z est une v.a.r. finie de loi & support A C R;.

Par inégalité de Jensen :

=
5
N
\V
3,
=
N

s (0] g (e () ()

o Enfin :

x par linéarité de 1’espérance :

5 E(~10g (v00)) _ o (B (10 (v(0)))) _ o5 (1om (2()))

Alors : 2E<log2 (v(X))> < E (210%2 (U(X))).

x par ailleurs :

In (v(X))

91082 () — exp <10g2 (v(X)) ln(2)> = exp< 7 M) = exp (ln (U(X))) = v(X)

On en déduit : E <210g2 (”(X))> = E(v(X)).

¢) En déduire : 277X < P{X =Y}).

Démonstration.

o D’aprés la question 6.a) :

oug: [0,n] — R
k — logy (P({X = k})) = log, (v(k))

Dou: H(X) = —E(logQ (v(X))) Ainsi :
2E<logz (v(X))) — 9—H(X)

e De plus, par théoréme de transfert :

E(v(X)) = éo w(k)PUX = k})
= kio (PHX = k}))2 (par définition de v)
= P{X =Y}) (d’apres 10.a))

Ainsi, d’aprés la question précédente : 2= H(X) < P({X =Y}).
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O
d) Donner un exemple de loi ou 'inégalité précédente est une égalité.

Démonstration.
On note X et Y deux v.a.r. aléatoires de méme loi U([0,n]), indépendantes.

o Tout d’abord :
2-HX) = exp (- H(X) In(2))

= exp (—logy(n+ 1) In(2)) (d’apres 9.d))

o D’autre part, d’aprés 10.a) :

PUX =Y} = > (PUX =k})? = 3

k=0

n

1 \? 1 n 1
<n+1> S s T mrp et

1
Ainsi : 27 HX) = _—
n—+1

—P({X = Y}).

Pour X et Y deux v.a.r. de loi U([[0,n]), indépendantes,
I'inégalité de 10.c¢) est une égalité.

Commentaire \

Comme pour la question 9., on démontre dans cette question 10. que :
x la majoration obtenue en 10.c¢) est optimale : il est impossible de trouver un meilleur
majorant de 2~7(X) que P({X =Y}),

x la loi uniforme est une loi pour lequel ce maximum est atteint. -

Troisiéme partie : Entropie jointe et information mutuelle de deux variables dis-
crétes

Soient X et Y deux variables aléatoires de lois a support {0, 1,...,n}. On appelle entropie jointe de
X et Y le réel :

H(X.Y) = =3 5 B(X = K0 {Y = }) log (BUUX = ) 0 {¥ = 5))

avec la convention : 0 x logy(0) = 0.
11. a) On définit la fonction g : {0,1,...,n}?> — RU {—oc} en posant pour (k,j) € {0,1,...,n}?:

g(k.j) = log, (P{X =k} N{Y =j}))
Montrer : H(X,Y) = —E(g9(X,Y)).

Démonstration.

o Les v.ar. X et Y sont finies, donc la v.a.r. g(X,Y) l'est. Elle admet donc une espérance.
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o Par théoréme de transfert :

E(g(X,Y)) = > X glzyP{X =z}n{Y =y}

z€X(Q) yeY(Q)

n n (car X () C [0,n]

= X go g(k, ))PHX =k} n{Y = j}) et Y(9) C [0,n])

B
Il
o

<
I
o

(par définition de
H(X,Y))

H(X,Y)=-E(9(X,Y))

b) Montrer : H(X,Y)=H(Y, X).

Démonstration.
On a :
HXY) = -3 (}”0 log (B((X = £} 11 {Y = 1)) PUX =k} N Y = j}))
= —0<k2< logy (P{X =k} n{Y = j})) PH{X =k} n{Y = j})
n n . ) (en sommant suivant
= -3 (3 om (PUX =00y ) PEX =R 0y =5)) [ e
7=0 k=0
= -3 (3 om (Y =0 X =) (Y =i} n{x k) (o Tesetion e
7=0 \k=0
— H(Y,X)

H(X,Y)=H(Y,X)

¢) Pour tout k tel que 0 < k£ < n, on pose :
HY|X=k) = — Zo Prx—iy({Y = j}) logy (Prx—ip({Y = j}))
J:
On appelle entropie conditionnelle de Y sachant X le réel :

HY|X) = kio P{X = k})) H(Y | X = k)

Montrer : H(X,Y) = H(X)+ H(Y | X).

Démonstration.
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« Soit k € [0,n]. Tout d’abord :

H(Y | X =k)
- - zo Pyx—iy({Y = j}) logs (Pix—iy (Y = 7})
2
. _aB{X=Knr=g)  (BUX =K =)
= TR BEx =k e < B((X = k)) )

= -3 AR (tom (i = 10 0 = ) ~ o (UK = 1))

1 n , .
_ “FX =E) (j;)P({X:k}ﬂ{Y:]}) logy (P({X =k} n{Y =3}))

- io PH{X =k} n{Y =j}) log, (P({X = H)))

1 n . |
TPUX = kD) (jZO PH{X =k} N{Y =j}) log, (P({X =k} N{Y =3}))

=0

— logy (P{X =k})) i PHX =k} n{Y = J})>

o Or, la famille ( {Y = j} )je[o,n) forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

P{X =k}) = > B{X =K} n{Y =}

=0
D’ou :
H(Y|X =k)
1 n . .
_ ~FE =T (JZOP({X—k}m{Y—]}) logy (P({X =k} n{Y =j}))
~ o (B(LX = k) B((X = k}>>
Ainsi :

P{X = k}) H(Y | X = k)

J=0

= - (Zn: P{X =k} N{Y = j}) log, (P({X =k} N{Y =j}))

~ log, (P({X = k})) P({X = k}))
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e On en déduit :
H(Y | X)

_ éo P({X = k}) H(Y | X = k)

- -3 <:0 PUX = K} N {Y = j)) logs (BUX = K} 1 {Y = 1)

J

~ o (BX = b)) (X — k}>)

- > (zo P({X = K} N{Y = j}) logs (PULX = K} N {Y = j}>>)
+ 52 logy (BUX = K)) B(X = K})

= H(X,Y) - H(X)

Finalement : H(X,Y) = H(X)+ H(Y | X). ]
d) Montrer que pour tout couple de variables aléatoires X et Y de lois a support {0,1,...,n}, on
. HX)-HX|Y) = HY)-H(Y|X)
Démonstration.

D’aprés la question 11.b) :
H(X,Y) = HY,X)

D’otu, d’aprés la question 11.¢) :

HX)+ H(Y|X) = HY)+H(X|Y)

Ainsi: H(X) - H(X|Y) = H(Y) - H(Y|X).

O

12. On considére dans cette question deux variables aléatoires de lois a support {0, 1,2, 3}. On suppose
que la loi conjointe de (X,Y") est donnée par le tableau suivant :

2
o | 1| 2 | 3
J
0 Ty 1
8 | 16 | 32 | 32
) 11| 1|
6 | 8 | 32 | 32
9 I L L] L L
6 | 16 | 16 | 16
3 ol o] o
1

(on lit dans la k°™° colonne et la j™€ ligne la valeur de P({X = k} N {Y = j}))
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a) Déterminer la loi de X et montrer : H(X) = 7

Démonstration.

« Tout d’abord : X () C [0, 3].

« Soit & € [0,3].
La famille ({Y" = j} ) e[o,3) forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

B =KD = 5 PUX =K {Y =)
On en déduit :
CPUX=0}) = sty =
CPX=1)) = ot = g
CBUX=2)) = b = g
CPUX=3)) = oo = g

On peut récapituler ces résultats dans le tableau suivant :

k 0 1 2 3
1 1 1 1
PHX = - - - -
( k}) 2 4 8 8
e On peut vérifier :
SPUX =k} = oiplil oy
=0 B 2 4 8 8

Cette propriété est vérifiée car la famille ({X = k} )ie[o,3) forme un systeme
complet d’événements.

« On pourra s’en servir pour vérifier que les probabilités (P({X = k}) )refo,3]
obtenues définissent bien une loi de probabilité pour X.

D’aprés 6.d), H(X) = Z

b) Déterminer la loi de Y et calculer H(Y').

Démonstration.
« Tout d’abord : Y(€2) C [0, 3].
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« Soit j € [0, 3].
La famille ({X = k} )ie[o,3) forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :
3
PHY =j}) = kZO PHX =k} {Y =j})
On en déduit le tableau suivant :
j 0 1 2 3
1 1 1 1
PHY =3 7 Z - -
{Y =4} 1 1 1 1
Ainsi : Y ~U([0, 3]).
o Daprés 9.d) : H(Y) = logy(3 + 1) = log,y(2%) = 2.
La derniére égalité est vraie d’apres la question 1.b).
H(Y)=2 -

11
c) Montrer : H(X |Y) = —.
8

Démonstration.
« Soit k € [0, 3].

t k€ [0,3] P{X =k} n{Y =}
Pry—jy({X =k}) = P{Y = j})

Avec le tableau fourni par I’énoncé et le tableau de la question précédente, on obtient le tableau

suivant :
k
0 1 2 3
J
0 1 1 1 1
2 4 8 8
1 1 1 1 1
4 8 8
9 1 1 1 1
4
3 1 0 0 0

(on lit dans la k°™ colonne et la j™ ligne la valeur de Pyy_; ({X = k}))

e On en déduit :

HXIY =0) = =% Fyog (X = 1) ogs (Pry—oy (X = kD)

B 11 14_11 1_1_11 1
= 208;2 5 40g2 4 808§2 3

7 (calcul déja effectué
4 en 6.d))

1 1
BT
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7
Avec le méme calcul : H(X|Y =1) = T

« Ensuite :
HX|Y =2) = =% Pyoy (X = 1) ogs (Pry—sy (X = kD)
(D) (8 e (2) s (1)
4 4 4 4 4 4 4 4
= logy(4) = logy(2%) = 2
« Enfin :

HXIY =3) = =% Pyog (X = ) logs (Pry—sy (X = k})

= —(1 xlogy(1) + 0 x logy(0) + 0 x logy(0) + 0 x log,(0))

(par convention,

= logx(1) d’apres 'énoncé)
=0
e On en déduit : ;
HXY) = ;}P({YIJ})H(XIY:J')
J:
B 1><7_|_1><7+1><2_|_1><0
474 474 4 4
22
- 16
. 11
Finalement : H(X |Y) = T 0
d) Que vaut H(Y | X)?
Démonstration.
D’aprés la question 11.d) :
HY|X) = H(Y)-(HX)-HX|Y))
_ 7 n 11 (d’apres les questions
B 48 12.a), b) et c))
o 13
Dou.H(Y|X)—§. .
e) Calculer H(X,Y).
Démonstration.
D’aprés la question 11.c¢) :
7 13
HX)Y) = HX)+HY |X) = Z+ A
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2
Finalement : H(X,Y) = g

Commentaire .

« Dans cette question 12., objectif est de calculer H(X,Y) a l'aide des entropies
conditionnelles et des formules déterminées en question 11..

o Cet objectif est un peu ad hoc puisque, les v.a.r. X et Y pouvant prendre peu de
valeurs, il aurait été plus rapide de commencer par la détermination de H(X,Y")
pour en déduire les valeurs des entropies conditionnelles H(X |Y) et H(Y | X) &
laide de H(X), H(Y) et des formules de la question 11..

Il n’est cependant pas conseillé de traiter les questions de I’énoncé dans un autre

sens : on passera a coup sUr & coté de nombreux points de baréme. -
\ 7

18. Soient X et Y deux variables aléatoires de lois a support {0,1,...,n}. On appelle information
mutuelle de X et de Y le réel :

PX =10 (7 =) o (o — ey =)

I(X,Y) = P{X =k} P{Y =j})

k

a) Montrer : I[(X,Y) =1(Y, X).

n n

o

0J

Démonstration.

On a:

J=0 PHX =k} P{Y = j})

PGszwa=jDb&(P“X‘k””Y‘j”))

B PHX =k} n{Y =j}) log2<P({X=/€}ﬂ{Y:j})>

o<k j<n PHX =k} P{Y =j})
& n _ Iy PH{X =k} n{Y =3}) (en sommant suivant
B ]go ,go PAX =k} Y = J}) log <IF’({X =k} PH{Y = ]})>> les colonnes)
. _ (par commutativité
_ v (¥ _ _ PHY =/} n{X =k}) y :
- & (Ere=nne=men (5= i) "
— (Y, X)

I(X,Y)=1I(Y,X)

b) Montrer : I(X,Y)=H(X)—- H(X|Y).

Démonstration.
e Soit (k,j) € [[O,n]]Q.

P({X = k} N {Y = j})
b&(PHszDPHYZjD)

_ PAX =k} n{Y =7}) _
= log, ( P({Y = ) ) — log; (P({X = k}))

= logy (Pry—j({X = k})) — logy (P({X = k}))
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e On en déduit :

I(X,Y)

by (20 PUX =) 1Y =31 82 (500 = B =) )

> (;0 PUX = K} 0 (Y = j}) (Togs (P (X = k) — logy (F({X = k}))))
> (go PU(X =k} N{Y = 7)) logs (Pry—p ({X = k}))) (%

> <log2 (FUX = KD) 3 B((X = khn (Y = j})) ()

« Commencons par simplifier (x).

kio (z P{X = k} 1 {Y = j}) logy (Ppy_jy ({X = k})))
-\ 2

I
M=
PR
NE

(S
Il
o

P{Y = j}) Prx=y({Y = j}) logy (Pry—j ({X = k})))

b
Il
o

PU{Y = J}) Py ({V = 7)) logs (By—j (X = k})))

PUY =) 35 P (Y = )) ogs (v (X = )

i
o

Il Il
. <
M= L=
N (\
itk

I
TMﬁ

({Y—J})( H(X|Y = j))

= —HX|Y)

« Simplifions ensuite (xx).

La famille ({Y = j} ) e[o,n) forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

PX =k}) = > P({X =k} n{Y =j})

=0

j=0

—éo (1og2 (BUX =k}) Y. PUX =k} {Y = j}))

n

= =Y log, (P({X = k})) P({X = k})

k=0

= H(X)

On en déduit : I(X,Y)=H(X)—- H(X|Y).
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O
c¢) Montrer : I(X, X) = H(X).

Démonstration.
o Tout d’abord :

NgE

I(X,X) =

k=0 \j=0 PH{X =k} PH{X =j})

(i P({X =k} N {X = j}) log, ( P({X =k} 0 {X = j}) ))

« Soit k € [0,n].

5 BUX =) 0 X = 3)) o 5 — o pc )

P PUX = K E((X = j})
>
v i 1o, EOX = BN X = )
tox, et =g o, (Rix=mrc=m)
i=k

En effet, pour tout j # k :
PUX =ktn{Y =j}) = P(@) = 0

Or, par convention : 0 x log,(0) = 0. Ainsi :

S o (BUX=RIN{X =D _
R (e =mroe=gm) = °
J#k

De plus :

o - P({X = k} N {X = j})
2 PUX =R 0 =) los, <P<{X — R P((X = j}))

- » P({X =k} N {X =j})
PH{X =k} Nn{X =j}) logy <]P’({X — k}) [[D({X — ]})>

Il
IRESE

0
k

- B B PH{X =k} n{X =k})
= PH{X =k} n{X = k}) log, (IP’({X = k})P{X = k}))

J
J

) B ) P{X=%T)
= P({X =k}) log, <MP({X = k})>

= —P({X = k}) log, (P({X = k}))

e On en conclut :

n

1(X,X) = 3 (=P{X =k}) logy (PUX = k) = H(X)

k=0
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I(X,X)=H(X)

O]
d) Que vaut I(X,Y) si X et Y sont indépendantes ?
Démonstration.
Supposons que X et Y sont indépendantes.
« Soit (k,j) € [0,n]%
Comme X et Y sont indépendantes :
PUX =k} n{Y =j}) = P{X =k} PHY =j})
On en déduit :
C(BUX =By =k)Y _ . (BUX=RDPUY=RDY _
on: (e —an iy =) = o (Bpr = myecyr= ) — P = 0
e Ainsi:
_ v [ ¥ _ _ PHX =k} n{Y =j})
1Y = (20 PUX =k 10 =0 o (5 = iy gy = j})))
- > (z P({X = k} N {¥ = 3}) xo)
k=0 \j=0
=0
Si X et Y sont indépendantes, alors : I(X,Y) = 0. -

P({X = k} N {Y = j})
P((X = k)

P({X = k) P(Y = j})

B({X =k} n{Y = j})

14. Soient X et Y deux variables aléatoires de lois & support {0,1,...,n}. On fixe 0 < k£ < n. Pour
0<

0<j<n,onpose:p;= . On suppose que p; > 0 pour tout j<net

on pose : Tj =
n

a) Montrer : )" p; =1.
=0

Démonstration.

o Tout d’abord :

S P({X = k Y =i
BUX =k n(y =) 2 (XERO=0))

LT 2T (X =k B((X = k})

o Or, on a déja démontré (en question 11.c) par exemple) :

= P((X =k} {Y =3}) = B(X =)

On en déduit :
noo PHX =k

2P T B(X =k
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n
> pj=
J=0 O
b) Soit Zj, une variable aléatoire de loi & support {zo, ..., 2, } dont laloi est donnée par P({Z, = x;}) = p;

pour 0 < 5 < n. Montrer :
E(logy(Zk)) < 0
Démonstration.

e La v.a.r. Z;, est bien définie car :

X V] € [[O,TL]], bj = 07
n

X E b; = 1.
j=0

« Démontrons : Z;(2) C R4.
x Tout d’abord, d’aprés 1'énoncé : Zx(Q) C {zg,...,Zn}

PUX = kD PUY =4} _
PX =k} {Y =4} =

Zk(Q2) C Ry

x Or, pour tout j € [0,n] : z; =

« On remarque alors que :
x la fonction log, est concave sur R* (d’aprés 1.c)),
x la v.a.r. Zy est de loi a support A = {xq,...,x,} C Ry, avec Card(4) =n + 1.
Par inégalité de Jensen (question 8.d)) :

E(logy(Zk)) < logy (E(Zk))

e Or, par définition de Zy, :

E(Z) = é%ﬂﬂwwm
= i Tjpj
7=0

MP{Y_g} PUX =k-AL{Y=7])
W PUX=%})

= ZO PHY =j})

_ 1 (car ({Y =j} )je[[o,nﬂ est un
systéeme complet d’événements)

D’ou : log, (E(Zk)) = logy(1) = 0.

Finalement : E(logy(Zy)) < 0.

¢) En déduire : I(X,Y) > 0.

Démonstration.
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o Par théoréme de transfert :

E(logy(Zk))

logy (75) P({Zx = z;})

Il
M

<
Il
o

|

<
I
o

logy () pj

log, (IP’({X = k}) PHY = j})> PAX =k} n{Y =7j})

Il
.
I

P({X =k} N (¥ =J}) P((X = k])
I S o (BUX =R 0 (Y =)
= TR(E =R & EROY ”H&<MMEEDMW:ﬁJ

o De plus, d’aprés la question précédente :
E(logy(Zk)) < 0

D’ou :

1 n .
B =% Eo P{X =k} N{Y = j}) log, <

Comme P{X =k}) >0:

P((X =k} n{Y = j})
PHszDPHY=jD><()

n

ZPHXZkNHYZij&<

J=0

P((X =k} n{Y = j})
PGX=kDPHY=ﬁ» >0

o En sommant ces inégalités pour k variant de 0 a n :

S Y P({X =k} N {Y = j}) log, (If;({{;(:g) %&i‘%) >0

k=0 j=0

I(X,Y)

I(X,Y)>0
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Commentaire |

e On a donc démontré dans cette question que I'information mutuelle de X et de Y,
I(X,Y) est minorée par 0.

« Remarquons qu’on a démontré plus tot (en question 18.d)) :
X et Y indépendantes = I(X,Y)=0

Le minorant trouvé dans cette question 14.c) est donc atteint si X et Y sont
indépendantes. Cela signifie en particulier que la minoration trouvée est optimale :
il est impossible de trouver un meilleur minorant de I'information mutuelle que 0.

o Il n’est pas si surprenant de trouver que I'information mutuelle est minimale dans
le cas de 2 v.a.r. X et Y indépendantes puisque ’énoncé nous introduit en toute
premiére page 'information mutuelle 7(X,Y) comme une mesure de l'information
apportée par les v.a.r. X et Y l'une sur 'autre.

o Dans tout ce probléme, on introduit et étudie quelques notions de statistiques, plus
particuliérement de la théorie de I'information développée par Fisher et Shannon.
Pour d’autres exemples d’utilisation de cette théorie, on pourra se référer au sujet
ESSEC-II 2009.
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