PSI Mathématiques

Théme : probabilités

I. Mise en jambe : lois discrétes usuelles

Exercice 1
On considére une variable aléatoire X qui suit une loi binomiale de paramétres (n, i)

1. Déterminer la valeur, si elles existent, des quantités suivantes.
a) E(X) et V(X).

Démonstration.

« Rappelons qu’on dit qu’une v.a.r. discréte X suit la loi binomiale de paramétre (n,p), ou

neN et pel0,1]si:
a) X(2) = [0,7]

b) Vk € [0,n], P{X =k}) = (Z) pFg"F avecq=1—p

Dans la suite, notons p = %.

o« Comme X est une v.a.r. finie alors X admet des moments & tous les ordres.
En particulier, X admet une espérance et une variance.

« Déterminons E(X). Par définition :

B = T ar((x=a)) = £ k(}) st = 5 k(] et

zeX(Q) k=0 k=1
0 ke [1,n] k(" n—1
r, pour n], on a: =n .
) p Y ) k ]{: _ 1
-1
(cette relation est vraie pour k =0 si on considére " L) = 0)
Ainsi :

E(X) = Y k (Z) pF g

k=1
<n -1
1 k

_ ! n < ) g (1) (par décalage
N k

I
M=
3

k

3
|

) d’indice)
—nnz_:1< 1>k(n1)k
p L q
k=0
= np(p+q)" " = np (carp+q=1)
E(X)=mnp

« Déterminons maintenant V(X). D’aprés la formule de Koenig-Huygens :

V(X) = E(X?) - (E(X))*
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Or, d’aprés le théoréme de transfert :

E(X?) =

2

z€X(Q)

P PUX =a}) = kio 2 (Z) gt —

On écrit alors : k2 =k (k — 1) + k. Ainsi :

k2<:> = (k(k—-1)+k) (Z)
= k(-1 (Z)—Fk(?;)
- (k—l)k<z>+k<z>

Ainsi :
2 o2k ok S Nk on—k S
B) = 3 (1) st = $ eenk()) et o+ 8
k=1 k k=1 k k=1
On reconnait la partie de droite : kzl k <Z> pFg"F = E(X).
Il reste & déterminer la partie de gzilche.
n n _ 1
S k=1 k() Pt = X nk-1)(, ) vt
k=1 k k=1 k—1
n —1
= 3 nk 1)(" ) prgnk
o k—1
n n—2
k=2 k—2
n—2 -9
= n (n _ 1) (n . ) pk+2qn—(k+2)
k=0

n—2 _
- n (n _ 1) p2 n 2) pk (n—2)—k

= n(n-1)p?

(par la relation
binomiale précédente)

(en adaptant la
relation binomiale)

En combinant tous ces résultats, on obtient que : E(X?) =n (n — 1) p? + np. On en déduit :

V(X) = ?

= n(n—1) p*>+np— (np)

E(X?) - (E(X))

= np((n—1)p+1—np)

= np(p—-p+l—pp) = np(l—p) = npg
V(X) = npq
SiXNB(n,i) alorsE(X):% et V(X):n%%—%,
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Commentaire \

e On a refait le calcul de E(X) et de V(X) ici pour rappeler la méthode. Mais il faut
connaitre la valeur de l'espérance et de la variance des lois classiques. Aux concours,
seul le résultat est exigible et il ne faudra donc pas, sauf si ¢’est explicitement demandé,
refaire ces calculs.

« La méthode de calcul de E(X?) se base sur I'écriture sur les éléments k € X (1) :
k2 =k(k—1)+k
A Déchelle des variables aléatoires cela correspond a I’écriture :
XP=XX-1D+X
Par linéarité de ’espérance, on obtient alors :
E(X?) =E(X(X — 1)) + E(X)

On retrouve ainsi la partie de gauche et la partie de droite du calcul précédent.

LW

b) E(X —3) et V(X —3).

Démonstration.
La v.a.r. X — 3 admet une espérance et une variance en tant que transformée affine de la v.a.r.
X qui admet une variance.

e De plus par linéarité de I'espérance :

E(X -3) = E(X)—E@3) = E(X)-3 = %—3
o Et par propriété de la variance :
V(X -3) = V(X) =
B - 16
(on rappelle que pour tout (a,b) € R?, on a : V(aX +b) = a®>V(X))
E(X—3) =" 3 et V(X)= "
3N =2_-3 ¢ 2=
4 16 0
c) E(2X) et V(2X).
Démonstration.
Avec les mémes arguments que dans la question précédente, on obtient :
2n n 3n  3n




PSI Mathématiques

d) E(X?).

Démonstration.

e« On a déja vu que X, en tant que v.a.r. finie, admet des moments & tous les ordres. En
particulier, X2 admet une espérance.

o D’aprés le théoréme de Koenig-Huygens :

V(X) = E(X?) - (E(X))?

On en déduit que :
E(X?) = V(X)+ (E(X))?
= npq+ (np)?
= np(1—p) +n’p?
= np—np?+n?p? = np+nn—1)p?

+n(n—1) _n(n+3)
16 16

E(X?) =np+n(n—1)p? =

~| 3

Commentaire

Il faut retenir cette méthode : lorsqu’on connait la valeur de E(X) et de V(X) (il faut les
connaitre dans le cas des lois classiques), on obtient immédiatement la valeur de E(X?).

2. Reprendre la question précédente dans le cas ot X suit une loi géométrique de paramétre %

a) E(X) et V(X).

Démonstration.
1
« Rappelons qu’on dit qu’une v.a.r. discréte X suit la loi géométrique de paramétre — si :
a) X(2) =N*

2

k-1
b) Wk € N*, P({X = k}) = (3) é

k—1
2
o La v.a.r. X admet une espérance si et seulement si la série Y k (3) 3 est absolument
k>1
convergente. Cette série étant a termes positifs, cela revient & démontrer qu’elle est convergente.

. SOlt ]{3 € N* k1 b1
N 2\"" " 1 1 XN 2\"
=1 3 3 3 i 3
o On reconnait la somme partielle d’une série géométrique dérivée premiére convergente car de

2
raison 3 € 10,1[. On en déduit que la v.a.r. X admet une espérance, donnée par :

1+e 2\t 1 1
=0 =5 £60(5) “samm A e

3 3

E(X) =3
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« Démontrons que X admet un moment d’ordre 2 (et donc une variance).
Remarquons : X2 = X(X — 1) + X. On en déduit :

X? admet une espérance < X (X — 1) admet une espérance

Notons que X (X — 1) est une variable aléatoire discréte dont I’ensemble image est (X (X —
M) ={n(n-1)|ne N}

D’aprés le théoréme de transfert, X (X — 1) admet une espérance si et seulement si la série
> n(n—1)P({X = n}) est absolument convergente.

n>1
Cette série étant a termes positifs, cela revient & démontrer qu’elle est convergente.

Soit IV € N. Notons p = % et ¢ =1 — p dans la suite. On a :

n—1

=
M=
2.
N
|
—_

nn—1PH{X =n}) = )pq

1

3
Il
—

n

n—1

I
M=
=y

S

|

—_

)Pq

i
[N}

N
= pqg Y. n(n—1)¢"?

On reconnait la somme partielle d’une série géométrique dérivée deuxiéme convergente car de
raison ¢ = 2 € | — 1,1[. Ainsi :

N
n(n—1 n—2 — -
pan:)2 (n—1)q N PUT = g

On en conclut que la série Y. n(n —1)pg™~! converge.

n>1
Ainsi, X (X — 1) admet une espérance.
Ce qui démontre que X? admet une espérance, donnée par :
E(X?) = E(X(X-1)+X)
= E(X(X —-1)4+E(X) (par linéarité de l’espérance)

2 1 1
- = —5(2¢+p)
p? p?

On en déduit, par la formule de Koenig-Huygens :

V(X) = E(X?) - (E(X))?

! (29 +p) <1>2
= = 2q+p) |-
p? P
L ag+p-1)
= = (2¢+p-
p2
1
= 5 2(1-p)+p-1)
p
Lo opip-1) = La—p = 4 5 232 _ g
p2 p2 p2 (%)2 3
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Commentaire \

e On a refait le calcul de E(X) et de V(X) ici pour rappeler la méthode. Mais il faut
connaitre la valeur de l'espérance et de la variance des lois classiques. Aux concours,
seul le résultat est exigible et il ne faudra donc pas, sauf si c’est explicitement demandé,
refaire ces calculs.

« Rappelons que si X une v.a.r. discréte infinie telle que X ~ G (p) (p € |0, 1[) alors X
admet une espérance et une variance et :

1 1
B(X) = | et V(X):]% =P

o On se sert de nouveau ici de la stratégie développée en question 1. On se permet toutefois
de raisonner directement sur les v.a.r. . Dans un exercice de concours, c’est souvent cette
stratégie qui sera adoptée, ’énoncé demandant généralement explicitement de déterminer
la valeur de I’espérance de X (X — 1) avant de déterminer la variance de la v.a.r. X.

O

\.

b) E(X — 3) et V(X — 3).

Démonstration.
La v.a.r. X — 3 admet une espérance et une variance en tant que transformée affine de la v.a.r.
X qui admet une variance.

e De plus par linéarité de I'espérance :
E(X-3) = E(X)-EB) = E(X)-3 =3-3 =20
o Et par propriété de la variance :
V(X -3) = V(X) =6

(on rappelle que pour tout (a,b) € R?, on a : V(aX +b) = a®>V(X))

E(X —3)=0 et V(X)=6

O
c) E(2X) et V(2X).
Démonstration.
Avec les mémes arguments que dans la question précédente, on obtient :
E2X)=2EX)=2x3=6 et V2X)=4V(X)=4x6=24
O
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d) E(X?).

Démonstration.

e La v.a.r. X admet une variance. Elle admet donc un moment d’ordre 2.

o D’aprés le théoréme de Koenig-Huygens :
2
V(X) = E(X?) - (E(X))
On en déduit que :

E(X2) = V(X)+ (E(X))’

2
q 1)
= ——i— —
p? (p
q 1
= L4+ =
p? p?
1 241 5
- s S8 =5x3=15
p (3)
1 2—
I O B
p p

Commentaire \

En réalité, on a déja déterminé E(X 2) en question 2.a). On préfére présenter ici cette
démonstration pour mettre en avant la méthode qu’il convient de retenir : lorsqu’on connait
la valeur de E(X) et de V(X)) (il faut les connaitre dans le cas des lois classiques), on obtient
immédiatement la valeur de E(X?).

i
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II. Méthodologie : Calculs de probabilités

Afin de résoudre un exercice de calcul de probabilités, il faudra penser au schéma suivant.

0) Introduction des événements basiques (le fait d’avoir tiré une boule blanche au i®™° tirage, le fait
d’avoir obtenu pile au i®™ tirage, le fait d’avoir obtenu un 6 au i®™° tirage ...) liés & I'expérience
considérée.

Nommage de I’événement A dont on cherche & déterminer la probabilité.
(ces deux étapes sont parfois directement données dans I’énoncé)

1) Décomposition de I’événement A a l'aide d’événements basiques.

2) Deux cas se présentent alors :

(1) si cette décomposition fait apparaitre une union, il faut retenir le triptyque :

union / incompatibilité / somme

Dans le cas d’une union finie d’événements

« Si cela est possible, on simplifie cette union (cas d’une union croissante d’événements par
exemple).
« Sinon, on vérifie si les événements sont 2 & 2 incompatibles.
x si c’est le cas, on utilise ’additivité de P.
x si ce n’est pas le cas, on peut penser & utiliser la formule du crible.
Dans le cas d’une union infinie d’événements
o On vérifie si les événements sont 2 & 2 incompatibles :
x si c’est le cas, on utilise la o-additivité de P.

x si ce n’est pas le cas, on se raméne au cas d’'une union finie d’événements en utilisant le
théoréme de la limite monotone.

Si toutes ces tentatives échouent, on peut se ramener au cas d’une intersection d’événements en
considérant la formule liant probabilité d’un événement a la probabilité de I’événement contraire.

si cette décomposition fait apparaitre une intersection, il faut retenir le triptyque :

intersection / indépendance / produit

Dans le cas d’une intersection finie d’événements

« Si cela est possible, on simplifie cette intersection (cas d’une intersection décroissante d’événe-
ments par exemple).
« Sinon, on vérifie si les événements sont mutuellement indépendants.
x si c’est le cas, on utilise la formule associée.
x si ce n’est pas le cas, on peut penser a utiliser la Formule des Probabilités Composées (FPC).
Dans le cas d’une intersection infinie d’événements

o On se raméne au cas d’une intersection finie d’événements en utilisant le théoréme de la limite
monotone.

Si toutes ces tentatives échouent, on peut se ramener au cas d’'une union d’événements en consi-
dérant la formule liant probabilité d’un événement & la probabilité de ’événement contraire.
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Remarque

o L’étape de décomposition des événements est primordiale.
On raisonne TOUJOURS sur les événements et JAMAIS directement sur les probabilités.

(cf démarche de exrcice sur la limite monotone)

« Lorsqu’il s’agit de raisonner sur les événements, on adopte la rédaction suivante :
L’événe bend c... L’événe qalise & M

L’événement A est réalisé < ... < L’événement B est réalisé
Ce qui permet de conclure : A = B et ainsi P(A) = P(B).
o Afin de déterminer une probabilité conditionnelle P4(B) on pourra rédiger comme suit :
Si I’événement A est réalisé, c’est que ...

Dans ce cas, I’événement B est réalisé si et seulement si ...
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III. Séance 1 : formule des probabilités composées

Exercice 2

Toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur un méme espace probabilisé noté (€2, o7, P).
On considére une urne contenant initialement une boule bleue et une boule rouge. On procede & des
tirages successifs d'une boule au hasard selon le protocole suivant :

x si on obtient une boule bleue, on la remet dans I'urne et on ajoute une boule bleue supplémentaire ;
x si on obtient une boule rouge, on la remet dans I'urne et on arréte ’expérience.

On suppose que toutes les boules sont indiscernables au toucher et on admet que ’expérience s’arréte
avec une probabilité égale a 1. On note IV la variable aléatoire égale au nombre de boules présentes
dans 'urne & la fin de 'expérience.

1
1. a) Montrer soigneusement : Vn € N\ {0,1}, P({N =n}) = W)
Démonstration.
o Pour tout £ € N*, on note :
B, : «on obtient une boule bleue au k®™ tirage »
R;, : «on obtient une boule rouge au k™ tirage »

e Soit n € N\ {0,1}.

L’événément {N = n} est réalisé

Lorsque I'expérience s’arréte, I'urne contient n boules

Lorsque 'expérience s’arréte, I'urne contient n — 1 boules bleues et 1 boule rouge

On a pioché n — 2 boules bleues puis la boule rouge

r ¢t

On a obtenu une boule bleue au 1¢* tirage

ET on a obtenu une boule bleue au 2°™¢ tirage

ET on a obtenu une boule bleue au (n — 1)°™¢ tirage
ET on a obtenu une boule rouge au n®™® tirage

& L’événement By N ... N By_9 N R,_1 est réalisé
Ainsi :
{N:n} = BiN..NB, 2oNR,_1

On en déduit par la formule des probabilités composées :

P({N =n})
= P(BiN...NBp2NRy_1)
= ]P(Bl) X ]P)Bl(BQ) X PB1OB2(B3) X - X PBIQ.‘.QBH_B(BW/_Q) X PBIQ...mBn_Q(Rn_l)
3 n—2 1

X - X e X X -
4 n—1 n

[SVIN )

X

DN | =

Précisons cette derniére égalité :

10
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1

X ]P)(Bl) = 5

1
x Pp,n..nB,_,(Rn_1) = — car chaque boule a méme probabilité d’étre tirée.
n

Plus précisément, si 'événement By N --- N B,,_o est réalisé, c’est que les n — 2 permiers
tirages ont donné une boule bleue.

Dans ce cas, l'événement R, est réalisé si et seulement si lors du (n —

boule rouge est tirée dans 'urne contenant n boules.

Finalement, en procédant a des simplifications successives, on obtient :

1

P({N=n}) = n—T1n

1)°me tirage la

1
Finalement, pour tout n € N\ {0,1}, P({N =n}) =

nn—1)

b) La variable aléatoire N admet-elle une espérance ?

Démonstration.

o La v.a.r. N admet une espérance si et seulement si la série > nP({N = n}) est absolument

n>2

convergente. Cette série étant a termes positifs, cela revient & démontrer qu’elle est convergente.

e Soit N 2

2.

1 (d’apres la question

¢ w(n—1) précédente)

N
> PN =n}) =

n=2

3
L=

=

— (par décalage d’indice)
n=1 N

1
e Or la série ) — est une série de Riemann d’exposant 1 (1 # 2). Elle est donc divergente.

n>1 n

Ainsi, la série Y nP({N = n}) est divergente.

n=2

On en déduit que la v.a.r. N n’admet pas d’espérance.

O

2. Recopier et compléter les lignes incomplétes de la fonction Python suivante de fagon & ce qu’elle
renvoie une simulation de la variable aléatoire N.

o N o for e Jw o =

import random as rd

def simuleN()

b=1

while rd.random() < ...........
b=b+1

N= ...........

return N

11
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Démonstration.
On propose la fonction Python suivante.

def simuleN()
b=1
while rd.random() < b/(b+1)
b=Db+1
N=Db+1
return N

o ov I e N =

Détaillons les éléments de ce script.

o Début de la fonction
On commence par préciser la structure de la fonction :

x cette fonction se nomme simuleN,
x elle ne prend pas de paramétre en entrée,

x elle renvoie la valeur stockée dans la variable N.

1 def simuleN()

6 return N

En ligne 2, la variable b, qui contient le nombre de boules bleues dans I'urne a chaque tirage, est
initialisée & 1 (initialement I'urne contient une seule boule bleue).

2 b=1

« Structure itérative

x Les lignes 3 a 4 consistent, au fur et & mesure des tirages, a mettre a jour la variable b (désignant
le nombre de boules bleues dans I'urne) jusqu’a 'obtention d’une boule rouge. Autrement dit, on
doit effectuer une mise & jour de b tant que I’on pioche une boule bleue.

Pour cela on met en place une structure itérative (boucle while) :

3 while random.random() < b/(b+1)

x Détaillons I'obtention de la ligne 3.
On utilise ici la commande rd.random. Cette instruction renvoie un réel choisi aléatoirement dans
[0, 1].
Plus formellement, il s’agit de simuler une v.a.r. U telle que U ~ U(][0, 1]).

x Cette valeur choisie aléatoirement dans [0, 1] permet d’obtenir une simulation d’un tirage dans

l'urne.
- —
redrod(lr d.random() b redredl
b+1

Deux cas se présentent.

b
— Sird.random() < o : alors, on considére qu’on a obtenu une boule bleue.

Ce cas se produit avec la probabilité :

(fosr s < (freate)) o2

ce qui correspond bien & la probabilité d’obtenir une boule bleue dans une urne contenant b
boule bleues et 1 boule rouge.

12
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Dans ce cas, on met a jour la variable b en I'incrémentant de 1.

4 b=b+ 1

b
— Sird.random() > b1’ alors, on considére qu’on a obtenu la boule rouge.

Ce cas se produit avec la probabilité :

((eewe)-((eeeh) oot oot
b+1 b+1 b+1 b+1 b+1

ce qui correspond bien & la probabilité d’obtenir la boule rouge dans une urne contenant b boule
bleues et 1 boule rouge.
Dans ce cas, on ne met pas a jour la variable b et on arréte les tirages dans 'urne.

« Fin de la fonction
A Tissue de la boucle while, la variable b contient le nombre de boules bleues a la fin de I’expérience.
Il faut donc lui ajouter 1 pour obtenir le nombre total de boules dans I'urne a la fin de ’expérience.
Il ne reste qu’a stocker cette valeur b + 1 dans la variable de sortie N.

(=
=
Il
o
+
[

13
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Exercice 3

Soit m un entier naturel supérieur ou égal a 3.

Une urne contient une boule noire non numérotée et n— 1 boules blanches dont n —2 portent le numéro
0 et une porte le numéro 1. On extrait ces boules au hasard, une a une, sans remise, jusqu’a ’apparition
de la boule noire.

Pour chaque i de [1,n — 1], on note B; I’événement : « le i tirage donne une boule blanche », on
pose B; = N;, et on note X la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la boule noire.

\

Commentaire .

o Formellement, I’événement N, n’est pas défini dans cet énoncé. Il aurait fallu ajouter :

on note N,, 'événement : « le n®™° tirage donne la boule noire »

« Notons au passage qu’on ne définit pas non plus 'événement B, : «le n®™¢ tirage donne une
boule blanche ». Ce n’est pas primordial ici puisque B,, = @& (comme 'urne ne contient
que n — 1 boules blanches et qu’on procéde sans remise, on ne peut piocher une boule
blanche lors du n®™ tirage).

« On peut enfin remarquer : N,, X B,,.
En effet : B, = @ = Q est toujours réalisé mais ce n’est pas le cas de N,,.
Par exemple, la boule noire peut étre piochée lors du 1°F tirage.

1. Donner I'ensemble X (2) des valeurs que peut prendre la variable X.

Démonstration.

L’urne contient n boules dont une seule est noire. Le tirage s’effectuant sans remise, la boule noire
apparait au pire lors du n°™€ tirage dans I'urne. Elle peut aussi apparaitre lors de n’importe quel
autre tirage précédent.

2. a) Pour tout i de [2,n — 1], justifier que Pp,n. .5, ,(B;)

On en conclut : X () = [1,n]. O

_ n—1
Cn—i+1°

Démonstration.
Soit i € [2,n — 1].

Si ’événement By N ...N B;_1 est réalisé, c’est qu'une boule blanche a été piochée lors des i — 1
premiers tirages dans I'urne. A I'issue de ces tirages, I'urne est alors constituée de (n—4)—(i—¥) =
n — ¢ boules blanches et de la boule noire (I'urne contient donc n — i + 1 boules en tout).

Dans ce cas, I’événement B; est réalisé si et seulement si le ¢ tirage améne une boule blanche.

Autrement dit, si 'on obtient 'une des n — ¢ boules non encore piochées. Chaque boule étant
piochée de maniére équiprobable :

n—1

Ppin.nB_,(Bi) = n—i+1

n—1

Vi € [[27n - 1]]; PBm...mB,-_1<Bz‘) = m =

14
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b) Utiliser la formule des probabilités composées pour trouver P({X = k} ), pour tout k de X (Q).

Démonstration.
Soit k € [1,n]. Deux cas se présentent.

e« Sik=1,alors: {X =1} = Ny.

On rappelle que 'urne contient n boules dont 1 noire.

1
Chaque boule étant piochée de maniére équiprobable : ]P( {X = k‘}) = —.
n

« Sik € [2,n], alors 'événement {X = k} est réalisé si et seulement si on a pioché successivement

(k — 1) boules blanches puis une noire. Ainsi :
{X =k} = BiNn...NBx_1 NNy
On en déduit par la formule des probabilités composées :
P({X =k})
= P(BiN...NBy_1NN)

= ]P’(Bl) X ]P)Bl(BQ) X PB1OB2(B3) X - X PBIQ.A.mBkiz(kal) X ]P)BlﬂmﬂBk,l(Nk)

n—1 n—2 n—3 n—(k—1) 1
= X X X e X X S
n n—1 n—2 n—(k—-1)+1 n—k+1

Précisons cette derniére égalité :

X P(Bl)zp(ﬁl)zl_%:n_l'

n

x Pp..nB,_ (Ng) = car chaque boule a méme probabilité d’étre tirée.

1
n—k+1
Plus précisément, si 'événement By N --- N By_1 est réalisé, c’est que les kK — 1 permiers
tirages ont donné une boule blanche.

Dans ce cas, ’événement Ny, est réalisé si et seulement si lors du £°™° tirage la boule noire
est tirée dans I'urne contenant n — k + 1 boules.

Finalement, en procédant a des simplifications successives, on obtient :

P((X=F}) = -

1
Ainsi, pour tout k € [1,n], P({X =k}) = —. O
n
¢) Reconnaitre la loi de X et donner son espérance et sa variance.
Démonstration.
o D’aprés ce qui précéde :
x X(Q) =[1,n].
1
x Vke X(Q),P({X =k}) = —.
n
Ainsi : X ~U([1,n]).
e On en déduit que X admet une espérance et une variance.
1 -1 1
De plus : B(X) = "1 o y(x)= Bz Dot D)
2 12 0

15
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IV. Séance 2 : formule des probabilités totales

Commentaire \

Il est a noter que la Formule des Probabilités Totales (FPT) rentre dans le schéma décrit dans la
partie II. En effet, si la famille (4;);cs est un systéme complet d’événements, alors tout événement
B s’écrit comme une réunion d’événements 2 & 2 incompatibles.

B = (EJIAZ)QB = %JI (AZQB)

\. J

Exercice 4

1. On dispose de trois piéces : une piéce numérotée 0, pour laquelle la probabilité d’obtenir Pile vaut
1
3 et celle d’obtenir Face vaut également —, une piéce numérotée 1, donnant Face & coup sir et une
troisiéme piéce numérotée 2, donnant Pile & coup sir.
On choisit I'une de ces piéces au hasard et on la lance indéfiniment.
Pour tout i de {0,1,2}, on note A; I’événement : « on choisit la piéce numérotée i ».
Pour tout entier naturel £ non nul, on note P I’événement : « on obtient Pile au lancer numéro k »
et on pose Iy = P.
On considére la variable aléatoire X, égale au rang d’apparition du premier Pile. On convient de

donner & X la valeur O si I’on n’obtient jamais Pile.
Déterminer P({X = 1}).

Démonstration.
« Remarquons tout d’abord : {X =1} = P;.
« La famille (Ag, A1, A2) forme un systéme complet d’événements.

Ainsi, par la formule des probabilités totales :

P({X=1}) = B(P)

= P(AgNP)+ PA-APT) + P(A2 N Pr)

(car A1 N Py = & puisque
la piéce 1 ne donne que Face)

(car pour tout i € [0,2],

= P(Ag) Pa,(P1) +P(As) Py, (P1) P(A) =1 #£0)

1
x1 = = (par définition des piéces 0 et 2)

Wl =
N | —
W =
)

1
P({X=1}) = 3
:

Cette question est une illustration du cadre classique de la formule des probabilités totales :
I’expérience aléatoire débute par un choix et ce choix influence le reste de I’expérience aléatoire.
On considére ici I’événement Pj, réalisé si Pile est obtenu dés le premier lancer. Il est important
de comprendre que la probabilité de cet événement dépend du choix initial de la piéce utilisée
pour faire les lancers. L’idée derriére la formule des probabilités totales est de déterminer la
probabilité de ’événement P; pour tous les choix possibles de piéce.
Ce qui se formalise comme suit :
x les choix de la piéce sont représentés par la famille d’événements (Ag, A1, Ag).
Cette famille est un systéme complet d’événements car deux piéces ne peuvent étre choisies a
la fois (sii # j, AiNA; = @) et car 'une des piéces est forcément choisie (AgUA;UAs = Q).

x on détermine, pour tout i € [0, 2], ]P’(Ai N Pl). O

\ J
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2. Soient X et Y deux variables aléatoires de méme loi & valeurs dans {0,1,...,n}.
On suppose en outre X et Y indépendantes.
n

Démontrer : P{X =Y}) = > (P({X = k}))

2

Démonstration.

o Tout d’abord : P{X =Y}) = P{X —-Y =0})

Commentaire

Remarquons qu’on se rameéne ici & un cas particulier de loi d’une somme X — Y. Il faut
donc se préparer a utiliser les méthodes usuelles pour la détermination de ce type de
loi : la formule des probabilités totales.

o La famille ( {X = k} )pepo,n) forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

PUX —Y =0)) = ép({x—k}m{x—y—op
= S B(X =K} 0 {Y =)
= TRUxX=m xRy =k pE
- X (U =) e )
Finalement : P({X = Y}) = k:io (P{X = k}))°. O

3. Soient X et Y deux variables aléatoires & valeurs entiéres indépendantes.

Démontrer : P({X <Y}) = 3::2 PH{X =n})PH{Y > n}).

Démonstration.
La famille ({X = n}),en est un systéme complet d’événements.
D’aprés la formule des probabilités totales :

PX <Y}) = §P<{X —n}n{X <Y}

- §P<{X=n}m{n<1f}>

(car les v.a.r. X etV
sont indépendantes)

_ 2 P({X = n}) P({n < Y})

Les v.a.r. X et Y sont indépendantes, car les lancers du joueur A et ceux du joueur B sont indé-
pendants.

On a bien : P{X <Y}) = :ZOZ P{X =n}) P{Y > n}).

17
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Exercice 5

Une entreprise de construction produit des objets sur deux chaines de montage A et B qui fonctionnent
indépendamment 'une de l'autre.

Pour une chaine donnée, les fabrications des piéces sont indépendantes.

On suppose que A produit 60% des objets et B produit 40% des objets. De plus :

x la probabilité qu’un objet construit par la chaine A soit défectueux est 0, 1.
x la probabilité pour qu’'un objet construit par la chaine B soit défectueux est 0, 2.
On considére ’'événement E : « 'objet provient de la chaine A ».

1. On choisit au hasard un objet & la sortie de ’entreprise. On constate que cet objet est défectueux.
Quelle est la probabilité que cet objet provienne de la chaine A7

Démonstration.

« Définition des événements

Notons D I’événement : « 'objet est défectueux ».
Ainsi D est I’événement : « I'objet a été correctement monté ».

o Récupération des données de 1’énoncé
D’apreés I’énoncé :

x P(E)=0,6 et donc P(E)=0,4,
x Pg(D)=0,1 et donc Pg (D) =0,9,
x P5(D) =0,2 et donc Pz (D) =0,8.
o Déterminons la probabilité que 'objet soit défectueux.

La famille (E, E) est un systéme complet d’événements.
Ainsi, par la formule des probabilités totales, on a :

P(D) = P(END) + P(END)

= P(E)xPg(D) + P(E)xPx(D) %(%E;

2

= 0,6 x0,1 + 0,4 x0,2
6 1 4 2 14

— X — + — X — JR—
10 10 10 10 100

« L’objet de la question est de déterminer Pp(FE) (bien défini car P(D) # 0).
D’apres la formule de Bayes :

po(i) = CEVEED) _ o _ 6 10 63
b P(D) Y 100 14 14 7

3
La probabilité qu’'un objet provienne de la chaine A sachant qu’il est défectueux est -
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2. On suppose maintenant que le nombre d’objets produits en une heure par A est une variable aléatoire
Y qui suit une loi de Poisson de parameétre A = 20.
On considére alors la variable aléatoire X représentant le nombre d’objets défectueux produits par
la chaine A en une heure.

a)

b)

Rappeler la loi de Y ainsi que la valeur de I'espérance et de la variance de Y.

Démonstration.

e On dit qu’une v.a.r. Y suit la loi de Poisson de paramétre A > 0 si :
a) Y(Q =N

A

b) VEe N, PH{Y =k})=e i
e SiY ~P(A) alors :
x Y admet une espérance et E(Y) = A.

x Y admet une variance et V(Y') = A. H

Soient k et n deux entiers naturels, déterminer la probabilité conditionnelle Pgy—py ({X = k}).
(on distinguera les cas k < n et k >n)

Démonstration.
Soit (k,n) € N2, Deux cas se présentent.

En effet, si I’événement {Y = n} est réalisé, c’est que la chaine A produit n objets en une
heure.

Dans ce cas, 'événement {X = k} est réalisé si et seulement si la chaine produit k objets
défectueux en une heure. Comme le nombre d’objets défectueux ne peut étre strictement
supérieur au nombre d’objets produits, la probabilité recherchée est nulle.

Si k> n alors Pry_,,({X = k}) = 0.

— A chaque production d’objets par la chaine A, deux issues sont possibles.
Soit I'objet est défectueux ce qui se réalise avec probabilité p = 0,1 (on nomme cette issue
le succes de lexpérience aléatoire) soit 'objet est produit correctement ce qui se réalise
avec probabilité 1 — p (cette issue est nommeée échec).
La production d’une piéce par la chaine A est donc une illustration d’une épreuve de Ber-
noulli de paramétre p = 0,1 dont le succés est la défectuosité de 'objet.

— Sil’événement {Y = n} est réalisé, c’est que la chaine A a produit n objets en une heure.
Dans ce cas, la production successive de ces n objets correspond & une succession de n
épreuves de Bernoulli indépendantes et de méme paramétre du succeés p.

On est donc ramené a 1’étude d’une loi binomiale de paramétre (n, p).
Lindépendance provient du fait que la défectuosité d’une piéce n’a pas d’influence sur la
défectuosité des autres pieces.

k

On en déduit que si k < n alors Py _,y({X = k}) = (n) pF (1 —p)nk,
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¢) En déduire, en utilisant le systéme complet d’événements ({Y =i})

Poisson de paramétre

Démonstration.
Soit k € N.

2.

1eN?

que X suit une loi de

La famille ({Y = i}),cy constitue le systéme complet d’événements associé a la v.a.r. Y.
Ainsi, par la formule des probabilités totales, on a :

P({X = k})
— S PQY =)0 (X =k))
= 5 PUY =) X Bry— (1X = k)
= S BUY — PP (X = k) + 5 B((Y = 0} x Pryony (X = 1}
Erae
“+o00 n+k. W )\n+k
=R >pk(1_p) NCENA]
+00M[ A )\n—O—k

—_ 1 — p)™ -
= k!'n! prid=p)te (nAH)T

—p)" A" (PP X (L=p) M)

k “+o00
— pief)\)\k Z (1

k!

_ (p)\)k oA o(l-PX

S TP

n=0 n!

() .
pTQ%BXe)‘

1
On remarque enfin que : pA = 10 20 = 2.

2k:

On en déduit que : Vk € N, P{X =k}) = o e 2.

Ce qui démontre que : Y ~ P (2).

(car B{Y = n}) #0)

(car si k > n alors

(d’apres la
question précédente)

(par changement

d’indice)

(en reconnaissant la
somme d’une série
géométrique)

Commentaire

un effet neutre.

Il faut noter que cette démonstration est valable lorsque £ = 0. Dans ce cas, la somme
pour n variant de 0 & +o00 se découpe en une somme sur un ensemble vide d’indice
(n € [0,—1]) et une somme pour n variant de 0 & +oo. Autrement dit, le découpage a
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V. Séance 3 : variables discrétes

1)

2)

3)

Commentaire

Dans un énoncé de probabilités discrétes, on manipule différents niveaux d’objets.

Au premier niveau, on trouve l'expérience aléatoire considérée.

On note 2 I'univers des possibles : c’est I’ensemble des résultats possibles (appelés aussi issues)
de lexpérience. Si on considére I'expérience consistant a effectuer trois lancers successifs d’une
méme piéce, alors : Q = {P,F}3.

Autrement dit, Q est 'ensemble des triplets a coefficitents dans ’ensemble { P, F'}.

Ces triplets pouront étre nommés des 3-lancers (on s’adapte ainsi au vocabulaire des probabilités).
Par exemple, w = (F, F, P) est un 3-lancer qui est un résultat possible de I’expérience. Ce résultat

est obtenu si le 1°" lancer fournit Face, le 2°™¢ fournit Face, le 3™ fournit Pile.

Au deuxiéme niveau, on trouve les événements : un événement A n’est rien d’autre qu’'un en-
semble qui regroupe certaines issues de l'expérience. Ainsi : A C Q (un événement est un
sous-ensemble de 'univers). Par exemple, I’événement P; : « obtenir Pile au premier lancer »

regroupe tous les 3-lancers dont le premier coefficient vaut P.
p = {(PFF), (PF,P), (PP F), (P,P,P)}

Par exemple, w = (P, F, F) € P;. Lorsque w € P;, on dit que w réalise I’événement P;.

Au troisiéme niveau, on trouve les v.a.r. . Ce sont des applications particuliéres :

— elles prennent comme argument un résultat possible de D’expérience et renvoient une
valeur réelle. Consisdérons la v.a.r. X qui donne le nombre de Pile obtenus au cours de
I'expérience. Avec le 3-lancer w précédent, on obtient : X (w) = X((P, F, F)> =1.

Cela démontre que la v.a.r. X peut prendre la valeur 1 (on a exhibé un 3-lancer w tel que
X(w) =1).
— elles sont des machines & créer des événements. Par exemple, {X = 2} est un événement.
Il regroupe tous les 3-lancers w tels que : X (w) = 2.
Autrement dit : {X =2} ={we Q| X(w)=2}={ (P,P,F), (P,F,P), (F,F,P) }.
Ce deuxiéme point nous replonge au deuxiéme niveau. Ainsi, pour comprendre le chapitre sur les
v.a.r. , il est donc essentiel de maitriser celui sur les probabilités générales.

Exercice 6

1. Une puce se déplace en faisant des sauts aléatoires sur un axe gradué. Initialement a l'origine, la
puce se déplace a chacun de ses sauts d’une unité vers la droite avec probabilité p € ]0,1[, ou d’une
unité vers la gauche avec probabilité 1 — p. On note Y, le nombre de fois ou elle s’est déplacée vers
la droite entre le premier et le n®™® saut (compris).

Quelle est la loi de Y,, ?

Démonstration.

L’expérience consiste en la succession de n épreuves de Bernoulli indépendantes et de méme
parameétre de succés p (probabilité que la puce se déplace d’une unité vers la droite).

La v.a.r. Y, prend pour valeur le nombre de succes de cette expérience.

On en déduit : X ~ B (n,p). 0
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2. Une urne contient des boules blanches en proportion b et vertes en proportion v. Donc 0 < b < 1,
0<wv<letb+wv=1 On effectue des tirages successifs avec remise dans cette urne. On note X
le numéro du tirage ou la premiére boule verte apparait.

Quelle est la loi de X 7

Démonstration.

o L’expérience consiste en la succession d’une infinité d’épreuves de Bernoulli indépendantes et de
méme paramétre de succés v (probabilité de I'obtention d’une boule verte).

o La v.a.r. X prend pour valeur le rang d’obtention du premier succés de cette expérience.

On en déduit : X ~ G (v). 0

3. Un péage comporte 10 guichets numérotés de 1 & 10. On suppose que les conducteurs arrivant au
péage choisissent leur file au hasard et indépendamment des autres. On note Z le numéro du guichet
choisi par le 1¢¥ conducteur arrivant au péage.

Quelle est la loi de Z 7

Démonstration.

o L’expérience consiste en un choix effectué de maniére équiprobable parmi 10 issues numérotées
de 1 a 10.

o La v.a.r. Z correspond au numéro obtenu lors de cette expérience.

On en déduit : Z ~ U([1,10]). 0

Commentaire .

Lorsqu’une v.a.r. suit une loi usuelle, il est impératif de respecter la rédaction suivante :
1) description de I'expérience,

2) description de la v.a.r. aléatoire.
On s’attachera toujours & bien détailler ces deux points.
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Exercice 7

Soit p € |0, 1[. On note ¢ = 1 — p. On considére une variable aléatoire X a valeurs dans N*.

1. Dans cette question (et dans cette question seulement), on suppose que la v.a.r. X suit une loi
géométrique de paramétre p.

Montrer : Vk € N, P({X > k}) = ¢~.

Démonstration.
Soit k£ € N.

o On remarque tout d’

« Par ailleurs, comme X (Q) = N* :

On en déduit :

abord :

P({X > k}) = 1—[P({X>k}> = 1-P{X <k}

(x<w - U fx-1
Px <1 = P(U 1x=3)
=1
& . (par incompatibilité de
= R =a) (X=1},.., (X=i})
k k-1
= Ypdt=pX ¢
=1 =0
1-— qk
= pl—q (carq#1)
= 11— qk
Enfin : P{X > k}) = 1-PH{X <k}) = 1-(1—-¢") = ¢~ 0

2. On suppose maintenant que X est une v.a.r. quelconque qui vérifie : Yk € N, P({X > k}) = ¢".

a) Démontrer, pour tout k € N :

Démonstration.
Soit £ € N.

{X>k—-1}

Les événements {X =

P({X = k}) = P({X >k~ 1}) — P({X > k})

{X >k} (car X est a valeurs entiéres)
{X =k} U{X >k}
k} et {X > k} sont incompatibles. On en déduit :

P({X >k —1}) = P({X = k}) + P({X > k})

Ainsi : P({X = k}) = P{X >k —1}) — P({X > k}).
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b) Démontrer que la variable aléatoire X suit alors la loi G (p).

Démonstration.
« Tout d’abord, d’aprés I’énoncé : X (Q2) C N*.
° SOlt ]’C S N*

P{X =k}) = P{X>k—-1})—-P{X > k}) (d’aprés la question précédente)

= ¢l —gF (par hypothese de la question 1.b))

= ¢ '1-9q = ¢

On en déduit que la v.a.r. X suit la loi G (p).

3. Conclure.

Démonstration.
o D’aprés la question 1.a) : X ~G(p) = VkeN, P{X >k})= qk,
o D’aprés la question 1.b) : VEeN, PUX >k})=¢* = X ~G(p).

o Ainsi, si X est une variable & valeurs dans N* :

X~G((p) & VkeN, P{X >k} ="

On obtient ainsi une nouvelle caractérisation de la loi géométrique, & savoir :

X~G(p) & (XO@CN et VkeN, P{X >k} =(1-pF )
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VI. Séance 5 : Loi du minimum, loi du maximum
Exercice 8
On considére un espace probabilisé (2, o7, P).

e On dit que les v.a.r. X, ..., X, sont (mutuellement) indépendantes si, pour tous intervalles réels
Il, Ceey In :

P ((Z)l (X; e Ii}> - Zﬁ[lﬂ»({xi e I.})

o Par exemple, sit € R et que Xy, ..., X, sont indépendantes, on a :

P(A xi<n) = Hrx <o

1

Ce résultat est obtenu en appliquant la définition a I = ... = I, = | — oo, 1]

Soient X7, ..., X, n variables aléatoires indépendantes de loi géométrique de paramétre p € 10, 1[.
On définit les variable aléatoires U,, = min(Xy,..., X,) et V,, = max(X1,..., X,).

1. Démontrer que, pour tout t € R :

{Un>t}:fﬁ (X;>t) et {vngt}:ﬁ (X <1}

Démonstration.

Soit ¢ € R.

« Montrons que {U,, >t} = (n] {X; >t}

Soit w € Q. =
we{l, >t} & we {min(Xy,...,X,) >t}

< min(X;(w),..., Xp(w)) >t
< Xj(w)>t ET --- ET X,(w) >t
& we{X; >t} ET -+ ET we{X, >t}
=

w € (n] {X; >t}
=1

(2

On en déduit que : {U,, >t} = [ {X; >t}
i=1

« Montrons que {V,, < t} = ﬁ {X; <t}
Soit w € Q. =
welV, <t} & we{max(Xy,...,X,) <t}
< max(Xg(w),..., Xp(w)) <t
< Xj(w)<t ET --- ET X,(w)<t
< we{X; <t} ET .- ET we{X, <t}
=

we N {X; <t}
i=1

(2

On en déduit que : {V,, <t} = [ {X; <t}
=1
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2. a) Pour tout k € N, déterminer P({U, > k}).

Démonstration.

Soit k € N.

n

P{U, >k}) = P (ﬂ (X; > k:}>

(d’apres la question
précédente)

(car X1, ..., X, sont

- igl P({Xi > k}) mutuellement indépendantes)
B n (car Xy, ..., Xn
n (P( (X1 >k} )> ont méme loi)
Or :
P{X)>4}) = 1-P({X) <k})

(car {X; =1}, ..., {X1 =k}

= sont incompatibles)
k .
= 1-Y p(—py (car X1~ G (p))
j=1
k=1 ,
= 1-p> (1-p) (par décalage d’indice)
j=0
(1 _k
— 1oy (1-p)
1—=p
= ¥-(-(1-p")
= (1-p*
On en déduit : Vk € N, P({U, > k}) = ((1 —p)k)n = (1 —p)"*. -
b) Démontrer, pour tout k € N :
P({Un=k}) = P({Tn>k—1}) —P({Tn > k})
Démonstration.
Soit k € N.
{U,>k—-1} = {U, >k} (car Uy, est a valeurs entiéres)
= {U,=k}U{U, >k}
Les événements {U,, = k} et {U,, > k} sont incompatibles. On en déduit :
P{U, >k —1}) =P{U, = k}) + P{U, > k})
Ainsi : Yk € N, P({Uy, = k}) = P({Uy, > k — 1}) — P({U,, > k}). -
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¢) En déduire la loi de U,.

Démonstration.

o Les viar. Xy, ..., X, suivent la loi G (p).
On en déduit : X1(Q2) = -+ = X,,(2) = N*.
Ainsi min(X7y,..., X,)(Q) C N*.

U,(Q) C N*

» Soit k € N*.

(d’apres la question
P({Un=k}) = P({Un>k—-1})—P({U, > k}) précédente)
= (1—p)b=b _(1—p)nk (d’aprés la question 2.a))
= 1=-p*Va-01-p")

= (1-p ' 1-(1-p)

On en conclut que la v.a.r. Uy suit la loi G (1 — (1 —p)").

3. Avec un raisonnement similaire, déterminer la loi de V,.

Démonstration.

o Les viaar. Xy, ..., X, suivent la loi G (p).
On en déduit : X1(Q) =--- = X,,(2) = N*,
Ainsi max(Xy,...,X,)(Q) C N*.

Vo (Q) C N*

« Soit k € N. Commengons par déterminer P({V,, < k}).

P{V. < k})

P <ﬂ {X; < k:}) (d’apres la question 1.)
i=1

(car X1, ..., X,, sont
mutuellement indépendantes)

(car X1, ..., X,

P({X1 <k} )) ont méme loi)

Il
S

1 \E\P (d’apres le calcul
B (1 (1 p)) effectué en 2.a))

On en déduit : Vk € N, P({V,, <k}) = (1—(1—-p)*)".

« Soit k € N.
Vi <k} = {V, <k}u{V, =k}
= {Vo,<k-1}U{V, =k} (car Vi, est a valeurs entiéres)
Les événements {V,, = k} et {V,, < k — 1} sont incompatibles. On en déduit :

P({Vn < k}) = P({Vn <k-— 1}) +P({Vn = k})

Ainsi : Vk € N, P({V,, = k}) = P({V,, < k}) — P({V,, <k — 1}).
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o Soit k € N*.
P({(Va=k}) = B({Va<h})-B({Va<h-1})
1

4. Quelle est 'espérance de Us ?

Démonstration.

D’aprés la question 2.¢) : Uy ~ G (1 - (1 —p)Q). On en déduit que Uz admet une espérance. De
plus :

1 1 1 1
EU — = — —
(C2) 1—(1-p)? 1—-(1-2p+p? 2p+p*  p(2+p)

1
Ainsi : E = —
insi : E(Us) 517 U

5. Exprimer Us + V5 en fonction de X7 et Xo.
En déduire ’espérance de V5.

Démonstration.

e On remarque : X; + Xo = min(X1, X2) + max(X1, X»).

On en déduit que : Us + Vo = X7 + Xo.

e Ainsi: Vo = X7 + X9 — Us.
La v.a.r. V5 admet une espérance comme combinaison linéaire des variables aléatoires X1, X5 et
Us qui admettent toutes une espérance.
On a alors :

E(Vz) = E(X;+ X —Us)

= E(X;)+E(X2) — E(Us) (par linéarité de l’espérance)
1
= EX))+EXy) — — d’apres la question 4.
S (car Xy ~ G (p) et Xz~ G (1))
= —4+-—— car X1 ~G(p) e ~G(p
p p» p2+p) ' ’
N
p p2+p)
22+ p -1
p(2+p)
- 3+2p
Ainsi : E(Vp) = ————.
%)= eTp 5
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