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Couples de v.a.r. discrétes : exercices classiques

Connaitre la formule des probabilités totales

Exercice 1 (yy)
On considére ici un espace probabilisé (€2, o7, P).
Soit I C N un ensemble d’indices.
Soit (A;);er un systéme complet d’événements (en particulier : Vi € I, A; € o).
Soit B € 7.

1. a) Rappeler ce que signifie que (A;);cs est un systéme complet d’événements.

b) En déduire la valeur de ) P(A4;).
icl
2. A l'aide du systéme complet d’événements (A;);c;, écrire P(B) sous forme d’une somme.
3. On considére maintenant une v.a.r. X discréte.
a) Rappeler ce qu’est le systéme complet d’événements associé a la v.a.r. X dans le cas ot :
x X(Q)={z1,...,2,} ou n est un entier positif non nul.
x X () =[0,r] ou r est un entier positif non nul.
x X () = N*.
Dans chacun de ces cas, écrire P(B) a l'aide du systéme complet d’événements décrit.

b) On considére maintenant une v.a.r. Y & valeurs entiéres.
Ecrire P([Y = 1]) sous forme d'une somme a l'aide des systémes complets d’événements décrits
dans la question 2.a).
De maniére générale, écrire pour tout k£ € N, la quantité IP’( Y = K] ) sous forme d’une somme a
I’aide des systémes complets d’événements décrits dans la question 2.a).
(c’est ainsi que 'on détermine la loi de'Y si l'on connait la loi du couple (X,Y))

4. Reprendre la question 8. en remplagant les roles de X et de Y.
(il s’agit de vérifier que 'on sait déterminer la loi de X si l’on connait la loi du couple (X,Y))

A RETENIR

« Sil’on connait la loi du couple (X,Y), la loi de X est déterminée a ’aide de la FPT appliquée sur
le systéme complet d’événements ([Y = y] )er(Q) (c’est le SCE associé 4 Y).

« Sil’on connait la loi du couple (X,Y), la loi de X est déterminé a l’aide de la FPT appliquée sur le
systéme complet d’événements ([X = ] )mEX(Q) (c’est le SCE associé a X).

o Le systéme complet d’événements ([X = x| N [Y = y]) , c x( n’est JAMAIS utilis¢ dans la formule des
yevY(®)
probabilités totales. La seule utilisation que ’on peut faire de ce SCE est qu’il permet de conclure :

Y RX=anY=y) = ¥ (T PX=an[y=y))

re X(Q) T€X(Q) yeX(Q)
yeY(Q)
- ¥ (X PX=aln=y)) =1
yeX () ‘zeX(0)
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Utilisation du SCE associé a un couple de v.a.r. discrétes

Exercice 2 (%)

Soit n € N*. Soit (2,.e/,P) un espace probabilisé. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles
définies sur (2, &7, P) telles que : X(Q) =[1,n+ 1] et Y(Q) = [1,n + 1].

On suppose qu’il existe un réel A tel que :

V(i,j)E[[1,n+1]]2vP([X:j]m[Y:i]):A< n >< n )

Calculer la valeur de \.

Savoir déterminer une loi marginale & 1’aide d’une loi de couple

Exercice 3 (%)
Soit ¢ un réel strictement positif et soit X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N définies sur
un espace probabilisé (2, &7, P), telles que :

1+

V(i) €N B(IX =dn Y =) =e 55

2. a) Montrer que pour tout ¢ € N, on a : IP’( [X = z]) =c

En déduire la valeur de c.
b) Montrer que X admet une espérance et une variance et les calculer.

c¢) Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?
3. a) Déterminer la loi de X +Y — 1.

b) En déduire la variance de X + Y.

¢) Calculer la covariance de X et de X + 5Y.
Les variables aléatoires X et X 4 5Y sont-elles indépendantes ?
1

X+1
a) Montrer que Z admet une espérance et la calculer.

4. On pose : Z =

b) Déterminer pour ¢ € N, la loi conditionnelle de Y sachant [X = 1i].

Exercice 4 (%)

Soit n € N*. Soit (2,.o/,P) un espace probabilisé. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles
définies sur (€2, .o, P) telles que :

x X(Q)=[l,n+1] et Y(Q) =[1,n+1].

1
x la loi du couple est fourniepar:V(i,j)6[[1,n+1]]2,P([X:j]ﬂ[Y:i]):< " >< " )

~

. Déterminer les lois marginales de X et de Y.

I\S)

. Montrer que les variables X et Y sont indépendantes.

Co

. Soit Z = X — 1. Reconnaitre dans la loi de Z une loi usuelle.
En déduire ’espérance et la variance de X.
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Savoir déterminer la loi du couple (X,Y) en fonction des lois condi-
tionnelles

Exercice 5 (%)

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur un espace probabilis¢ (2, &7, P).
Soit p un réel de |0, 1[. On pose : ¢ =1 — p.

On suppose que :

x X suit une loi de Poisson de paramétre A > 0;
X Y(Q) = N;

x pour tout n € N, la loi conditionnelle de Y sachant [X = n] est une loi binomiale de paramétres n
et p. Cela signifie que pour tout ¥ € N on a : P[X:n]([Y = k]) = ]P’( [V = k]) ou V est une v.a.r.
telle que : V < B (n,p).

(il est vivement conseillé de traduire correctement cette information, c’est-a-dire en prenant garde
auz valeurs de k et n)

1. Déterminer la loi du couple (X,Y).
Montrer que Y suit une loi de Poisson de paramétre Ap.

Déterminer laloide X — Y.

™ W

a) Etablir I'indépendance des variables aléatoires Y et X — Y.

b) Calculer le coeflicient de corrélation linéaire de X et Y.

Savoir déterminer la loi d’un couple (X,Y)

Exercice 6 (%)

On lance une piéce donnant pile avec probabilité p € |0, 1] et face avec probabilité ¢ = 1 — p. On note
X le rang d’apparition du premier pile et Y le rang d’apparition du deuxiéme pile.

Les lancers sont considérés indépendants.

1. Déterminer la loi de X.

2. Déterminer la loi du couple (X,Y).
3. En déduire la loi de Y.
4

oo [tee . .
. Que vaut 2:32 (231 P(X =i N[ :]])> ?

Retrouver ce résultat par calcul.

Exercice 7 (%)
On considére un dé équilibré a 3 faces numérotées 1, 2 et 3. On effectue n lancers de ce dé (ot n € N*¥).
On introduit les v.a.r. X et Y suivantes :

x X prend pour valeur le nombre de faces 1 obtenues au cours de I'expérience,
x Y prend pour valeur le nombre de faces 2 obtenues au cours de I'expérience.
1. Déterminer la loi du couple (X,Y).

2. Déterminer la loi de X a l'aide de la question précédente.
Quelle loi usuelle reconnait-on 7 Commenter.

3. On considére maintenant que le dé ameéne :
x la face 1 avec probabilité p € |0,1],
x la face 2 avec probabilité ¢ € 0, 1],
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x la face 3 avec probabilité r € ]0, 1].
En particulier,ona:p+qg+7r=1.

Déterminer la loi du couple (X,Y’) dans ce cas.
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A RETENIR

« La loi du couple (X,Y) n’est JAMAIS obtenue a I’aide de la formule des probabilités totales.

« Pour obtenir la loi du couple (X,Y’) on opére TOUJOURS comme suit.

a) Détermination de X () et de Y (Q).
On pourra se contenter dans cet ensemble de déterminer un sur-ensemble de ces deux ensembles
image (X(Q2) C I et Y(Q) C J).

b) On rédige alors comme suit.
Soit (z,y) € X(Q) x Y(2) (ou plutét (z,y) € I x J).

L’événément [X = z] N [Y = y] est réalisé
< L’événément [X = x] est réalise et 1'événement [Y = y] est réalisé

= et

Cette rédaction ne permet pas de conclure quant a la loi du couple (X,Y).
Elle sert simplement a s’assurer de la bonne compréhension de I’expérience aléatoire décrite dans
I’énoncé.

¢) Il y alors deux grandes maniéres de procéder.

(%)

On utilise en priorité cette méthode. Pour ce faire, on pensera a introduire des événements
basiques liés a I'expérience :

» pour tout k € N*, P, : « on obtient Pile lors du £°™¢ lancer »

» pour tout k € N*, By, : « on obtient une boule blanche lors du k°™¢ tirage »

> ...

Il est & noter que 'événement [X = z] N [Y = y| peut aussi étre décomposé a 'aide d’évé-
nements dépendant d’autres v.a.r.

Méthode par dénombrement

Cette méthode peut étre utilisée lorsque :

» l'expérience consiste a effectuer un nombre fini n d’épreuves.
(en réalité, on peut aussi étendre cette méthode aux expériences qui procédent & un nombre
infinie d’épreuves pour peu que la réalisation de l’événement [X = x]N[Y = y] ne dépende
que d’un nombre fini (notons-le n) d’épreuves de l'expérience, les résultats des épreuves
ultérieures étant libres.)

» il y a équiprobabilité de toutes les issues de I'expérience (tous les n-tirages ou n-lancers
ont méme probabilité d’apparaitre).

On rédige alors comme suit.

L’événément [ X = z] N [Y = y] est réalisé par tous les n-tirages (ou n-lancers suivant 1’ex-

périence) qui contiennent . ..

Un tel n-lancer est entiérement déterminé par :

- le(s) numéro(s) apparaissant en position ... : ... possibilités.

- le(s) numéro(s) apparaissant en position ... : ... possibilités.

Le contexte oriente naturellement vers I'une ou 'autre de ces deux méthodes.
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o Il est enfin & noter que la loi d’un couple (X,Y") peut aussi étre obtenue a laide :

x de la loi de X et des lois conditionnelles de Y sachant I’événement [X = x| pour tout = € X ().

11 suffit alors simplement d’écrire que pour tout (z,y) € X(Q) x Y(Q) :

= P([X =2]) xPix—y([Y =9]) | ()

x de la loi de Y et des lois conditionnelles de X sachant I’événement [Y = y] pour tout y € Y (Q).

11 suffit alors simplement d’écrire que pour tout (z,y) € X(Q) x Y (Q) :

P([Y =y]) x Py—y ([X =2])

()

Il y a peu de chance que cette méthode permette de déterminer la loi du couple (X,Y") si I'énoncé
n’est pas écrit dans un contexte de probabilités conditionnelles. Les égalités (x) et (%) ont un intérét
limité : déterminer une loi conditionnelle est aussi difficile que déterminer une loi de couple. Ecrire ()
ou (%) n’a donc d’intérét que si ’énoncé améne naturellement a travailler sur les lois conditionnelles.

Bilan : liens entre les différentes lois

Il faut savoir :

x faire le lien entre la loi de couples et les lois conditionnelles.

x déterminer les lois marginales si on connait la loi du couple,

x déterminer les lois marginales si on connait les lois conditionnelles.

Les liens en ces différentes notions sont rappelés dans le schéma suivant.

FPTy

<~—— Loide Y

Loi de X sachant
¥ = y] pour
tout y € Y()

Y

def

FPT

Y

FPT

<~— Loi de X

Loi du
couple (X,Y)

Y

def

Loi de Y sachant
[X = ] pour
tout x € X(Q)

On retiendra que la formule des pro-
babilités totales est la clé pour déter-
miner les lois marginales.

Si la détermination de la loi du couple
/ les lois conditionnelles constitue gé-
néralement la plus grande difficulté
d’un exercice sur les couples, la déter-
mination des lois marginales se résume
simplement & une application de la
formule des probabilités totales. Des
difficultés calculatoires peuvent appa-
raitre mais il n’y a aucune difficulté
méthodologique.




