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Réduction : cas d’un endomorphisme possédant deux
valeurs propres distinctes

Cas ou la matrice est diagonalisable

Exercice 1
Soit E = R3? et soit f € Z(E) 'endomorphisme de E dont la matrice représentative dans la base

canonique % = (e, ez, €3) est :
3 1 1
A=1(1 3 1
1 1 3

1. Démontrer sans calcul que I’endomorphisme f est diagonalisable.

Démonstration.

La matrice A est symétrique réelle. Elle est donc diagonalisable. O

2. a) Calculer (A —213) (A—513).

111\ /-2 1 1
(A-21I3) (A—-5I3) = |1 1 1 -2 1
1 1 11 -2

Démonstration.

— =

Il
~
o O O
o O O
o O O
~__

(A—21I3) (A—513)=O///3(R) 0

b) En déduire que A est inversible et exprimer A~! comme combinaison linéaire de I et A.

Démonstration.

o D’aprés la question précédente : (A —213) (A —513) = 0 4 mw)- Or:
(A-213) (A—5I3) = A2-5A-2A+1013

e On en déduit :
A2 —T7-A+1013 =0 4@

donc A?—-7-A=-101I3
donc Ax(A—-7-1I3)=-1013

1
donc A x (—10~(A—7‘13)> —13

1
On en déduit que la matrice A est inversible, d’'inverse 10 (A—T7-1I3).

1
10

A7l = (A—7-13)
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Commentaire \

o L’écriture

o On ne peut pas non plus diviser par une matrice. Rappelons que l'inverse d’une matrice

A—-T7-1
A AP pas de sens puisqu’il n’existe pas d’opérateur de division entre

1
les matrices et les réels. Par contre, ’écriture 0 (A —T7-I3) est bien autorisée car on

multiplie une matrice par un scalaire a 1’aide de l'opérateur de multiplication externe

VR X My (R) — M (R).

1
A, si elle existe, est notée A~! et pas 1 L’écriture B est elle aussi impropre car il n’y a

pas d’opérateur de division entre deux matrices. 0

3. a) Utiliser la question 2. pour déterminer les valeurs propres de f.

Démonstration.

« D’aprés la question 2., on a: (A—213) (A-513) = 0 4®)-
On en déduit que le polynome :

Q(X) = (X =2)(X - 9)

est un polynome annulateur de la matrice A. Ainsi :

\.

Commentaire

Sp(A) © { racines de @), polynéme } — (2,5}

annulateur de A4

Ainsi, la matrice A posséde deux valeurs propres possibles : 2 et 5.

« Une matrice A € #,(R), posséde TOUJOURS un polynéme annulateur non nul Q.
On peut méme démontrer (ce n’est pas au programme en ECE) qu’il existe toujours un
tel polynome de degré (au plus) n.

e Si @ est un polynéme annulateur de A alors, pour tout a € R, le polynéme « (@ est
toujours un polyndéme annulateur de f puisque :

(@@Q)(4) = aQ(4) = 0.4,m®)

Cela suffit & démontrer que f posséde une infinité de polynomes annulateurs.
On peut en obtenir d’autres. Par exemple R(X) = (X — 5)Q(X) est un polynoéme
annulateur de f puisque :

R(A) = (A=51,)0Q(A) = 04,(®)
Il faut donc parler D’UN polynéme annulateur d’une matrice.

e Les racines d'un polynéme annulateur ne sont pas forcément toutes valeurs propres de A.
Si c’était le cas, A aurait une infinité de valeurs propres (elle en posséde au plus n). Par
exemple, comme R(X) = (X —5) Q(X) est un polynéme annulateur, un tel raisonnement
permettrait de démontrer que 5 est aussi valeur propre de A.

o Il reste & démontrer que les réels 2 et 5 sont bien valeurs propres. Remarquons tout d’abord :

111
A—2I; = (1 11
111

La matrice A — 2 I3 n’est pas inversible car posséde deux colonnes égales (C] = Cy).

On en déduit que le réel 2 est valeur propre de A.
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-2 1 1
A-5I; = [1 -2 1
1 1 =2

La matrice A — 5 I3 n’est pas inversible car il existe une relation de dépendance linéaire non
triviale entre les colonnes de la matrice A — 513 (C1 = —Co — C3).

o Par ailleurs :

On en déduit que le réel 5 est valeur propre de A.

Commentaire \

On a trouvé une relation de dépendance linéaire non triviale entre les colonnes de la
matrice A—5 I3. Si on ne trouve pas directement cette relation, il est possible d’effectuer
un calcul de rang. Plus précisément :

-2 1 1
rg(A —513) = rg 1 -2 1

1 1 -2

Ly« 2Ly + Ly
L3:2L3+L1 72 1 1
= rg 0 -3 3
0 3 -3

La réduite obtenue (et donc la matrice initiale A — 5 I3) est non inversible car posséde
2 lignes opposées (Lo = —L3). On en déduit que le réel 5 est valeur propre de A.

\.

e On a démontré que les deux valeurs propres possibles de A sont bien valeurs propres. Ainsi :
Sp(4) = {2,5}

De plus, comme A = Matg(f), on a : Sp(f) = Sp(A4).
Finalement : Sp(f) = {2,5}.

O
b) Démontrer que f est un automorphisme de R3.
Exprimer f~! comme combinaison linéaire de idg et f.
Démonstration.
o On a démontré en question 1.b) :
I = Ax (- (A-7-L)
3 = 10 3
« En revenant a la définition de A, cette égalité se réécrit :
1
Matg(idgs) = Matg(f) x <—10 - (Matg(f) —7- Ma@(i@)))
1
= Matg(f) x Matyg <10 (f-7- idR3)> (par linéarité de Matg(-))
1
= Matg (f o <—10 (f-7- idR3)>> (par propriété de Matg(-))
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Finalement, par bijectivité de 'application Matg(-), on en déduit :

1
fo <— . (f -7 idRs)) = idps
On démontre de méme :

<—1 . (f— 7-idR3)> of = idps

On en déduit que 'endomorphisme f est bijectif et de réciproque :

f_l — —% . (f—7ldR3)

Commentaire \

L’énoncé ne donne pas directement accés a f mais & A, sa matrice représentative dans la base
A. La base # étant fixée, I'application Mat 4(.), appelée parfois isomorphisme de représenta-
tion, permet de traduire les propriétés énoncées dans le monde des espaces vectoriels en des

propriétés énoncées dans le monde matriciel.
Voici quelques correspondances dans le cas général :

E espace vectoriel de dimension n <— ., 1(R)
f: E — E endomorphisme <+— Maty(f) € #,(R)
f bijectif <+— Matg(f) inversible
Ou encore, dans le cas précis de Iexercice :
f «— A

fof +— AxA

fo( 110 (f-7- 1dR3)> — A><<—110'(A—7~13)>

Il est trés fréquent que les énoncés de concours requiérent de savoir traduire une propriété d’un
monde & 'autre. Il est donc indispensable d’étre & 'aise sur ce mécanisme. 0

\ J

4. a) Déterminer les sous-espaces propres associés aux valeurs propres de f.

Démonstration.

X
o Soit u € R3. 1l existe donc (,y, z) € R? tel que u = (7,9, z). Notons U = Matg(u) = (y)
z

u € Es(f) = (f — 2idgs) (u) = Ogs
(4

<~ —2[3 XU—O//[31()

11 1\ [z 0

“— 11 1)ly]=10

1 1 1/ \z 0
r + vy + 2z =0
= z + vy + z =0
r +y + 2z =0
Zifijg x + vy + z =0
“— 0 =0
0 =0
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On obtient alors :
Ey(f) = {(z,y,2) €R3 |z =—y—2}
= {(~y—2zy,2) | (v.2) €R*}
= {y-(-1,1,0)+z-(-1,0,1) | (y,2) € R?}
= Vect((-1,1,0),(—=1,0,1))

On en conclut : Ea(f) = Vect ((—1,1,0),(—1,0,1)).

Commentaire

I1 faut s’habituer & déterminer les ensembles Ey(A) par lecture de la matrice A — A I3.

Illustrons la méthode avec la matrice de 1’exercice et A = 2.
X

On cherche les vecteurs X = |y | de E2(A) c’est-a-dire les vecteurs tels que : AX =0 4, (r).-
z

1 11 T
111 y = x-Ci+y-Co+2-Cs
1 11 z 1 1 1
= z-|1]+y-[1]+2-[1
1 1 1

0

Si 'on choisit x # 0, pour obtenir le vecteur | 0] a 'aide de cette combinaison linéaire, on
0

peut :

x choisir y = —z et donc z = 0.

1
En prenant par exemple x = 1, on obtient (—1) € E5(A) et ainsi :

0

1

E3(A) D Vect -1

0
x choisir z = —x et donc y = 0. {

En prenant par exemple x = 1, on obtient ( 0 ) € Ey(A) et ainsi :

-1

1

Esy(A) D Vect 0

-1

1 1
On en conclut finalement : Ey(A) D Vect (1) , ( 0 )
0 1

Cette inclusion est en réalité une égalité. En effet, d’aprés le théoréme du rang :

dim (#31(R)) = dim (E2(A)) + rg(A—213)
l?l ; (par un calcul rapide a l'aide

de l’algorithme du pivot)

Ainsi : dim (E;(A)) =3 — 1 =2 et 'égalité annoncée est vérifice.

\.
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X
« Soit u € R3. 1l existe donc (x,y,2) € R? tel que u = (2,7, 2). Notons U = Matg(u) = (y)

z

u € E5(f) (f — 5idR3)(u) = Ops

(A=5I3)x U = 0//{3,1(R)

)<L

—
—

!

N\
8
+
<
+
w

|
(e}

L3z L3+ Ly

-2z + y = —z
- 3y = -3z

Li+3 L1+ L

—6 x = —6z2
- 3y = =3z

ponih [ -2 =
— - 3y + 3z =0

On obtient alors :
Es(f) = {(z,y,2) eR’ |z =2 ET y =2}

= {(z,2,2) €eR? | z € R}
= {z-(1,1,1) | ze R}
= Vect((1,1,1))

On en conclut : E5(f) = Vect ((1,1,1)). 0

b) Déterminer les dimensions des sous-espaces propres de f. Quelle propriété retrouve-t-on ?

Démonstration.
o La famille calFy = ((—1,1,0),(—1,0,1)) est :
x génératrice de Fa(f),
x libre car constituée de deux vecteurs non colinéaires.

On en conclut que F3 est une base de Ea(f).
Ainsi : dim (Ey(f)) = Card (F2) = 2.

o La famille 75 = ((1,1,1)) est :
x génératrice de F5(f),

x libre car constituée d’un vecteur non nul.

On en conclut que F5 est une base de E5(f).
Ainsi : dim (E5(f)) = Card (F5) = 1.
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Commentaire

« Le terme cardinal est réservé aux ensembles finis. La famille ((1, 1, 1)) contient seulement
1 vecteur. Cette famille est donc finie, de cardinal 1 (ce qu’on note Card ((1,1,1)) = 1).

« L’ensemble Vect ((1,1,1)) est l'espace vectoriel constitué de toutes les combinaisons li-
néaires du vecteur (1,1,0). C’est un ensemble infini de vecteurs, on ne peut parler de son
cardinal. Par contre, si I’on dispose d’une base d’un espace vectoriel, tout vecteur de cet
espace vectoriel se décompose de maniére unique sur cette base. Ceci permet de donner une
représentation finie de cet ensemble infini.

« Les notations : Card (Veet-({1;T,T))) et dim ((:1;T)) n’ont aucun sens !

o Par ailleurs, il faut faire attention aux objets manipulés.
On doit déterminer E5(f) = Ker(f — 5idgs), noyau d’un endomorphisme de R3. On doit
donc obtenir un sous-espace vectoriel de R?. Si u et U = Mat »(u) sont deux représentations
différentes du méme triplet u, cela n’autorise pas pour autant a écrire 1’égalité entre ces
deux éléments :

T
T-e1+y-ex+z-e€3 >< (y)
z
A o
€ R3 E%gJ(R)

1
et Vect ((1,1,1)) >< Vect (1)

1
—_————— | S ——
= B5(f) = E5(4)

\.

« Rappelons : Sp(f) = {2,5}. Or :
dim (E>(f)) + dim (E5(f)) = 3 = dim(R?)

Cela démontre que ’endomorphisme f est diagonalisable.

Comme A = Matg(f), cela démontre aussi que la matrice A est diagonalisable, ce que
I’on avait déja démontré en question 1. O
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¢) Démontrer qu'il existe P € .#3(R) inversible tel que :

500
A=Plo 2 o|P!
00 2

On explicitera P et P71,

Démonstration.
« D’aprés la question 1., la matrice A est diagonalisable. Il existe donc :
x une matrice inversible P, obtenue par concaténation de bases des sous-espaces propres de
A,
x une matrice diagonale D dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de A (dans
le méme ordre d’apparition que les vecteurs propres).

telles que : A= PDP™!,

1 0 -1

1 1 1 5 00
P=|1 -1 0 ce qui donnne D =10 2 0
1 0 -1 0 0 2

On a bien trouvé P inversible et D diagonale telles que : A= P D P!,

Commentaire |

« Rappelons que cette égalité n’est rien d’autre qu’une illustration de la formule du
changement de base. Profitons de cet exercice pour illustrer cette formule.

« Notons #’' = ((1,1,1),(1,-1,0),(1,0,-1)). La famille %’ est :

x libre car est obtenue par concaténation de F5 et Fs qui sont :

1 1 1
« Comme (1) et (1) , ( 0 ) sont des bases respectives de E5(A) et E2(A), on peut

choisir :

— deux familles libres,

— deux familles de vecteurs propres associés & des valeurs propres distinctes.
x telle que : Card (#') = 3 = dim (R?).

C’est donc une base de R3.

On obtient alors, par la formule de changement de base :

Mat%(f) = P%’,%’ X Mat@/(f) X Pﬁlyu@

1 1 1 5 0 0
A 1 -1 0 020
1 0 -1 0 0 2

o Notons P = Py 4. Rappelons que, par définition :

Py = (Mats((1,1,1))  Maty((1,-1,0))  Maty((1,0,-1)))

(la matrice Pg g est obtenue par concaténation des matrices colonnes représentatives
des vecteurs de %' dans la base B)
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o Pour déterminer P~!, on applique 'algorithme du pivot de Gauss.

1 1 1 1 00
1 -1 0 010
1 0 -1 0 01

LQ(—LQ—Ll
L3%L3—L1

1 1 1 1 00
0 -2 -1 -1 10
0 -1 -2 -1 0 1

On effectue 'opération { L3+ 2 Ls — Ly . On obtient :

On effectue les opérations { . On obtient :

1 1 1 1 0 0
0 -2 -1 -1 1 0
0 0 -3 -1 -1 2

o La réduite obtenue est triangulaire supérieure. De plus, ses coefficients diagonaux sont tous
non nuls. Ainsi, cette réduite est inversible et il en est de méme de la matrice initiale P.
(c’est toujours le cas d’une matrice de passage d’une base B & une base B'!)

L1+ 3L+ L3
Lg — 3L2 — L3

3 3 0 2 -1 2
0 -6 0 -2 4 =2
0 0 -3 -1 -1 2

On effectue 'opération { Ly <+ 2 Li+ Ly . On obtient :

o On effectue les opérations { . On obtient :

6 0 0 2 2 2
0 -6 0 -2 4 =2
0O 0 -3 -1 -1 2
L1 — % L1
On effectue enfin les opérations ¢ Lo < —% Lo . On obtient :
L3 + —3 Ls
1 0 0 1 1 1
FOCT
010y =5 3
1 2
00 1JJ\s 3 —3
1 1 1 1
Ainsi, P est inversible d’inverse P~ == |1 -2 1
3 1 1 =2 0
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5. En déduire la valeur de A™ pour tout n € N.

Démonstration.
Soit m € N.
5" 0 0
o Tout d’abord, comme D est diagonale : D" = | 0 2" 0
0 0 27
« Ensuite, par une récurrence immédiate, on obtient : A» = P D" P~

« Enfin, d’aprés tout ce qui précéde :

A" = pprpl

5" =2 0 1 -2

S\sm 0 —2»/\1 1 -2
nygxon sr_gn  gn_on
— | sr_9n srioxon  proom
5n_9n  gn_gn  5ui9xon
) 111 9 -1 -1
= =~ 5n {11 1421 2 -1
3 11 1 1 -1 2
. 111 9 1 -1
VneN, A" = = [57. (1 1 1) +20- (=1 2 =1
3 111 1 -1 2

Commentaire

Afin de faciliter le calcul de A™, il est vivement conseillé de commencer par le calcul de P D". En
effet, dans ’hypothése ot le calcul de P~! s’avérerait faux, commencer par le calcul D™ P~! donne
un résultat intermédiaire faux, ce qui ne permet pas d’obtenir de point sur la question. En revanche,
effectuer d’abord le calcul de P D" peut permettre d’obtenir le point du calcul intermédiaire.

6. Quelle propriété a A™ ? Pourquoi ?

Démonstration.

On a:

HAr) = (‘4)" (par une récurrence immédiate)

= A" (car A est symétrique)

Ainsi, pour tout n € N, la matrice A™ est symétrique.

Commentaire

On pouvait évidemment conclure en utilisant la formule explicite donnée a la question
précédente. On a préféré s’en passer ici pour démontrer qu’il est possible de traiter des
questions sans avoir fait toutes les précédentes.

10
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Cas ou la matrice n’est pas diagonalisable

Exercice 2 (%)

Soit B = R3 et soit f € .Z(E) I’endomorphisme de E dont la matrice représentative dans la base

canonique # = (e1, ez, €3) est :

-1 1 -1
A=1[-1 1 -2
-1 1 -2
1. a) Que vaut A3 +2 A??

Démonstration.
o Tout d’abord :

11 =1\ /-1 1 -1 1 -1 1
A2=1-11 —2||l-1 1 —2]=(2 -2 3
11 -2/ \-1 1 -2 2 -2 3
11 -1\ /1 -1 1 11 -1
AB=AA%2=[-11 2|2 -2 3 -3 3 —4
11 -2/ \2 —2 3 3 3 -4

11 -1 2 —2 2 1 -1 1
A342A% = (-3 3 —4|+[4 -4 6] = |1 -1 2
3 3 —4 4 —4 6 1 -1 2

A3 4+2A4%2=—A4A

e De plus :

o Enfin :

b) En déduire les valeurs propres possibles de 'endomorphisme f.

Démonstration.
« D’aprés la question précédente, on a: A3 +2A4%2+ A4 = 0 #5(R)-
On en déduit que le polynéme :

=A

QX)=X34+2X2 4+ X =X (X242X +1)=X (X +1)2

est un polynome annulateur de la matrice A. Ainsi :

racines de @, polynéome | _
Sp(4) < { annulateur de A ={-10

« De plus, comme A = Matg(f), on a :

Sp(f) = Sp(4) € {-1,0}

Ainsi, 'endomorphisme f posséde deux valeurs propres possibles

:—1etO.

11
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Commentaire

« Un endomorphisme f € Z(F) défini sur un espace vectoriel E de dimension finie n € N*,
posséde TOUJOURS un polynéme annulateur non nul Q).
On peut méme démontrer (ce n’est pas au programme en ECE) qu’il existe toujours un tel
polynéme de degré (au plus)

o Si @ est un polynéme annulateur de f alors, pour tout o € R, le polynéme « () est toujours
un polynéme annulateur de f puisque :

(@Q)(f) = aQ(f) = 0gm)

Cela suffit & démontrer que f posséde une infinité de polynémes annulateurs.
On peut en obtenir d’autres. Par exemple R(X) = (X —5) Q(X) est un polynéme annulateur
de f puisque :
R(f) = (f—=5id)oQ(f) = Oz
Il faut donc parler D’UN polynéme annulateur d’un endomorphisme.

o Les racines d’un polynéme annulateur ne sont pas forcément toutes valeurs propres de f.
Si ¢’était le cas, f aurait une infinité de valeurs propres (elle en posséde au plus n). Par
exemple, comme R(X) = (X —5) Q(X) est un polyndéme annulateur, un tel raisonnement
permettrait de démontrer que 5 est aussi valeur propre de f. .

2. a) L’endomorphisme f est-il bijectif 7 Que peut-on en déduire ?

Démonstration.

« La matrice A posséde deux colonnes colinéaires (Cy = —C1). Elle n’est donc pas inversible.

« Comme A = Matg(f), on en déduit que 'endomorphisme f n’est pas bijectif.

Commentaire

e Dans le cas ou f: E — E est un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension

On en conclut que 0 est valeur propre de f.

finie, on a :
f bijectif < f injectif
< Ker(f) ={0g}

< le réel 0 n’est pas valeur propre de f

L’hypothése de dimension finie est primordiale pour la premiére équivalence (les autres sont
toujours vraies). Autrement dit, il existe des endomorphismes injectifs et non bijectifs si F
est de dimension infinie (et seulement dans ce cas).

« Dans le cas ou f est un endomorphisme de F, de dimension finie, qui n’admet pas 0 comme

valeur propre, on peut rédiger comme suit :

Le réel 0 n’est pas valeur propre de f, donc Ker(f) = {0g}.
On en conclut que l’endomorphisme f est injectif.

Ainsi, comme E est de dimension finie, f est bijectif.
(Poubli de cette hypothése sera sanctionné)

12
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Commentaire

« Par contre, on a toujours (sans hypothése de dimension finie) : f bijectif = f injectif. Et
donc, par contraposée :

f n’est pas injectif = f n’est pas bijectif

o Et on a toujours aussi :
La matrice A est inversible < le réel 0 n’est pas valeur propre de A

En effet, la notion de matrice sous-entend que ’on se trouve en dimension finie.

13
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b) Déterminer un vecteur v € R3, de premier coefficient 1, tel que Ker(f) = Vect (u).

Démonstration.

« Déterminons Ey(f) = Ker(f), le sous-espace propre de f associé a la valeur propre 0.

Soit u € R3. 11 existe donc (z,y, z) € R3 tel que u = (x,y, z). Notons U = Matg»(u) = (

).

IS NSO

u € Ey(f) = f(u) = Ops

-z + vy - z =0
—= -z + y — 2z =0
- + vy — 2z =0
e e .
= -z =0
-z =0
{ -z = 0
Ly L — Lo _ - _
=" y
-z = 0

On obtient alors :
Eo(f) = {(z,y,2)eR3 |z =y et 2z=0}

= {(y,5.0) |y e R}
{y-(l,l,O) | yER}
Vect ((1,1,0))

On en conclut : Ey(f) = Vect ((1,1,0)).

14
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Commentaire

Il faut s’habituer a déterminer les ensembles F)(A) par lecture de la matrice A — A 1.

Ilustrons la méthode avec la matrice de 'exercice et A = 0.
X

On cherche les vecteurs X = |y | de Ep(A) c’est-a-dire les vecteurs tels que : AX =04, | ().
z

-1 1 -1\ [z
-1 1 =21y = z2-Ci+y-Co+2-Cs
-1 1 -2/ \z 1 1 _q

(e () ()

0

Si l'on choisit z # 0, on ne pourra obtenir le vecteur | 0| a l'aide de cette combinaison linéaire.
0

En effet, on ne pourra compenser a la fois le —1 et le —2 par ajout de vecteurs dont tous les

coefficients sont égaux.

0
Si I'on choisit z = 0, pour obtenir le vecteur (0) a l'aide de cette combinaison linéaire, il suffit
0
1
de prendre x = —y. En prenant par exemple = 1, on obtient | —1 | € Ey(A) et ainsi :
0

0

1
Vect (—1) C Ey(A)

Cette inclusion est en réalité une égalité. En effet, d’aprés le théoréme du rang :

dim (#31(R)) = dim (Eg(A)) + rg(A)

par un calcul rapide a ’aide
3

de lalgorithme du pivot)

Ainsi : dim (Ep(A)) =3 — 2 =1 et I'égalité annoncée est vérifice.

« La famille Fy = ((1,1,0)) est :

X

X

génératrice de Fy(f),

libre car constituée uniquement d’un vecteur non nul.

On en conclut que Fy est une base de Ey(f).

Ainsi : dim (Eo(f)) = Card (o) = 1.
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Commentaire

o Le terme cardinal est réservé aux ensembles finis. La famille ((1, 1, 0)) contient seulement 1
vecteur. Cette famille est donc finie, de cardinal 1 (ce qu’on note Card ((1,1,0)) = 1).

« L’ensemble Vect ((1,1,0)) est 'espace vectoriel constitué de toutes les combinaisons linéaires
du vecteur (1,1,0). C’est un ensemble infini de vecteurs, on ne peut parler de son cardinal.
Par contre, si I’on dispose d’une base d’un espace vectoriel, tout vecteur de cet espace vectoriel
se décompose de maniére unique sur cette base. Ceci permet de donner une représentation
finie de cet ensemble infini.

« Les notations : Card T, et W n’ont aucun sens !

« Par ailleurs, il faut faire attention aux objets manipulés. On doit déterminer Ey(f) = Ker(f),
noyau d’un endomorphisme de R?. On doit donc obtenir un sous-espace vectoriel de R3. Si u
et U = Matg(u) sont deux représentations différentes du méme triplet u, cela n’autorise pas
pour autant a écrire ’égalité entre ces deux éléments :

X
T e1+y-ext+z-e3 >< (y>
z
——
€eR3 6%371(]1%)

0
— —
C Eo(f) C Ep(4)

\.

3. On note v = ey + e3.

a) Déterminer f(v). Que peut-on en déduire ?

Démonstration.
Pour tout i € [1, 3], notons E; = Matg(e;). Notons aussi V = Matg(v).

Matg(f(v)) = Matg(f) x Matz(v)
= AxV
= AXx (E2 + E3)

-1 1 -1 0
= -1 1 -2 x |1
-1 1 -2 1
0 0
= [-1] = (-1 (1
-1 1

N———
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Ainsi :

Matg(f(v)) = (=1)-V = (=1)-Matg(v)
= Matg((-1) - v) (par linéarité de Mat z(-))

Ainsi, par bijectivité de Matg(-), on en conclut f(v) = (—1) - v.

Comme v # Ops, on en déduit que —1 est une valeur propre de f et que v est un vecteur
propre associé & cette valeur propre.

Commentaire \

L’énoncé ne donne pas directement accés a f mais & A, sa matrice représentative dans la base
A. La base A étant fixée, application Mat 4(.), appelée parfois isomorphisme de représenta-
tion, permet de traduire les propriétés énoncées dans le monde des espaces vectoriels en des

propriétés énoncées dans le monde matriciel.
Voici quelques correspondances dans le cas général :

E espace vectoriel de dimension n «+— ., 1(R)
f: E — E endomorphisme <— Matg(f) € #,(R)
f bijectif <+— Matg(f) inversible
Ou encore, dans le cas précis de I'exercice :
f «— A
flu) +— AxU
flv) +— AXxV

Il est trés fréquent que les énoncés de concours requiérent de savoir traduire une propriété d’un
monde & 'autre. Il est donc indispensable d’étre & 'aise sur ce mécanisme. O

\ J

b) Calculer rg ( f+ idRz). En déduire dim (Ker ( f+ ing)).

Démonstration.
o Tout d’abord :

(car F et I sont les représentations
rg(f+idps) = rg(A+1) matricielles dans la base B des

endomorphismes f et idgs)
0o 1 -1
= rg|[-1 2 —2
-1 1 -1

(GO
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0 1
La derniére égalité est vérifiée car la famille (—1) , (2) est libre (constituée uniquement
-1 1

de deux vecteurs non colinéaires).

Ainsi : rg(f +idgs) = 2.
o Comme f + idgs est un endomorphisme de R3, on a, d’aprés le théoréme du rang :
dim (R?) = dim (Ker(f +idgs)) + dim (Im(f + idgs))
I I

3 2

Ainsi, dim (E_;(f)) = dim (Ker(f + idgs)) =3 -2 =1. =

4. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Démonstration.

« On a démontré en question 1.b) : Sp(f) C {—1,0}.
De plus, on a démontré en questions 2.a) et 3.a) que les réels —1 et 0 sont bien valeurs propres.
Ainsi : Sp(f) = {-1,0}.

On en conclut : Sp(f) = {—1,0}.

. Or .
dim (Eo(f)) +dim (E_1(f)) = 1 + 1 = 2 # dim (R?)
On en conclut que 'endomorphisme f n’est pas diagonalisable. ]
5. On note w = —e; + €9 + €3.

a) Démontrer que la famille ' = (u, v, w) est une base de R3.

Démonstration.
« Remarquons tout d’abord : —ej + e2 +e3 = (—1,1,1).
« Démontrons que la famille ' = (u, v, w) est libre.
Soit (A1, A2, A3) € R3. Supposons : A1 - u+ Az - v+ X - w = Ogs. ()
Or : (*) — )‘1(15170)+>‘2(07171)+)‘3(_17171) = (07050)
— (A1 = A3, A1+ A2+ A3, A2 + A3) = (0,0,0)

A1 — X3 = 0

<~ M+ A+ A3 = 0
A + A3 = 0

Ly Ln—In A1 - A =0
< A + 2X3 = 0
Ao+ A3 = 0

L3 L3 — Ly )\1 o AS = O
A + 2X3 = 0

— X3 = 0

e {)\1:)\22)\320

(par remontées successives)

On en conclut que la famille (u,v,w) est libre.
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« La famille &' = (u,v,w) est :
x libre.

x telle que : Card (%’) =3 =dim (R3).

Ainsi, %' est une base de R3.

b) Déterminer f(w). On exprimera le résultat dans la base #'.

Démonstration.
Notons W = Matg(w).
Matg(f(w)) = Matg(f) x Matg(w)
= AxW
= AXx (=B + E2 + E3)

-1 1 -1 -1
= -1 1 =2 x|1
-1 1 -2 1

Mat 4 (f(w)) =V -W = Matyg (v) — Matg (w)
= Matg(v—w) (par linéarité de Matz(-))

Ainsi, par bijectivité de Matg(+), on en conclut f(w) =v — w.

Commentaire

o Pour résoudre la question, on se sert ici une nouvelle fois de la correspondance entre le
monde des espaces vectoriels et le monde matriciel.
Ou peut ajouter la correspondance suivante a celle déja évoquée :

expression de f(w) dans (u,v,w) <— expression de AW dans (U, V, W)

e On a remarqué ici : AW =V — W ce qui nous a permis de conclure sur cette question.
Il était aussi possible d’obtenir ce résultat par résolution de systéme linéaire.
(cf méthode page suivante)
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Commentaire \

« Plus précisément, on cherche (a, 3,7) € R? tel que : f(w) = a-u+ -v+v-w. Il s’agit une
nouvelle fois de traduire cette relation dans le monde matriciel. On procéde comme suit :
flw)y=a-u+pg-v+vy-w
— Matg(f(w)) = Matg(a-uB-v+7-w)
= Mat»(f) Matg(w) = o - Matg(u) + - Matg(v) + v - Matg(w) (par linéarite
de Matg(+))
— AW=a-U+8-W+~-W
= a-U+B-WH+y- W=AW
1 0 -1 1
— all]|+8 1+ 1]=|0
0 1 1 0
a - v =1
= a + B + v =0
g+ =20
L2<—L2 L @ - v 1
B+ 2y = -1
g+ v 0
L3HL3 Ly @ o yo=1
g + 2y = -1
— 4 =1
iiii;f; « 0
B =1
— 1
On en déduit : f(w) =v —w. -

¢) En déduire la matrice représentative de f dans la base %’. On notera T' = Mat 4/ (f).

Démonstration.
D’aprés les questions précédentes :

x fluy)=0-u+0-v+0-w donc Mat(um?w)(f(u))

Il
~_
(=N =N)
N———

x f(w)=0-u+(=1)-v+0-w donc Mat(y..) (f(v))

Il

|
O)—‘O
SN——

0
x flw)=0-u+1-v4+(—1)-w donc Mat(uw’w)(f(w)):(l).

Finalement : 7' = Mat ,, ,, ) (f) = (
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Commentaire

o Dans la question 4., on a démontré que ’endomorphisme f n’est pas diagonalisable.

Il n’existe donc pas de base dans laquelle la matrice représentant f est diagonale.

Dans ce cas, on se rabat sur une propriété plus faible : existe-t-il une base dans laquelle la
représentation matricielle de f serait triangulaire supérieure ? Cette propriété est beaucoup
plus simple & obtenir, notamment si I’on accepte d’utiliser des matrices dont les coefficients
sont complexes (hors de notre portée en ECE).

On parle alors de trigonaliser (on dit aussi triangulariser) la matrice A.

Considérons un espace vectoriel E de dimension finie.

Si un endomorphisme f : E — E est triangularisable, comment le triangularise-t-on ?
Notons A1, ..., Ay, les valeurs propres distinctes de f. On cherche alors une base de chaque
sous-espace propre Ey, (f) et on considére la famille obtenue en concaténant toutes ces bases.
Cette famille N’EST PAS une base de E. Si tel était le cas, on aurait formé une base de
vecteurs prores et donc F serait diagonalisable.

Par contre, cette famille est libre. On peut alors la compléter en une base de F.

Sans entrer dans les détails, on peut faire en sorte (en choisissant correctement les vecteurs
qu’on ajoute) que la matrice représentative de f dans la base %’ soit triangulaire supérieure.

C’est la méthode développée dans cet exercice. Ici, f a deux valeurs propres : 0 et —1.
De plus :

x le sous-espace propre Fy(f) a pour base la famille (u).
x le sous-espace propre F_1(f) a pour base la famille (v).

La famille (u,v) est une famille libre de R? car elle est constituée de deux vecteurs propres
associés a des valeurs propres distinctes.
On compléte alors cette famille en une base de R? en lui adjoignant le vecteur w. La matrice

représentative de f dans la base (u,v,w) obtenue est triangulaire (supérieure).
-

d) En déduire qu'il existe P € .#3(R) inversible telle que : A = PT P~ !,
On explicitera P et P!, Que représentent ces deux matrices ?

Démonstration.

« Notons P = Pg g . Par définition :

Py = (Mats(u)  Maty(v)  Maty(w))

(la matrice Pg g est obtenue par concaténation des matrices colonnes représentatives des
vecteurs de B’ dans la base B)

1 0 -1
Ainsi: P=1(1 1 1
01 1

« D’aprés la formule de changement de base :

Matg(f) = Py g X Matg (f) X Py
I I I l

A = P x T x p1

On en déduit : A= PT P~ L.
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o Pour déterminer P~!, on applique 'algorithme du pivot de Gauss.

1 0 -1 100
11 1 010
01 1 0 01

On effectue 'opération { Ly < Ly — L; . On obtient :

1 0 -1 1 00
01 2 -1 10
01 1 0 0 1

On effectue 'opération { L3 < L3+ Lo . On obtient :

1 0 -1 1 0 0
01 2 -1 1 0
00 -1 1 -1 1

« La réduite obtenue est triangulaire supérieure. De plus, ses coeflicients diagonaux sont tous
non nuls. Ainsi, cette réduite est inversible et il en est de méme de la matrice initiale P.
(c’est toujours le cas d’une matrice de passage d’une base B a une base B'!)

L1<—L1—L3
LQ%L2+2L3

1 0 0 0 1 -1
01 O 1 -1 2
0 0 -1 1 -1 1

On effectue 'opération { L3 <+ —L3 . On obtient :
1 0 0 0 1 -1
01 0 1 -1 2
0 0 1 -1 1 -1
0 1 -1
Ainsi P est inversibleet P~ = 1 -1 2 |.

Commentaire \

« Profitons-en pour rappeler que P est inversible, d’inverse : (ng @/)_1 = Py 5.

e On effectue les opérations { . On obtient :

o Cette égalité peut permettre de déterminer (Pt%»”%/)fl. Remarquons :
x er =(1,0,0) = 0-(1,1,0) +1-(0,1,1) + (1) - (_17171)
0

Ainsi : Matg/(e1) = | 1 )

x eg=(0,1,0) = 1-(1,1,0) + (=1)-(0,1,1) + 1-(=1,1,1)
1

Ainsi : Matg (e2) = (—1

x e3=(0,0,1) = (-1)-(1,1,0)+2-(0,1,1) + (—1) - (—1,1,1)

-1
Ainsi : Matg (e3) = ( 2 )
-1

On retrouve ainsi : Py g =
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e) Montrer : ¥n € N, A" = PT" P~L.

Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n)
ot P(n): A" =PT" P~ L
» Initialisation :
e D’une part : A% = I,
o Dautre part : PTOP 1 =P P 1 =P P 1 =15
D’ou P(0).
» Hérédité : soit n € N.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. : A»*1 = prn+l p=1),

Alors :

= Ax PT" P! (par hypothése

de récurrence)

= -1 n p—1 (d’apres la

IR question 3.a))

= PT(P'P)T" P!

= PTT" P!
D’ott P(n +1).

Par principe de récurrence : Vn € N, A" = pT"p-1 -

0 0 -1
a) Déterminer I'unique matrice N € .#3(R) telle que : T'= D + N.

0 O 0
6. Dans la suite, on note D= |0 -1 0 |.

Démonstration.

o o o
o O O

D’aprés I'énoncé, N = T — D = (

o~ o
N~
|

b) Calculer N? et en déduire N* pour tout k € N.
Démonstration.

00 0\/0 00 000
e Tout d’abord: N2 = |0 0o 1||lo o 1| = (0o 0 0o].
00 0/\0 0O 000

« On en déduit, par une récurrence immeédiate, que pour tout k > 2, N¥ =0 M5(R)-
(ou alors on remarque : Vk > 2, N¥ = N2 NF2 = 0.z3(r) NF—2 = 0///3(]12{))

En conclusion : N = I, N' = N et pour tout k > 2, N¥ = 03 (R)- O
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c)

Pour tout n € N, calculer T". Le résultat devra dépendre des matrices D et de N.

Démonstration.

e Les matrices D et N commutent. En effet :

0 0 O 000 00 O
DxN = [0 -1 0 001) =100 —-1] =
0 0 —-1/\0 0 O 0 0 O

e Soitn > 1.

" = (D+N)"

L /n non (ce découpage est
— Dn—k Nk Dn—k Nk:
> (1) ()

valable carn > 1)

k=0 k=2
L /n (car on a montré :
izo \k Vk>2, N* =0 4,®)
— <n> D™ NO 4 <TL> pr—1 N1
0 1
= D"+nD"'N

Ainsi, pour tout n € N*, 7" = D" +n D""! N.

Enfin : 7° = I5.

Commentaire

« La relation de Chasles stipule que pour tout (m,p,n) € N3 tel que m < p < n :

n p

dooup = Zuk‘f‘iuk

k=m k=m k=p+1

(la seconde somme est nulle si p =n)
oul (uy,) est une suite quelconque de réels ou de matrices de méme taille.

o Dans cette question, on est dans le casoum =0et p = 1.
L’argument n > 1 est donc nécessaire pour découper la somme.
Le cas n = 0 doit alors étre traité a part.

o Ici, la matrice N vérifie : Vk > 2, N¥ = 0 5 (R)- Elle est dite nilpotente d’indice
2 (ce terme n’est pas au programme et il est préférable de ne pas l'utiliser dans
une copie). Si elle avait été nilpotente d’ordre 3, il aurait fallu traiter a part les cas
n = 0 mais aussi le cas n = 1.

o Cette question sur le binéme de Newton matriciel est extrémement classique aux
concours et il faut donc savoir parfaitement la traiter.
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d) En déduire explicitement, pour tout n € N, la matrice T™ puis la matrice A™.

Démonstration.
Soit n € N*.

o Tout d’abord :

0 0 0 00 O
VneN* TP =D"+nD" 'N=[(0 (-1)" (-1)"'n|=(D"[0 1 —n
0 0

e On en déduit :
A = pTn Pl (d’apres la question 5.e))

10 —1 0
= (1 1 1)(—1)” (0
01 1 0

—
|
—_
N—
3
——
S = =
— = O
— =
—_
\—/
S
o O O
O = O O~ O
~le ~leo
N————
o
T I — o
— —
P P
— —
I o | I o |
— — — [
N S~—

1 -1 1
Pour tout n € N*, A" = (—1)" (n -n n+ 1) et AV =T

n —-—n n+l

Commentaire

o Afin de faciliter le calcul de A™, il est vivement conseillé :
x de simplifier au maximum Pécriture de T™. Ici, il s’agit de mettre en facteur (—1)".

x de commencer par le calcul de PT™. En effet, dans ’hypothése ot le calcul de P!
s’avérerait faux, commencer par le calcul 7" P~! donne un résultat intermédiaire faux,
ce qui ne permet pas d’obtenir de point sur la question. En revanche, effectuer d’abord
le calcul de PT™ peut permettre d’obtenir le point du calcul intermédiaire.

o Il est a noter que les formules donnant 7" et A™ sont fausses pour n = 0. On a souligné que
I'utilisation de la formule du binéme de Newton n’était autorisée, en question précédente,
que sous ’hypothése n > 1. Il est donc primordial de traiter & part le cas n = 0. .

J
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