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Résolution de systèmes : application à la
détermination de sous-espaces propres

Exercice 1
On considère les matrices suivantes.

a) M1 =

2 −2 0
0 6 −6
0 0 12



b) M2 =

1 0 0
1 1 1
0 0 1



c) M3 =

3 −1 1
2 0 2
1 −1 3



d) M4 =

5 1 −1
2 4 −2
1 −1 3



e) M5 =

3 −1 1
1 2 0
0 1 1



f) M6 =

1 1 1
1 1 1
1 1 1


Pour tout i ∈ J1, 6K et tout λ ∈ R, on note :

Eλ(Mi) = {X =

x
y
z

 ∈M3,1(R) | (Mi − λI) X = 0}

a) (i) Déterminer E2(M1).

(ii) Déterminer E6(M1).

(iii) Déterminer E12(M1).

b) Déterminer E1(M2).

c) Déterminer E2(M3).

d) (i) Déterminer E2(M4).

(ii) Déterminer E4(M4).

(iii) Déterminer E6(M4).

e) Déterminer E2(M5).

f) (i) Déterminer E0(M6).

(ii) Déterminer E3(M6).
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Démonstration.

a) (i) Soit X =

x
y
z

 ∈M3,1(R).

X ∈ E2(M1) ⇐⇒ M1X = 2X

⇐⇒ (M1 − 2I) X = 0M3,1(R)

⇐⇒

0 −2 0
0 4 −6
0 0 10

x
y
z

 =

0
0
0



⇐⇒


−2y = 0
4y − 6z = 0

10z = 0

L2 ← L2 + 2L1

⇐⇒


−2 y = 0

−6 z = 0
10 z = 0

L3 ← 3L3 + 5L2

⇐⇒


−2 y = 0

−6 z = 0
0 = 0

On en déduit :

E2(M1) = {

x
y
z

 ∈M3,1(R) | y = 0 et z = 0}

= {

x
0
0

 | x ∈ R} = {x ·

1
0
0

 | x ∈ R} = Vect

1
0
0




E2(M1) = Vect

1
0
0




(ii) Soit X =

x
y
z

 ∈M3,1(R).

X ∈ E6(M1) ⇐⇒ M1X = 6X

⇐⇒ (M1 − 6I) X = 0M3,1(R)

⇐⇒

−4 −2 0
0 0 −6
0 0 6

x
y
z

 =

0
0
0



⇐⇒


−4x − 2y = 0

− 6z = 0
6z = 0

L3 ← L3 + L2

⇐⇒


−4x − 2y = 0

− 6z = 0
0 = 0

⇐⇒
{
−4x = 2y

− 6z = 0

On en déduit :

E6(M1) = {

x
y
z

 ∈M3,1(R) | x = −1
2y et z = 0}

= {

−1
2y
y
0

 | y ∈ R}

= {x ·

−1
2
1
0

 | y ∈ R} = Vect

−1
2
1
0




E6(M1) = Vect

−12
0



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(iii) Soit X =

x
y
z

 ∈M3,1(R).

X ∈ E12(M1) ⇐⇒ M1X = 12X

⇐⇒ (M1 − 12I) X = 0M3,1(R)

⇐⇒

−10 −2 0
0 −6 −6
0 0 0

x
y
z

 =

0
0
0



⇐⇒


−10x − 2y = 0

− 6y − 6z = 0
0 = 0

⇐⇒
{
−10x − 2y = 0

− 6y = 6z

L1 ← 3L1 − L2

⇐⇒
{
−30x = −6z

− 6y = 6z

On en déduit :

E12(M1) = {

x
y
z

 ∈M3,1(R) | x = 1
5z et y = −z}

= {

 1
5z
−z
z

 | z ∈ R}

= {z ·

 1
5
−1
1

 | z ∈ R} = Vect

 1
5
−1
1




E12(M1) = Vect

 1
−5
5




b) Soit X =

x
y
z

 ∈M3,1(R).

X ∈ E1(M2) ⇐⇒ M2X = X

⇐⇒ (M2 − I)X = 0M3,1(R)

⇐⇒

0 0 0
1 0 1
0 0 0

x
y
z

 =

0
0
0



⇐⇒


0 = 0

x + z = 0
0 = 0

⇐⇒
{

x = −z

On en déduit :

E1(M2) = {

x
y
z

 ∈M3,1(R) | x = −z}

= {

−zy
z

 | (y, z) ∈ R2}

= {y ·

0
1
0

+ z ·

−10
1

 | (y, z) ∈ R2}

= Vect

0
1
0

,

−10
1




E1(M2) = Vect

0
1
0

,

−10
1



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c) Déterminons E2(M3). Soit X =

x
y
z

 ∈M3,1(R).

X ∈ E2(M3) ⇐⇒ M3X = 2X

⇐⇒ (M3 − 2I)X = 0M3,1(R)

⇐⇒

1 −1 1
2 −2 2
1 −1 1

x
y
z

 =

0
0
0



⇐⇒


x − y + z = 0

2 x − 2 y + 2 z = 0
x − y + z = 0

L2 ← L2 − 2L1

L3 ← L3 − L1

⇐⇒


x − y + z = 0

0 = 0
0 = 0

⇐⇒
{

x = y − z

On en déduit :

E2(M3) = {

x
y
z

 ∈M3,1(R) | x = y − z}

= {

y − z
y
z

 | (y, z) ∈ R2}

= {y ·

1
1
0

+ z ·

−10
1

 | (y, z) ∈ R2} = Vect

1
1
0

,

−10
1




E2(M3) = Vect

1
1
0

,

−10
1




d) (i) Déterminons E2(M4). Soit X =

x
y
z

 ∈M3,1(R).

X ∈ E2(M4) ⇐⇒ M4X = 2X

⇐⇒ (M4 − 2I)X = 0M3,1(R)

⇐⇒

3 1 −1
2 2 −2
1 −1 1

x
y
z

 =

0
0
0



⇐⇒


3 x + y − z = 0
2 x + 2 y − 2 z = 0
x − y + z = 0

L2 ← 3L2 − 2L1

L3 ← 3L3 − L1

⇐⇒


3 x + y − z = 0

4 y − 4 z = 0
− 4 y + 4 z = 0

L3 ← L3 + L2

⇐⇒


3 x + y − z = 0

4 y − 4 z = 0
0 = 0

⇐⇒
{

3 x + y = z
4 y = 4 z

L1 ← 4L1 − L2

⇐⇒
{

12 x = 0
4 y = 4 z

On en déduit :

E2(M4) = {

x
y
z

 ∈M3,1(R) | x = 0 et y = z}

= {

0
z
z

 | z ∈ R} = {z ·

0
1
1

 | z ∈ R} = Vect

0
1
1



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(ii) Déterminons E4(M4). Soit X =

x
y
z

 ∈M3,1(R).

X ∈ E4(M4) ⇐⇒ M4X = 4X

⇐⇒ (M4 − 4I)X = 0M3,1(R)

⇐⇒

1 1 −1
2 0 −2
1 −1 −1

x
y
z

 =

0
0
0



⇐⇒


x + y − z = 0

2 x − 2 z = 0
x − y − z = 0

L2 ← L2 − 2L1

L3 ← L3 − L1

⇐⇒


x + y − z = 0
− 2 y = 0
− 2 y = 0

L3 ← L3 − L2

⇐⇒


x + y − z = 0
− 2 y = 0

0 = 0

⇐⇒
{

x + y = z
− 2 y = 0

L1 ← 2L1 + L2

⇐⇒
{

2x = 2 z
y = 0

On en déduit :

E4(M4) = {

x
y
z

 ∈M3,1(R) | x = z et y = 0}

= {

z
0
z

 | z ∈ R} = {z ·

1
0
1

 | z ∈ R} = Vect

1
0
1




(iii) Déterminons E6(M4). Soit X =

x
y
z

 ∈M3,1(R).

X ∈ E6(M4) ⇐⇒ M4X = 6X

⇐⇒ (M4 − 6I)X = 0M3,1(R)

⇐⇒

−1 1 −1
2 −2 −2
1 −1 −3

x
y
z

 =

0
0
0



⇐⇒


−x + y − z = 0
2 x − 2 y − 2 z = 0
x − y − 3 z = 0

L2 ← L2 + 2L1

L3 ← L3 + L1

⇐⇒


−x + y − z = 0

− 4 z = 0
− 4 z = 0

L3 ← L3 − L2

⇐⇒


−x + y − z = 0

− 4 z = 0
0 = 0

⇐⇒
{
−x − z = −y

− 4 z = 0

L1 ← 4L1 − L2

⇐⇒
{
−4x = −4 y

− 4 z = 0

On en déduit :

E6(M4) = {

x
y
z

 ∈M3,1(R) | x = y et z = 0}

= {

y
y
0

 | y ∈ R} = {y ·

1
1
0

 | y ∈ R} = Vect

1
1
0



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e) Déterminons E2(M5). Soit X =

x
y
z

 ∈M3,1(R).

X ∈ E2(M5) ⇐⇒ M5X = 2X

⇐⇒ (M5 − 2I)X = 0M3,1(R)

⇐⇒

1 −1 1
1 0 0
0 1 −1

x
y
z

 =

0
0
0



⇐⇒


x − y + z = 0
x = 0

y − z = 0

L2 ← L2 − L1

⇐⇒


x − y + z = 0

y − z = 0
y − z = 0

L3 ← L3 − L2

⇐⇒


x − y + z = 0

y − z = 0
0 = 0

⇐⇒
{

x − y = −z
y = z

L1 ← L1 + L2

⇐⇒
{

x = 0
y = z

On en déduit :

E2(M5) = {

x
y
z

 | M5X = 2X}

= {

x
y
z

 | x = 0 et y = z} = {

0
z
z

 | z ∈ R}

= {z ·

0
1
1

 | z ∈ R} = Vect

0
1
1



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f) (i) Déterminons E0(M6). Soit X =

x
y
z

 ∈M3,1(R).

X ∈ E0(M6) ⇐⇒ M6X = 0X

⇐⇒ (M6 − 0I)X = 0M3,1(R)

⇐⇒

1 1 1
1 1 1
1 1 1

x
y
z

 =

0
0
0



⇐⇒


x + y + z = 0
x + y + z = 0
x + y + z = 0

L2 ← L2 − L1

L3 ← L3 − L1

⇐⇒


x + y + z = 0

0 = 0
0 = 0

⇐⇒
{

x = − y − z

On en déduit :

E0(M6) = {

x
y
z

 ∈M3,1(R) | x = −y − z}

= {

−y − z
y
z

 | (y, z) ∈ R2}

= {y ·

−11
0

+ z ·

−10
1

 | (y, z) ∈ R2}

= Vect

−11
0

,

−10
1




(ii) Déterminons E3(M6). Soit X =

x
y
z

 ∈M3,1(R).

X ∈ E3(M6) ⇐⇒ M6X = 3X

⇐⇒ (M6 − 3I)X = 0M3,1(R)

⇐⇒

−2 1 1
1 −2 1
1 1 −2

x
y
z

 =

0
0
0



⇐⇒


−2 x + y + z = 0

x − 2 y + z = 0
x + y − 2 z = 0

L2 ← 2L2 + L1

L3 ← 2L3 + L1

⇐⇒


−2 x + y + z = 0

− 3 y + 3 z = 0
3 y − 3 z = 0

L3 ← L3 + L2

⇐⇒


−2 x + y + z = 0

− 3 y + 3 z = 0
0 = 0

⇐⇒
{
−2 x + y = −z

− 3 y = −3 z

L1 ← 3L1 + L2

⇐⇒
{
−6 x = −6 z

− 3 y = −3 z

On en déduit :

E3(M6) = {

x
y
z

 ∈M3,1(R) | x = z et y = z}

= {

z
z
z

 | z ∈ R} = {z ·

1
1
1

 | z ∈ R} = Vect

1
1
1



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