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Suites de fonctions
Exercices classiques

Convergence simple / uniforme

Exercice 1

Pour tout n ∈ N, on note fn : x ∈ [0, 1] 7→ sin
(
nx e−nx

)
.

1. Montrer que (fn) converge simplement sur [0, 1] vers une fonction f à déterminer.

2. Montrer qu’il y a convergence uniforme sur [a, 1] si 0 < a < 1.

3. Y a-t-il convergence uniforme sur [0, 1] ?

Exercice 2

On considère la suite de fonctions (fn) définie par : ∀n ∈ N, fn : x 7→ 1(
1 + x2

)n .

1. Démontrer que la suite de fonctions (fn) converge simplement sur [0,+∞[ vers une fonction f à
déterminer.

2. Soit a > 0. Démontrer que la suite de fonctions (fn) converge uniformément sur [a,+∞[.

3. On souhaite maintenant démontrer que la suite (fn) ne converge pas uniformément sur [0,+∞[.

a) En considérant une suite (xn) (de limite nulle) convenablement choisie, répondre à la question.

b) Répondre de nouveau à la question en exploitant une propriété de la fonction f .

Exercice 3

Pour tout n ∈ N∗, on note : fn : x 7→ x

1 + n2x2
.

1. Démontrer que la suite de fonctions (fn) converge simplement sur [0,+∞[ vers une fonction f à
déterminer.

2. Démontrer que la suite de fonctions (fn) converge uniformément sur [0,+∞[ vers f .

Exercice 4

Pour tout n ∈ N, on note fn : x 7→
(
3x2 − 2x3

)n et gn : x 7→


n2 x si |x| ⩽ 1

n

1

x
sinon

.

1. a) Démontrer que la suite (fn) converge simplement sur I = [0, 1] vers une fonction f à déterminer.

b) Démontrer que la suite (fn) converge uniformément vers f sur tout intervalle du type [0, a] où
0 < a < 1.

c) Y a-t-il convergence uniforme sur [0, 1] ?

2. a) Démontrer que la suite (gn) converge simplement sur I = R vers une fonction g à déterminer.

b) La suite (gn) converge-t-elle uniformément vers g sur R ?
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Exercice 5

Pour tout n ∈ N, on note fn : x 7→ n2 xn (1− x).

1. a) Démontrer que la suite (fn) converge simplement sur I = [0, 1] vers une fonction à déterminer.

b) Démontrer que la suite (fn) converge uniformément sur tout intervalle du type [0, a] où 0 < a < 1.

c) La suite (fn) converge-t-elle uniformément sur [0, 1] ?

2. Généralisation. Pour tout n ∈ N, on note gn : x 7→ nα xn (1− x) où α ⩾ 0.

a) Démontrer que la suite (gn) converge simplement sur I = [0, 1] vers une fonction à déterminer.

b) Déterminer précisément ∥gn − g∥∞,I .

c) En déduire : (gn) converge uniformément sur I vers g ⇔ α < 1.

Exercice 6

On pose, pour n ⩾ 1 et x ∈ ]0, 1], fn(x) = nxn ln(x) et fn(0) = 0.

1. Démontrer que (fn) converge simplement sur [0, 1] vers une fonction f que l’on précisera.

On note ensuite g = f − fn.

2. Étudier les variations de g.

3. En déduire que la convergence de (fn) vers f n’est pas uniforme sur [0, 1].

4. Soit a ∈ [0, 1[. En remarquant qu’il existe n0 ∈ N tel que e−
1
n ⩾ a pour tout n ⩾ n0, démontrer que

la suite (fn) converge uniformément vers f sur [0, a].

Exercice 7 (d’après oraux CCINP 2022 - MP)

1. Soit A une partie de R, (fn) une suite de fonctions de A dans R convergeant simplement vers une
fonction f .
On suppose qu’il existe une suite (xn)n∈N d’éléments de A telle que la suite

(
fn(xn) − f(xn)

)
n∈N

ne tende pas vers 0.
Démontrer que la suite de fonctions (fn) ne converge pas uniformément vers f sur A.

2. Pour tout x ∈ R, on pose fn(x) =
sin(nx)

1 + n2 x2
.

a) Étudier la convergence simple de la suite (fn).

b) Étudier la convergence uniforme de la suite (fn) sur [a,+∞[ (avec a > 0), puis sur ]0,+∞[.

Exercice 8 (d’après oraux CCINP 2022 - MP)

1. Soit A un ensemble, (gn) une suite de fonctions de A dans C et g une fonction de A dans C.
Donner la définition de convergence uniforme sur A de la suite de fonctions (gn) vers la fonction g.

2. On pose fn(x) =
n+ 2

n+ 1
e−nx2

cos
(√

nx
)
.

a) Étudier la convergence simple de la suite de fonctions (fn).

b) La suite de fonctions (fn) converge-t-elle uniformément sur [0,+∞[ ?

c) Soit a > 0. La suite de fonctions (fn) converge-t-elle uniformément sur [a,+∞[ ?

d) La suite de fonctions (fn) converge-t-elle uniformément sur ]0,+∞[ ?
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Interversion de symboles

Interversion des symboles lim
n→+∞

et lim
x→x0

Exercice 9 (d’après oraux CCINP 2022 - MP)

1. Soit (fn) une suite de fonctions de [a, b] dans R.
On suppose que la suite de fonctions (fn) converge uniformément sur [a, b] vers une fonction f , et
que, pour tout n ∈ N, fn est continue en x0, avec x0 ∈ [a, b].
Démontrer que f est continue en x0.

2. On pose : ∀n ∈ N∗,∀x ∈ [0, 1], gn(x) = xn.
La suite de fonctions (gn)n∈N∗ converge-t-elle uniformément sur [0, 1] ?

Interversion des symboles lim
n→+∞

et
∫
I

Exercice 10 (d’après oraux CCINP 2022 - MP)

Pour tout n ∈ N∗, on note : fn : x 7→ e−x

1 + n2 x2
et un =

∫ 1

0
fn(x) dx.

1. Étudier la convergence simple de la suite de fonctions (fn) sur [0, 1].

2. Soit a ∈ ]0, 1[. La suite de fonctions (fn) converge-t-elle uniformément sur [a, 1] ?

3. La suite de fonctions (fn) converge-t-elle uniformément sur [0, 1] ?

4. Trouver la limite de la suite (un)n∈N∗ .

Exercice 11

Pour tout n ∈ N∗, on note : fn : x 7→


n2 x si x ∈ [0, 1

n ]

−n2 x+ 2n si x ∈ ] 1n ,
2
n ]

0 si x ∈ ] 2n , 1]

1. Montrer que (fn) converge simplement sur [0, 1] vers une fonction f à déterminer.

2. Pour tout n ∈ N∗, déterminer
∫ 1

0
fn(t) dt.

3. A-t-on lim
n→+∞

∫ 1

0
fn(t) dt =

∫ 1

0

(
lim

n→+∞
fn(t)

)
dt. Que peut-on en conclure ?

Exercice 12 (d’après oraux CCINP 2022 - MP)

Pour tout n ∈ N, on note : fn : x 7→ (x2 + 1)
n ex + x e−x

n+ x
.

1. Démontrer que la suite de fonction (fn) converge uniformément sur [0, 1].

2. Calculer lim
n→+∞

∫ 1

0
fn(t) dt.

Exercice 13

Pour n ∈ N∗, on définit fn : R+ → R par fn(x) = x

(
1− ⌊x⌋

n

)
si 0 ⩽ x ⩽ n et fn(x) = 0 si x > n.

1. Déterminer la limite simple de (fn). Y a-t-il convergence uniforme ?

2. Calculer lim
n→+∞

∫ +∞

0
fn(x) dx.
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Exercice 14

Pour n ∈ N on pose In =

∫ +∞

0

sh
(
x
n

)
x
(
ch(x)

)2 dx.

1. Justifier l’existence de In.

2. Déterminer la limite de (In), puis de (nIn) quand n tend vers l’infini.

Exercice 15

Pour tout n ∈ N∗, on note fn la fonction définie par :

fn : t 7→


(
1− t

n

)n−1

ln(t) si t ∈ ]0, n]

0 sinon
R → R

1. Déterminer la limite simple de la suite de fonctions (fn).

2. Montrer que
∫ +∞

0
ln(t) e−t dt = lim

n→+∞

∫ n

0

(
1− t

n

)n−1

ln(t) dt.

3. Soit γ ∈ R tel que
n∑

k=1

1

k
= ln(n) + γ + o

n→+∞
(1). Montrer que

∫ +∞

0
ln(t) e−t dt = −γ.

Indications : procéder au changement de variable x = 1− t

n
, puis faire une IPP.
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