Feuille d’exercices 13 : Dérivabilité et analyse asymptotique PCSI

Etude de fonctions

Exercice 1

Etudier ensemble de définition, la continuité puis la dérivabilité des fonctions sui-

vantes. Calculer la dérivée, quand elle existe.

1
(x+1)3
b) f:x—av2—2x
¢) fix—zhe—=x
d) f:x— 2%

e) x> In(322 + 2x)
f) f:x»—)exs_“”

2
¢ —3xr + 2
L —
9) | :x 3¢ 45

h) f:xr (1—22)e 2
T

In(z) +1

j) frax—a”®

k) f:x—

a) f:x—

i) f:x—

x
In(zx + 1)
) f:x— x|z
m) f:xe

Exercice 2

Etude compléte des fonctions suivantes (ensemble de définition, limites, éventuels

n) f:x— 2% — 2|z
0) f:xrs 341

) f '_>x3+2x2—a:+3
T .
p 203 — 322 +

q) f:x— /xln(x)e”

2
r)f:x»ﬁxmﬁ

s) fixr—V3x+5—12
t) [z a?
w) f:x—In(l+ |z|)

v) fix— Va2 — a3

w) o x|z

T
LT
@) [ix |z| + 1

y) frae/a"

prolongements par continuité, variations, allure de la courbe) :

a) f:x—+vVr+1ln(zr+1)
b) fix—r+Va2—1

¢) fiz—In(e®® —e” 4+ 1)

2 —3r+1
222 —b5x — 3

e) fix—al/

d) f:z—

e2x

f) fizw

2 -1

a) f:x—2? -3z +1
b) f:x—+2x—1

10.

11.

Exercice 3
Calculer I'équation des tangentes en 0, 1, —2 et /3 (quand elles existent) des
fonctions suivantes :

¢) f:ax— zln(x+3)
d) f:x—Va2+1e®

Utilisations locales de la dérivabilité

Exercice 4
Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier.

1.
2.

La dérivée d’une fonction paire (resp. impaire) est paire (resp. impaire).
Si f et g sont dérivables sur R, la fonction max(f,g) est continue sur R et
dérivable sur R.

Si f est définie sur [—1, 1], dérivable sur | — 1,1[ et bornée sur [—1, 1], alors il
existe g € | — 1, 1] tel que f/(zo) = 0.

. Toute fonction croissante sur R est dérivable & droite en tout point.

Toute fonction croissante et dérivable sur R a une fonction dérivée positive ou
nulle en tout point.

Toute fonction strictement croissante sur R et dérivable en g € R a une dérivée
strictement positive en xg.

Si f est dérivable sur [0, 1], alors }g% () = f'(0).

Si f est deéfinie sur [0,1], dérivable sur ]0, 1] et si }/1_1% f'(t) existe dans R, alors
f est dérivable en 0 et }E)r(l) () = f'(0).

Soit f une fonction dérivable sur R et vérifiant : lim f(z) = ¢ € R. Alors

T—r+00
. oy
Soit f une fonction 1-périodique telle que fo ;] est dérivable. Alors f est déri-

vable sur R.

Soit f une fonction 1-périodique telle que f oo est dérivable. Alors f est deéri-
vable sur R.
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Exercice 5
Etudier la dérivabilité en 0 de la fonction f suivante :

f + [0,400] — R
x —  cos (V)

1. en revenant a la définition de la dérivabilité en un point,

2. en utilisant le théoréme de la limite de la dérivée.

Exercice 6
On considére la fonction f suivante :

[ Ry
r—2?In(z) siz>0
x —
0

— R

sizx=0

1. La fonction f est-elle continue en 07
2. La fonction f est-elle dérivable en 07 Préciser f’ sur son ensemble de définition.

8. La fonction f est-elle de classe C' sur R ? de classe C2 sur R, ?

Exercice 7
Montrer que la dérivée d'une fonction paire (resp. périodique) est une fonction
impaire (resp. périodique).

Exercice 8
On pose : f = arcsin?.

1. Déterminer une équation différentielle linéaire dont les coefficients sont des fonc-
tions polynomiales et admettant f’ comme solution.

2. En déduire que, pour tout n € N*, f("+2)(0) = n2 £(")(0).

3. Donner alors, pour tout n € N, une expression explicite de f(™(0).

Exercice 9
On note &£ 'ensemble des applications de R dans R telles que :

V(z,y) €R*  fla+y) = fla)+ fly) +ay

1. Démontrer que, pour tout f € £ dérivable en 0, f est dérivable sur R.
2. Déterminer £ NC*(R).

Etude de (f')

Exercice 10

e —e™ ¥

et + e % ’
a) Montrer que f est définie sur R.

On consideére la fonction f : x —

b) Montrer que f est bijective de R vers un intervalle & préciser.
¢) Dresser le tableau de variations de f~1.
d) Quel est 'unique antécédent de 0 par f? En déduire (f~1)'(0).

e) Donner une expression générale de (f~1).

Exercice 11

On note f:z+— x e”.

a) Quel est I'ensemble de définition de f? Etudier ses variations.

b) Montrer que f réalise une bijection de R* dans I, oil I est un intervalle a
préciser.

¢) On note h la bijection réciproque. Déterminer sa dérivée h'.

d) Faire une étude compléte de h (variations, allure de la courbe).

e) Justifier que I’équation e™*

cette solution a l’aide de h.

= 2z admet une unique solution réelle, et exprimer
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Développement limité a ’ordre 1 en x

Exercice 12
Soit f une fonction dérivable en a.
L (a3 — (fa=h)”
h—0 h
a) On consideére la fonction h : z — f(a + x).
Montrer que la fonction A est dérivable en 0.

Le but de 'exercice est de déterminer :

b) Ecrire le dévelppement limité & I’ordre 1 de la fonction h en 0.
(on utilisera ’écriture avec la fonction €(.))

¢) En déduire une écriture de (f(a + z))? pour = au voisinage de 0.

d) Démontrer que : (f(a +z))? = (f(a))?> +2zf(a)f'(a) + o (z).
Conclure. w0

Caractére C"/C*
Exercice 13
1 iz >
On consideére la fonction f: z — { 4;3: o 0
e siz <0

a) Montrer que f est de classe C! sur R.

b) Montrer que f n’est pas deux fois dérivable sur R.

Exercice 14

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer I’ensemble de définition, les éven-
tuels prolongements par continuité, et déterminer la classe la plus fine possible de
la fonction (éventuellement prolongée). Donner ’équation des tangentes (si elles
existent) aux points qui posent probléme.

1
a) fior e

b) f:x»—>x21n<1+

d) f:x—Jre ™
e) f:x— xvVr+ 22

/T
e —1

8|

— 2 f) frxm—

—_

¢e) f:x— (1—x)

Calcul de dérivée néme

Exercice 15
Calculer la dérivée n®™€ de :
1

C)f:xf—)m

a) frox— (22 +1)e”

b) frxr2?(1+z)"

Exercice 16

a) Montrer qu'il existe (a,b) € R? tel que : 2=
—x

b) En déduire la dérivee n®™® de x —

1—22

Exercice 17
Soit n € N. Calculer les dérivées n®™¢ des fonctions suivantes :

a) x> x? sin(x) c) x v+ e” sin(z)

b) z+— 22 (1+2)"

Théoréme de Rolle

Exercice 18

Soit f : [a,b] = R deux fois dérivable et telle que f(a) = f'(a) et f(b) = f'(b).
Montrer qu’il existe un élément ¢ € ]a, b tel que f(c) = f"(c).

(on pourra introduire la fonction g : x — €* (f(z) — f'(x)))
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Théoréme des accroissements finis

Exercice 19
Soit f : R — R une fonction dérivable sur R. Démontrer :

V>0, 3¢ >0, f(x)— f(—x)=2z(f(c)+ f'(=c))

(on pourra introduire la fonction ¢ : x — f(z) — f(—2z))

Exercice 20

Soit f une fonction réelle définie sur R, continue, dont la restriction a R est
dérivable et admettant f(0) comme limite en 4+o00. L’objectif de cet exercice est
de montrer qu’il existe a € R tel que : f'(a) = 0 sous différentes hypotheéses
(généralisation du théoreme de Rolle).

1. Dans cette question, on suppose que la fonction f est de classe C! sur R.
a) Montrer que si f/ ne s’annule pas, alors f est strictement monotone sur R, .
b) En déduire que la limite de f en +o00 ne peut étre égale a f(0).
¢) Conclure quant & 'objectif de 'exercice.

2. Dans cette question, on suppose seulement que la restriction de f & R est

dérivable. On suppose que f n’est pas constante (dans le cas contraire, le résultat
cherché est élémentaire).

a) Justifier I'existence de o € R tel que : f(a) # f(0). Dans la suite de cette
question, on supposera : f(a) > f(0).

b) Justifier I'existence de 8 € Ja+ 1, +00] tel que : 2 f(B) < f(a) + f(0), puis
Vexistence de (u,v) € )0, 8] tel que :

{u<a<v
flu) = f(v)

On pourra s’aider d’un dessin
c¢) Montrer I'existence de a € R tel que : f'(a) = 0.

3. Dans cette question, on retrouve le résultat de la question précédente par une
autre méthode. On considére la fonction :

g : [0,5] —- R

|, dont la restriction a |0, 5|

b) Conclure quant & 'objectif de cet exercice.

Exercice 21
Soit f une fonction réelle dérivable sur [0, 1] et telle que : f(1) — f(0) = —.

Montrer que f’ admet un point fixe.

Exercice 22

Soit f une fonction réelle dérivable sur R et telle que : 2 f(1) = f(2).

Montrer que le graphe I' de f admet une tangente passant par 'origine du repére
dans lequel on trace I'.

Exercice 23
Majorer, lorsque (a,b) est un couple de réels et n est un entier naturel supérieur
ou égal & 2, le nombre de solutions réelles de I’équation =™ + ax + b = 0.

Exercice 24
Soit n € N*.
Montrer qu’une fonction polynomiale de degré n s’annule au plus n fois.
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Exercice 25 Applications de I'TAF

On considére la fonction suivante : .
Exercice 26

f+R =R On consideére la fonction f suivante.
1
\ x = —
1. Démontrer : f € C®(R,R) et, pour tout n € N, la dérivee n®™¢ de f est le et —1
produit de f?"*! et d’une fonction polynomiale que I’on note P,. a) Calculer, pour tout z € |0, +o0[, f'(z).
2. Démontrer que, pour tout n € N, le degré de P, est n et son coefficient dominant Y et
est (—1)"nl. b) Montrer que Vo € |0, 4o0o[, f"(z) = W(xeaC — 2"+ 2+ 2).

3. Calculer, pour tout = € R, (1+ 2?) f'(x) + = f(x). ¢) Etudier les variations de la fonction g : [0, +oo[ — R définie, pour tout = de

4. En déduire que, pour tout n € N* et tout z € R, on a : [0, +oc0], par : g(z) = ze® — 2e* + x + 2.
En déduire : Vz € |0; +o0], f"(z) > 0.
Poi(z) + 2n+ 1)z Py(x) +n* (1 +2?) Py_y(z) = 0 1
d) En déduire le sens de variation de f (on admettra que f'(z) — —5)
. z—0
5. En déduire, pour tout n € N, la valeur de P,(0). On précisera la limite de f en 4+o00. Dresser le tableau de variation de f.
6. Démontrer, pour tout n € N* : P/ = —n? P, . . . ug =1
e) On considére la suite (u,) par :
7. Calculer Py, P», P3 et Py. Vn €N, upp1 = f(un)
4 * . 4 N 1
8. Demontrer que, pour tout n € N* P, admet n racines réelles deux & deux Montrer Va € 10,400, f’(a:)‘ <set0< flz) <1,
distinctes. 2
on pourra utiliser le résultat de exercice 20 f) Reésoudre I'équation f(z) = x, d’inconnue z € |0, +ool.

1
g) Montrer Vn € N, |up41 —In2| < 3 |up, — In 2.

h) Etablir que la suite (u,)n,en+ converge et déterminer sa limite.
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Exercice 27

Soit la suite la suite (uy,) par : {
On pose f(z) =z + 1.

1
a. Montrer que [0, 2] est stable par f et que : Vz € [0,2],|f'(z)| < 3

ug =0

Vn eN, upr1 = vVup +1

b. Déterminer les points fixes de f. Notons r 'unique point fixe dans [0, 2].

¢. Montrer que Vn € N,;0 < u, < 2.

|y, — 7] 1

d. Montrer que ¥Yn € N, |up11 —r| < puis que |u, — 7| <

e. Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite.
<1077

g. Ecrire un programme Python donnant une valeur approchée de r a 107 pres.

f- Déterminer un entier N tel que |uy — r|

Exercice 28

M)

T

On considére la fonction f:xz—e” 2.

Lo . . up € [07 1]
On définit la suite (uy,) par : { Wn €N, uns1 = f(u)

1. Montrer que l'équation f(z) = x admet une unique solution dans [0, 1], que I'on
notera «.

2. Montrer que l'intervalle [0, 1] est stable par f.
En déduire que : Vn € N, u, € [0, 1].

—

3. a) Montrer que : Vz € [0,1], |f'(z)| < <7

b) En déduire que : Vn € N, |up41 — af <

< ()

—al <[ —| .
Ve

d) En déduire enfin que (u,) est convergente et déterminer sa limite.

@

7\ —al.

¢) Puis que : Vn € N, |u,

Exercice 29

On considére la suite (u,) par : { g?zz ZIL\L Uy = 4+ m%
1
a) Soit f : xi—)4+%

Etudier la fonction f et montrer que [1,e2] est stable par f.

b) Etudier le signe de f(z) — z sur [1,62]. En déduire que f posséde un unique
point fixe dans cet intervalle.

¢) Montrer que pour tout n, u, existe et appartient & 'intervalle [1, 62].

d) Etudier la monotonie de (u,) et montrer qu’elle converge vers une limite L &
préciser.

e) Alaide del'inégalité des accroissements finis, donner une majoration de |u, — L|
en fonction de n.

Exercice 30
Soit n € N, on considére la fonction suivante :

fr : R = R

k
x
r — e 7 7'
k=0 k!
/( 1
1. Démontrer que f,, est dérivable sur R et que, pour tout z € [0, 1] } fl(x ’ —
n!

n

2. En déduire que la suite réelle <Z

k:'> converge et calculer sa limite.
k=0 eN

Exercice 31 .
Soit & € R%.. Pour tout n € N, on pose : S, = > p*.
p=0

< (p+ )2t —pt < (a+1) (p+ 1)~
2. Démontrer que, pour tout n € N : n®*t < (a+1) 5, < (n+ 1)>Fh

3. Déterminer un équivalent « simple » de la suite (Sp)nen puis la limite, si elle
existe de la suite (n® S, )nen+ pour chaque valeur du réel 3.

1. Démontrer, pour tout p € N : (a+1) p®
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Exercice 32
On considére la fonction f définie par :

f iR S R

x+1 ><ln(w)

six#1
1 sixz=1

Démontrer que la fonction f est continue sur son ensemble de définition.

Démontrer : Vz > 0, In(z) < z — 1.

™o o

Soit a > 1. On définit la suite (z,)nen par :

g =a
Vn €N, zni1 = f(zn)

a) Démontrer que la suite (x,,) est bien définie et a valeurs dans |1, 4o0].

b) Etablir que la suite (x,,) converge et déterminer sa limite £.
¢) Démontrer qu’il existe un entier ng tel que :

1
Vn = ng, |rpe1 —4 < 3 |z, — £

d) En déduire :

1
e) En déduire : x, =4+ o < >
n—-+oo

Exercice 33

o : . ug € J3, 00
Etudier la suite (u,) définie par :

Vn €N, uptr1 = /3u, — 2

Construire le tableau de variations de f et démontrer : Vo > 1, f(x) < x.

Exercice 34
up € R

Etudier la suite (u,) définie par : Yn e N 3
€ = —
e W |

Fonctions lipschitziennes

Exercice 35

Parmi les fonctions suivantes, lesquelles sont lipschitziennes 7 On déterminera alors,

s’il existe, leur plus petit rapport de Lipschitz.

. f : [0,1] - R 3. f ¢ (0,1 —
x = T
2. f : [l,400] — R 4. f 0,1 —
x = VT x

Exercice 36

Soit (a,b) € R? vérifiant : a < b. Soient f et g deux fonctions définies et lipschit-

ziennes sur [a, b].

1. Démontrer que f + g et f X g sont lipschitziennes.

1
2. Démontrer que, si f ne s’annule pas sur [a, b], la fonction 7 est lipschitzienne.

3. Les résultats précédents restent-ils nécessairement vrais si f et g ne sont pas

définies sur un segment ?
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Exercice 37
Soit f une fonction réelle définie sur R.
1. Soit (a,b) € R? vérifiant : a < b.
a) Démontrer que si la restriction a [a,b] de f est lipschitzienne, alors elle est
bornée.
b) Ce résultat est-il encore nécessairement vrai pour la restriction de f & un

intervalle non borné sur lequel cette derniére est supposée lipschitzienne ?

2. On suppose f lipschitzienne sur R. Démontrer que, pour tout p € | — oo, —1],
la fonction g : z — 2P f(x) admet 0 comme limite en +oc.

3. Soit (a,b,c) € R3 vérifiant : a < b < c. On suppose que les restrictions de f sur
[a,b] et [b,c] sont lipschitziennes. Montrer que la restriction de f sur [a,c]| est
lipschitzienne.

Exercice 38

Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle I de R.

1. On suppose f lipschitzienne sur I. A-t-on nécessairement f dérivable sur 17

2. On suppose f lipschitzienne et dérivable sur I. A-t-on nécessairement f’ bornée
sur I7

3. On suppose f dérivable sur .

a) A-t-on nécessairement f lipschitzienne sur 7

b) Reprendre la question si on suppose f dérivable sur I et f’ bornée sur I.
¢) Reprendre la question si on suppose f de classe C! sur I.

d) Reprendre la question si on suppose f dérivable sur I et I est un segment.

e) Reprendre la question si on suppose que f est de classe C! sur I et I est un
segment.

Exercice 39

Soit I un intervalle fermé de R. Soit g une fonction réelle définie sur I vérifiant :
g(I) C I. On suppose qu'il existe k € |0, 1] tel que g soit k-lipschitzienne sur I. On
deéfinit par récurrence une suite réelle (uy,)nen par :

ug € 1

Vn €N, upi1 = g(un)

1. Justifier que la suite (u,) est bien définie.
2. Montrer que, pour tout 7 € N* : |uyq1 — up| < k|up — up—1].

3. En déduire que, pour tout (p,q) € N? vérifiant ¢ >p >0 :
(L= k) Jug — up| < K [ur — uo

4. Montrer que la suite (u,) est bornée.

5. On admet 'existence d’une application ¢ : N — N strictement croissante telle

que la suite (“@(”))neN converge vers un réel noté L.

a) Démontrer : Vn € N, p(n) > n.

b) En appliquant la question 2., montrer que la suite (4, — Uy(n))nen converge
vers 0, puis que (u,) converge vers L.

¢) Vérifier : g(L) = L. Puis démontrer :

]{n |U1 — UO‘

n_L <
Vn e N, |u | T %

Démontrer des inégalités a I’aide de tableaux de variations

Exercice 40

1) Montrer que : Yz €] — 1, 400], % <lhn(z+1) <=

2

2) Montrer que : Yz € RT, " >14z+ %
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Convexité Exercice 46
. Soit f : [a,b] — R de classe C? telle que f(a) = f(b) = 0.
E>,<erc1ce 41 TR On note M = sup |f”| et on consideére :
Démontrer les inégalités suivantes. [a,b) ; ;
a) Ve €R, e 2z +1 c)VwE[l,e],lnx}x_i 9533’—>f(1‘)—MW et h:x|—>f(x)+M(I_a)2(_x)
e —

b) Vx € ]0,4o0c[, nz <x—1

Exercice 42

Soient (a,b) € R2. Montrer que : o3 <

e + eb
5

Exercice 43

Etudier les fonctions suivantes, notamment la convexité et la présence de points
d’inflexion. On finira en tragant les courbes.

a) f:x— In(l+2?)
b) f:x— xV1— a2

¢) f:xrs el + 27— 3

d) f:m'_>2lnx—|—3

e) f:xr —22+3r—Inx

Exercice 44

a) Montrer que la fonction f: x — —In(lnz) est convexe sur |1, +ool.

b) En déduire que : V(z,y) € |1, +co[?, In <x—£y) > /Inx Iny.

Exercice 45

Soit f la fonction définie sur [0, 1] par f(0) = 0 et, pour z > 0, f(x) = o
nx

a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur [0, 1] (0 compris).
b) Déterminer la convexité de f sur [0, 1].

¢) Montrer que f posséde un unique point d’inflexion sur cet intervalle et déter-
miner la tangente de f en ce point.

d) Tracer une allure de la courbe représentative de f.

a) Justifier I'existence de M.
b) Montrer que g est convexe et h est concave.
(x —a)(b—x)

¢) En déduire que, pour tout x € [a,b], on a: |[f(z)| < M 5

Exercice 47
Démontrer : Va € [1,¢€], <

Exercice 48

Démontrer : Vo € Ry, x — 2

Exercice 49
1. Démontrer que la fonction In est concave.
2. En déduire, pour tout n € N* et tout (ay,...

n n L 1
< (Ma)" <+
) i=1 n

Exercice 50
Soit (a,b) € R? vérifiant : a < b. Soient f et g deux fonctions convexes sur ]a, b|.
Soit A € R,
1. Démontrer que f + g, A- f et sup(f,g) sont convexes sur |a, b|.
2. On suppose que la fonction f est bijective et décroissante sur |a, b.
a) Démontrer que f~! est convexe sur | f(b), f(a)][.
b) Que dire si f est bijective et croissante ?
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Exercice 51
Démontrer qu’une fonction définie sur R, & valeurs dans R, convexe et majorée, est
constante.

Calculs de développements limités

Exercice 52
Déterminer les développements limités & 'ordre 4 en 0 des fonctions suivantes.

PR sin(z) 3. x +— arccos(x)
v +1
2. 1 s eVite? 4oz In(14+2z+V1+a2?)

Exercice 53
Déterminer les développements limités & I’ordre 3 des fonctions suivantes.

3. x> arctan (v/3 cos(z) + /3 sin(z))
en 0

. 1+
1. x +— arcsin en 0
24z

4. x+ arctan (2 sin(z)) en

1 T
2. x> (1+sin(z))* en 0 3

Exercice 54
Déterminer le développement limité de la fonction arcsin en 0 & tout ordre.

Exercice 55
On considére la fonction f définie par :

§ - six#0
M A e 4

1 siz=0
1. Démontrer que la fonction f est de classe C' sur R.

2. Montrer que f réalise une bijection de R sur R dont la bijection réciproque
est de classe C! sur R% .

3. On admet que f est trois fois dérivable sur R. Donner un développement limité
de la fonction f~! a lordre 3 en 1.

Description locale du graphe d’une fonction

Exercice 56
On considére la fonction f définie par :

f 005 = R

z +— In(tan(z))

Calculer I’équation de la tangente & la courbe représentative de f au point d’abs-
i
cisse 1 et préciser la position relative locale de cette courbe et de cette tangente.

Exercice 57
On considére la fonction f suivante :

foo =4 50\o0} - R
e\/l—l—sin(m) —e
"L' B
tan(x)

1. Démontrer que f se prolonge par continuité en 0 en une fonction que I'on
nommera g.

2. Démontrer que g est dérivable en 0 puis préciser la position relative du graphe
de g et de sa tangente au voisinage de 0.

Exercice 58
On consideére la fonction f définie par :

f R - R
1
T > exp (m) arctan(z) Va2 +x + 1

Préciser, si elles existent, les asymptotes du graphe de f au voisinage de +00 et
de —o0, ainsi que les positions relatives de ces asymptotes et du graphe de f au
voisinage de ces mémes points.
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Exercice 59
On considére la fonction f définie par :
f R — R
at exp (—25)
2 +1
. Démontrer qu’au voisinage de +oo (resp. —o0), le graphe de f est asymptote a
une parabole dont on donnera I’équation.

T

Préciser la position respective de cette parabole et du graphe de f au voisinage
de 400 (resp. —o0).

Exercice 60
On considére la fonction f définie par :

f ]—1,+00[\{0} — R

In(1+ z)

x
Démontrer que la fonction f se prolonge en une fonction g trois fois dérivable sur
] — 1, 400[. On précisera les valeurs de g(0), ¢’(0), ¢"(0) et g©(0).

x

Exercice 61

On considére la fonction définie sur | — 1, +00[\{0} par f : z — % sin(z) In(1+x).
1.
2.

Calculer le développement limité de f & 'ordre 2 en 0.

Démontrer que f peut étre prolongée par continuité en 0 en une fonction g a
préciser dont on prouvera qu’elle est dérivable en 0.

Démontrer que g est de classe C! sur R,

1
.Onposeh:x—xf (> Que peut-on en déduire & propos de h & partit du
x
développement limité d’ordre 2 en 0 de f7

En déduire I’équation d’'une asymptote au graphe de h et préciser la position
relative du graphe par rapport & I'asymptote.

11

Développement asymptotique des solutions d’une équation

Exercice 62
Pour tout n € N, on considére la fonction f, suivante :

In

Jnm — %, nw+ 5 —

x — e” tan(x)

1. Démontrer que, pour tout n € N, la fonction f, est bijective.

Démontrer que, pour tout n € N, ’équation tan(x) = e™*

solution oy, € Jnm — 5, nm + .

admet une unique

Démontrer que la réciproque de fp admet un développement limité a tout ordre
en 0. Calculer ce développement limité a 'ordre 3.

Démontrer que, pour tout n € N: o, = nmw + fal (e_"”).

4.

o

n—-+oo

o e—2n7r 4 g e—3n7r +

5. En déduire : a,, = nw + e "7 (e_3””).

Exercice 63
On consideére la fonction f suivante :

f R — R
r — 4z
1. Démontrer : r =1-e®+ o (e77)
"+ In(l+ze®) 2 :
2. En dédui v LI ( 1 >
. En déduire : —— =1 — —— 0 )
3. Montrer que, pour tout n € N, il existe un unique réel x,, tel que : f(z,) = n.
1 1
4. Démontrer : z,, = In(n) — M + o ( n(n)>
n n——+oo n



