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Interrogation de rentrée

Mise en route

Exercice 1
1. Quel est le théme au programme de PSI en Lettres/Philosophie ?

2. Quels sont les 3 ceuvres au programme de PSI en Lettres/Philosophie 7 (titres / auteurs)

Démonstration.
1. Le théme au programme cette année est : « Faire croire ».
2. Les 3 ceuvres au programme de PSI sont :

x Les Liaisons dangereuses, Choderlos de Laclos.

x Lorenzaccio, Alfred de Musset.

x La Crise de la culture, Hannah Arendt. O

Exercice 2

1. Tracer sur un méme graphique les graphes des fonctions f :  — In(z) et g :  — exp(x). On
fera apparaitre 'axe des abscisses et 1’axe des ordonnées (1’échelle n’est pas imposée) ainsi que les
tangentes en d’éventuels points d’intérét.

2. Quel est le lien entre les fonctions f et g7 Comment cela se traduit-il graphiquement ?

Exercices d’été
Exercice 3
Pour chacune des expressions suivantes :

(i) déterminer si elle désigne une proposition ou un objet. Si c’est un objet, précisez de quel type
d’objet il s’agit (réel, fonction, suite, série, ensemble).

(i) indiquer, pour chaque variable en présence, si elle est libre ou liée.

3
1./ () dt, 3. x— In(z) + x, 6. dkeZ k<m<k+1,
2 4. {x eR |z >0}, 7. (un)nen-
¢
2. /0 te dt, 5. VneN, upy1 = up,
Démonstration.

3
1 /2 (1) dt

(i) 1l s’agit d’un réel.

(i1) La variable ¢ est muette car c’est la variable d’intégration (elle est donc sous la portée d’un
symbole d’intégration [ ).
La variable f est libre (elle n’est sous la portée d’aucun quantificateur ni de symbole mathéma-
tique).

Une fois le calcul effectué, le résultat dépendra seulement de I'expression de f.
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X
2. / tet dt
0

(i) 1l s’agit d’un réel.

(it) La variable ¢ est muette car c’est la variable d’intégration (elle est donc sous la portée d’un
symbole d’intégration [ ).
La variable x est libre (elles n’est sous la portée d’aucun quantificateur ni de symbole mathé-

matique).

Une fois le calcul effectué, le résultat dépendra seulement de la variable x.

3. x+— In(z) +

(i) 1l s’agit d’une fonction réelle d’une variable réelle.

(ii) La variable x est muette car c’est la variable de définition de la fonction (une fonction est un
mécanisme d’association : a chaque valeur de x est associée une image par la fonction).

On a ici affaire & une fonction dont 1’évaluation en un réel donné ne dépend d’aucune variable.

4. {zeR|z>0}

(i) 1l s’agit d’un sous-ensemble de R.

(it) La variable x est muette (on s’intéresse ici a tous les réels = vérifiant une condition donnée).

On a ici affaire & un ensemble qui ne dépend d’aucune variable.

Commentaire

Notons que cette conclusion est bien rassurante puisque l'ensemble {z € R | x > 0} n’est
autre que l'ensemble Ry (ou [0, 400[), notations qui ne font pas apparaitre de dépendance
en une variable .

5. Vn €N, upt1 = up

(i) 1l s’agit d’une proposition quantifiée universellement.

(ii) La variable n est muette car elle est sous la portée d’un quantificateur.

La valeur de vérité de cette proposition mathématique ne dépend d’aucune variable.

6. kel k<m<k+1

(i) 1l s’agit d’une proposition quantifiée existentiellement.

(i) La variable k est muette car elle est sous la portée d’un quantificateur.
La variable 7 est libre (elle n’est sous la portée d’aucun quantificateur ni de symbole mathéma-
tique). C’est la variable généralement utilisée pour désigner la constante pi.

La valeur de vérité de cette proposition mathématique ne dépend que de la variable 7.

7. (un)nEN

(i) 1l s’agit d’une suite.

(i1) La variable n est muette (on considére ici la valeur de la suite u & tous les rangs n entiers).

La suite u (autre notation de la suite (uy)nen) ne dépend d’aucune variable.
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Exercice 4
Déterminer les solutions des équations différentielles suivantes d’inconnues y € €1 (R, R) :

1. (E)y —5y=2
2. (BE) o — by = 22

Démonstration.
1. Résolvons (E7).

o On commence par résoudre son équation homogene associée (Hiy) y' — 5y = 0.
C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 & coefficients constants. L’ensemble de ses
solutions est donc :
{z+— Xe® | A e R}

« On cherche ensuite une solution particuliére de (E7).
Comme le second membre de (E7) est une constante, on cherche une fonction constante solution

de <E1>
Soit ¢ € R. On note alors g : z + c. La fonction g est bien de classe €' sur R.

g est solution de (Ey) < Vx eR, ¢(x) —5g(x) =2

& —be=2

2
Ainsi, la fonction g; : x — ~E est une solution particuliére de (Ey).

2
On en déduit que I'ensemble des solutions de (E;) est : {x — X e®® — R | A € R}

2. Résolvons (E»).

« On commence par résoudre son équation homogene associée (Hs) y' — 5y = 0.
C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 & coefficients constants. L’ensemble de ses
solutions est donc :

{z+— X’ | A eR}

« On cherche ensuite une solution particuliére de (E2).
Comme le second membre de (F») est une fonction polynomiale de degré 2, on cherche une fonction
polynomiale de degré 2 solution de (E3).
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Soit (a, b, c) € R3. On note alors g : 2 +— ax? +bx + c. La fonction g est bien de classe ¢! sur R.

g est solution de (E2) = Vr € R, ¢'(z) — 5g(x) = 2?
— Vz €R, 2ax+b—5(az? +bx+c) = 22
= Vz € R, —bax?+ (2a — 5b) z + (b — 5¢) = z?
—-5a =1
— 2a — 5b =
b — 5¢c = 0
Ly 5Ly +21L —5a =1
— — 25b =
b — 5¢c = 0
Ly« 2503+ Ly —da =1
— — 250 =
— 125¢ = 2
. _
= b = -Z
2
c = — 125

1 2 2
Ainsi, la fonction g9 : x — —% (mz + F + 25) est une solution particuliére de (Es).

On en déduit que I'ensemble des solutions de (E») est :

1 2 2
{a:»—>)\e5$—5(:z2+5:z+25> | A € R}.

Exercice 5

1
Soit E = ¢°([0,1]). On pose, pour (f,g) € E x E, (f,g) = / f(t) g(t) t* dt.
0

Démontrer que (-, -) est un produit scalaire.

Démonstration.
Remarquons tout d’abord que pour tout (f,g) € E x E, la fonction t + f(t) g(t) t? est continue sur

1
le SEGMENT [0, 1] ce qui démontre que 'intégrale / f(t) g(t) t* dt est bien définie.
0

L’application (-,-) est bien définie sur E x E.

1) Soit (f,g9) € E x E.

1 1
(f9) = /O £(t) g(t) 12 di = /O ot) F(t) 2 dt = (g, )

On en déduit que l'application (-,-) est symétrique.
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2) Soit (f1, fo,9) € E X E X E et soit (A1, A2) € R.

1
(M fi+ X fa,9) = /0 (M fL+ X2 fo)(t) gt) £ at

(par linéarité de [’évaluation
en un point)

1
_ /0 (M F1(8) + Ao fa(t)) g(t) £ dt

1
— / (AL fi(t) g(t) 2+ A2 fa(t) g(t) t7) dt

(par linéarité de [’intégrale
sur un segment)

0
1 1
= X\ /0 fi(t) g(t) t2 dt + Ao /0 fa(t) g(t) t* dt

= A {(f1,9) + X2 (f2,9)

On en conclut que I'application (-,-) est linéaire & gauche.

L’application (-,-) étant de plus symétrique (démontré en 1.), on en conclut qu’elle est bilinéaire.

3) Démontrons maintenant que I'application (-, -) est définie positive.
. SOlt f S FE.

1
. f) = /0 (F(5)? 2 dt

Or, pour tout ¢ € [0, 1], (f(t))2 t2>0.
Ainsi, par croissance de 'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant (1 > 0) :

/1 (f(1)* 2 dt > 0
0

VfeE (f.f) 20
« Soit f € E. Supposons (f, f) = 0. Autrement dit :

/1 (fF®)* e dt = 0
0

La fonction ¢ — (f(t))2 t? est :
x continue sur [0, 1],
x positive sur [0, 1].
Cette fonction étant d’intégrale nulle sur [0,1], on en déduit :
ve e [0,1], (F(1))* 2 = 0
Comme pour tout ¢ € ]0,1], 2 # 0, on en conclut : V¢t € |0, 1], (f(t))2 = 0 et finalement :
vie 10,10 £(t) = 0
Enfin, comme f est continue en 0 alors :

f(0) = lim f(t) = im0 = 0
t—0 t—0
t>0

VieE (f,f)=0 = f=0g

On en conclut que l'application (-, -) est bien définie positive.

Exercice 6
Calculer les intégrales suivantes :
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Pl ° (In(z))?
v [ da o [0,

et 4o

Démonstration.
X

1
a) La fonction f : z +— i est continue sur le SEGMENT [0, 1].
x

ex

Ainsi, I'intégrale est bien définie. De plus :

1 eZ+1 . 1
/0 e = (e al) ]

= In(le* +1]) —In(|e° +0|)

= In(e'+1) —InfA) = In(e' +1)

b) La fonction f:z — est continue sur le SEGMENT [1,e].

(ln(m))2

Ainsi, I'intégrale est bien définie. De plus :

/le (In(x))” P

X

e

(ln($))2 dz

K=

—

241

| = 5 [y

Il
W] =
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Commentaire

o Dans la rédaction, on fait apparaitre une régle classique de « primitivation ».
On rappelle dans les tableaux ci-dessous les régles a connaitre.

Tout intervalle I tel

Fonction Une primitive
que :
zTra ICR T axr+ A
x>z gl
(avec n € N) Ik SARA 1+)\
T x® . zotl
(avec a € R\ {—1}) TeRy RARP 1+)\
! 1 A
T ICR: x +— In(x) +
1
T — I CR* x = In(—z) + A
- :
x e’ ICR x— e+ A
x = a® a’
> A
(avec a >0 et a # 1) IR v ln(a)+
= v (z) (u(x))™ x u dérivable sur I. (u(z))"
(avec n € N) ‘x’_)ni—i—l—i_)\
x u dérivable sur I. "
x = u(x) (u(x))® (u(@))”
>0 1.
(avec a € R\ {—1}) v St v a+1 A

x U dérivable sur I.
x u# 0sur I.

x = In(Ju(x)|) + A

z = u/(x) @)

x u dérivable sur I.

z = (@) 4\

(o A est un réel quelconque)

« Lorsque la fonction f est positive sur le segment d’intrégration [a, b], alors f; f(t) dt = 0.
Ainsi, le signe du résultat est une bonne mesure de vérification.

Exercice 7

Déterminer (en la justifiant) la nature des séries suivantes.
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1.3 2% oy (ZU In(n) 3.3 In <1+ (_1)n>

n2

METHODO | Etude des séries numériques (PCSI)

Afin de déterminer la nature d’une série » . w,, on pourra penser a utiliser 'une des techniques listées
ci-dessous.

1) Etude de la suite (u,) réelle ou complexe

a) Siu, —/ 0, lasérie ) wu, diverge grossiérement donc diverge.
n—+00

b) Siuy, —+> 0, la série Y wy, ne diverge pas grossiérement.
n—-—+oo

La série ) wu, peut étre divergente ou convergente.
(une étude plus précise doit étre réalisée)

C’est une premiére étude de la « taille » du terme général u,, de la série > u, étudiée.

2) Si > wuy est a termes positifs (c’est-a-dire si : Vn € N, u,, > 0)

On dispose des quatre outils suivants.

a) Critére de comparaison par inégalité des séries & termes positifs.

b) Critére de comparaison par équivalence des séries & termes positifs.
¢) Critére de comparaison par négligeabilité des séries a termes positifs.
d) Critére de comparaison par domination des séries & termes positifs.

On estime ici plus précisément la « taille » du terme général u,, de la série Y wu, étudiée. Pour ce

faire, on compare u,, au terme général v,, d’une série de référence. On pensera notamment :

x & comparer avec des séries de terme général v, = — dont la nature est donnée par le critére de
Riemann. "
(on pourra aussi penser a comparer au terme général d’une série géométrique ou au terme général
de la série exponentielle ou plus généralement au terme général d’une série dont on a établi la
nature précédemment)

« & utiliser la formule de Stirling (cf cours de 2°™¢ anéne) pour évaluer la taille d'un terme général
faisant apparaitre des factorielles.

Note : si > uy est a termes négatifs, on étudie ) —u, qui est de méme nature que Y uy,.

3) Si > wu, est A termes réels de signes non constants ou est & termes complexes

On pourra penser & I'une de ces méthodes.

a) Utilisation du critére spécial des séries alternées si le cadre s’y préte (cf cours de 2°™¢ année).
b) Démontrer de la convergence absolue (comme |u,| > 0, les techniques du 8) sont utilisables)

e Si) |up| est convergente (c’est-a-dire > u, absolument convergente) alors > w,, est conver-
gente.

e Si ) |up| est divergente alors » w, peut étre divergente ou convergente (une étude plus
précise doit étre réalisée).

Démonstration.
n 1
1. (7 = — = —
(Z) 2n nHOJroo <n2>

1
(i) La série ) — est convergente en tant que série de Riemann d’exposant 2 (> 1).
n

n
2n

n
Ainsi, par théoréme de négligeabilité des séries a termes positifs, la série » on est (absolument)

convergente.




PSI 04 septembre 2023

Mathématiques
—1)" 1 1 1
o |CD )| ) (1
n3 n3 n—+oo \ M2

1
(i) La série ), — est convergente en tant que série de Riemann d’exposant 2 (> 1).
n

—1)" In(n
Ainsi, par théoréme de négligeabilité des séries a termes positifs, la série ) w est (ab-
n
solument) convergente.
" " 1
3. (i) ln(l—i—( 2)> ( 2) =—
n notoo | T n

1
(i) La série ), — est convergente en tant que série de Riemann d’exposant 2 (> 1).
n

1)
Ainsi, par théoréme d’équivalence des séries & termes positifs, la série > In <1 + ()> est

(absolument) convergente.

Exercice 8
Résoudre les systémes linéaires suivants.

r +y — 2z =0 r + y + =z =0
1. 2x — 2z =0 2. - — y — =z =0
r —y — =z =0 -2z — 2y — 2z =0
Démonstration.
1.
r + vy — =z =0
(S2) — 2 x — 2z =0
x -y - z =0
nenot [Tt vo—2 =0
—= - 2y =0
- 2y =0
Ly« Ly — Ly Tz + y — 2z =0
= - 2y = 0
0 =0
r + y = z
{ - 2y =0
Ly 201+ Ly 2x = 22 LIH%LI x€X = Z
<~ <~
2.
r + y + z =0
(Ss) = - — y — =z =0
-2z — 2y — 2z = 0
pelh (o4 oy 4o o= 0
— 0 =0
0 =0
— {2 = -y - 2z
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Exercice 9

5 1 -1
On considére la matrice : A = (2 4 —2) )
1 -1 3

Déterminer les réels A pour lesquelles la matrice A — A I3 est non inversible.

Commentaire \

« Rappelons tout d’abord que pour toute matrice carrée M € 4, (R) :

La matrice M € .#,(R) est non inversible

& 33X € Ma(R)\{0.4, &)}, MX =04, ()
Ainsi, pour tout A € R et toute matrice A € .#,(R), la propriété suivante est vérifiée :

La matrice A — X - I,, est non inversible
& dX e «/ln,l(R) \ {0///”’1(]1{)}, (A —A- In) X = 0///”’1(]1@)
& dX E.//nyl(]R)\{O///n’l(R)},AX:)\X

« Dans I'exercice 10 de la séance 3, on détermine I’ensemble des matrices colonnes X € ., 1(R)
telles que :

x A — I3 est non inversible (question 1.a)),
x A+ 213 est non inversible (question 1.b)),
x A — 313 est non inversible (question 1.c¢)).

Il est légitime de se poser la question de savoir pourquoi on s’intéresse particuliérement
aux réels 1, —2 et 3. Ce sont exactement les valeurs de A € R telles que A — A I3 est non
inversible. Pour ces 3 valeurs, il existe forcément des vecteurs X € .#31(R) non nuls tels
que AX = X X. On constate dans la séance 3 que chercher ’ensemble des vecteurs vérifiant
cette propriété peut permettre de trouver une matrice D € .#3(R) diagonale et une matrice
P € #3(R) inversible telles que :

A=PD P!

L’intérét d’une telle écriture ainsi que le vocabulaire associé a de telles recherches sera détaillé
dans le chapitre « Réduction ». Pour ces devoirs de vacances, on vérifie simplement la capacité
a résoudre un systéme linéaire ainsi que la capacité a calculer un déterminant (en ’occurrence
le déterminant d’une matrice a parameétre).

Démonstration.

10
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Soit A € R.
5—A 1 -1
det(A — X I3) = 2 4-X =2
1 -1 3-A
O [ R CARE RSP
= 0 6—X —8+2A
1 -1 3—-A
_ (—1)3+1 6-X —1-(5-X)B-2) (en développant par rapport
6—A -8+ 2 a la premiére colonne)
Ly 12— L 6—A —16+8\ — A2
o 0 8 — 6+ A2

(6—X) (8 =6+ )2
(6=X)(2-X) (4=2X)

A — M3 non inversible < det (A—)Jg)zO
&S 6—A=0002—-A=0004-X=0

Exercice 10

& A=6 00U A=2 00U A=4

Dans tout cet exercice, f désigne la fonction définie sur |0, +oo| par :

V€10, 4+o00[, f(z) =z —In(z)

Partie I : Etude de la fonction f

1. Dresser le tableau de variations de f en précisant ses limites en 0 et en +o0.

Démonstration.

« La fonction f est dérivable sur |0, +o00[ en tant que somme de fonctions dérivables sur ]0, +o00].

« Soit z € ]0,4o0].

Alors, comme x > 0 :

1 r—1

f#)20 & 2—-1>20 & z>1

On obtient le tableau de variations suivant :

x

0

“+00

Signe de f'(z)

Variations de f

o Détaillons les éléments de ce tableau.
- Tout d’abord : f(1) =1—1In(1) = 1.

- Ensuite : lim In(z) = —oo.
z—0

11
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Donc : lim f(z) = +oo0.

x—0

- Enfin, soit z € ]0, +o0] :

f(z) = z—1In(z) = ac(l_ln(l‘))

T

_ . ) In(z)
De plus, par croissances comparées : lim =0.
r——+00 x

On en déduit : lim f(z) = +oo.
T——+00

O

2. Montrer que 'équation f(x) = 2, d’inconnue z € |0, +o00[, admet exactement deux solutions, que
I’on note a et b, telles que 0 < a <1 < b.

Démonstration.
« La fonction f est :
x continue sur |0, 1] (car dérivable sur ]0, 1]),
x strictement décroissante sur |0, 1[.
Ainsi f réalise une bijection de ]0, 1[ dans f(]0, 1[).

£(0,1)) = lim f(z), lim f(x)| =]1,4+o0|

x—1- z—0
Or 2 €]1,4o0].
Donc l'équation f(z) = 2 admet une unique solution sur |0, 1], notée a.
« La fonction f est :
x continue sur |1, +oo[ (car dérivable sur |1, 4o00]),
x strictement croissante sur |1, 4+o00l.
Ainsi f réalise une bijection de |1, +oo[ dans f(]1, +o0]).
F(l4oo]) = | lim f(w), lim f()] =]1,+o0]

r—1— T—+400

Or2e 1,400
Donc I'équation f(z) = 2 admet une unique solution sur |1, +ool, notée b.

Finalement, I’équation f(x) = 2 admet exactement 2 solutions sur ]0, +oo[ notées a et b

telles que 0 < a <1 <b.

Commentaire \

o Il est important dans cette question d’avoir parfaitement en téte toutes les hypothéses
du théoréeme de la bijection. En particulier, la fonction f doit étre strictement mo-
notone sur 'intervalle considéré.

« On ne pouvait donc pas appliquer le théoréme de la bijection directement sur I'inter-
valle |0, +oo[, mais il fallait découper cet intervalle en plusieurs sous-intervalles sur
lesquels f est strictement monotone (ici |0, 1[ et |1, +00]).

\. J

3. Montrer : b € [2,4]. On donne : In(2) ~ 0, 7.

Démonstration.

12
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o Remarquons tout d’abord :
x f(2)=2—-1n(2) <2,
x f(4) =4—1n(4) =4 —In(2?) =4 — 2In(2) = 2(2 — In(2)).
De plus, In(2) ~ 0,7, donc : 2 —In(2) ~ 1,3 et ainsi : f(4) =2(2 —In(2)) ~ 2,6 > 2.
x f(b) =2.
On a donc : f(2) < f(b) < f(4).
« Notons g la réciproque de f sur |1, +oo[. D’aprés le théoréme de la bijection, g : |1, +oo[— |1, +0o0]
est strictement croissante sur |1, +oo[. En appliquant g de part et d’autre de I'inégalité précédente :

g(f(2)) < g(f) < g(f()
2 < b < 4

On a bien démontré : b € [2,4].

Commentaire

L’indication de I’énoncé In(2) ~ 0,7 ne permet pas de savoir s’il s’agit d’une sur ou d’une sous-
approximation. Un encadrement, tel que 0,6 < In(2) < 0,8, permettrait de résoudre ce problém[%.

Partie II : Etude d’une suite
Onpose :ug=4 et VneN, uptr =In(u,) + 2.
4. Montrer que la suite (uy,)nen est bien définie et que l'on a: Vn € N, u, € [b, +o0].

Démonstration.
t bien défini
Démontrons par récurrence : Vn € N, Z(n) ou £ (n) : tn €58 DICIL CEHTE
up, € [b, +o00[
» Initialisation :
up = 4. Or, d’apreés la question 3., b < 4. Donc : ug € [b, +00l.
D'ou 2(0).
» Hérédité : Soit n € N.
. t bien défini
Supposons Z(n) et démontrons Z(n + 1) (i.e. { Un+1 O50 DiETL COTn

Up41 € [b,—l—OO[ )

Par hypothése de récurrence, u,, est bien défini et u,, € [b, +00].

- Comme u, > b > 2, on a en particulier u, > 0.
Donc In(uy,) est bien définie. D’out uy,41 est bien défini.

- Comme U, > b

(par croissance de
>
alors In(un) = In(b) la fonction In sur |0, +o00])
et In(u,)+2 > In(b)+2

I

Un+1
Enfin, par définition de b : f(b) = 2, c’est-a-dire b — In(b) = 2. Ainsi : In(b) = b — 2.
On obtient alors :
Upy1 = In(b)+2=(b—-2)+2

Dou Z(n+1).
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Par principe de récurrence, on obtient que (uy,) est bien définie et : Vn € N, w,, € [b, +o0|.

\

Commentaire

o Cette question est un classique des suites récurrentes.
Elle se traite généralement par récurrence.

« Il faut ici faire attention & bien énoncer ’hypothése de récurrence.
Pour montrer que « la suite (u,) est bien définie », on démontre en réalité :

VneN, Z(n) oua P(n):le réel u, est bien défini

5. Déterminer la monotonie de la suite (u,)pen. En déduire qu’elle converge et préciser sa limite.

Démonstration.
. SOlt n e N

Up+1 — Un = ln(un) +2—-u, = 2— (un - ln(un)) = f(b) - f(un)

Or, d’aprés la question précédente : u, > b.
De plus, par croissance de la fonction f sur [b,+o00] : f(un) = f(b).
Dot : upt1 — up = f(b) — f(uyn) <O0.

‘ Ainsi, la suite (u,) est décroissante.

Commentaire

On pouvait aussi démontrer la décroissance de la suite (u,) par récurrence.
Démontrons par récurrence : ¥n € N, Z(n)  ou  (n) : Uupt1 < Up.
» Initialisation :

up =In(ug) +2=mI(4)+2=2In(2) +2~2x0,7+2 ~ 3,4.

Donc u; < uyg.

D’ou £(0).
» Hérédité : Soit n € N.

Supposons Z(n) et démontrons & (n + 1) (i.e. Upta < Upt1).

Tout d’abord Up+1 < U, (par hypotheése de récurrence)

(par croissance de

donc I(uni1) < Infun) la fonction In sur |0, +o00])
et In(up+1) +2 < In(uy) +2
I I
Un+2 Un+1

D’ou Z(n+1).
Par principe de récurrence, on en déduit : Vn € N, up41 < up.

\.

« La suite (u,) est donc :

X

X

décroissante,

minorée par b (car : Vn € N, u,, € [b, +00]).

On en déduit que la suite (u,) converge. On note ¢ sa limite.

Tout d’abord : Vn € N, u,, > b.
Par passage a limite, on en déduit : £ > b.
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- Ensuite : Vn € N, u,q1 = In(uy) + 2.
Donc, par continuité de In sur 0, +o0[ : £ = In(¢) + 2. Or :

(=) +2 & (—In(l)=2 & f()=2

Or, d’apreés la question 2., b est 'unique solution de I'équation f(z) =2 sur |1, +o0.

Donc ¢ = b.

6. a) Montrer : Vn € N, up41 — b < = (uy — b).

N |

Démonstration.
On note h la fonction définie par h : z — In(x) + 2.

« La fonction h est dérivable sur [b, +00] en tant que somme de fonctions dérivables sur [b, +o00].

1 1
Soit x € [b, +o00[. Alors h/(z) = — > 0. Ainsi : Vo € [b, +oo], |W(z)] = h(x) = —.
x x
Or, d’aprés la question 8., b > 2. Donc, pour tout x € [b,4+00] : x > b > 2.
1
Par décroissance de la fonction inverse sur |0, +o0o], on en déduit : — < 5

SHE

Ainsi : ]
Vz € [b, +oo[, h'(x) < 3
e On sait alors :

x h est dérivable sur [b, +o0],

1
x Va € [b,4o0[, |h (z)| = W (x) < 3

On en déduit, par I'inégalité des accroissements finis :
2 1
V(z,y) € [b,+ool%, | Aly) —h(z) | < 5 Iy — |
Soit n € N. En appliquant cette inégalité & y = u,, € [b,+00[ et & = b € [b,+00[, on obtient :

1 1
h(un) — h(b) = | h(un) —h(b) | < 3 lun — b = B (un —b)

x h(ug) = In(uy) + 2 = upt1
x h(b) =In(b) +2 = (b—2) + 2 = b, car b est solution de 'équation f(z) = 2.

1
On en déduit : Vn € N, up4q1 — b < §(un —b).
O
. 1
b) En déduire: Vvn e N, 0 < up —b < on 1"

Démonstration.

o Soit n € N. D’aprés la question 4. : u, > b.

Donc : u, — b > 0.

« Démontrons par récurrence : Yn € N, Z(n) ou £(n):u, —b<

15
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» Initialisation :
D’une part : ug —b =4 —b.
1 1

D’autre part : 201 = 51— 2.
Ainsi: wug—b = 4-0b
< 4-2 (car b = 2 d’apres la question 8)
1
= 2= 5

D’ou £(0).
» Hérédité : Soit n € N.

1
Supposons Z(n) et démontrons & (n + 1) (i.e. upt1 —b < 2—”)
1
D’aprés la question précédente : upy1 — b < i(un —b)
1

Or, par hypothése de récurrence : u, — b < n1
En combinant ces deux résultats, on obtient :

1 1 1 1

D'ou Z(n+1).

Par principe de récurrence : Vn € N, u,, — b <

O

7. a) Ecrire une fonction Python d’en-téte def suite(n) : qui, prenant en argument un entier n de
N, renvoie la valeur de u,. On admettra que la bibliothéque numpy est déja chargée.

Démonstration.
On propose la fonction suivante :

def suite(n)

1
2 u=4

3 for i in (n)

4 u = np.log(u) + 2
5 return u

Détaillons les éléments de cette fonction.

« Début de la fonction
L’énoncé commence par préciser la structure de la fonction :

x cette fonction se nomme suite,
x elle prend en paramétre d’entrée I'entier n,

x elle renvoie la valeur stockée dans la variable u.

1 def suite(n)

return u

s

La variable u, qui contiendra les valeurs successives de la suite (uy,) est initialisée a 4 : la valeur
de ug.

2 u=4
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« Structure itérative
Les lignes 3 a 4 consistent & calculer les valeurs successives de la suite (uy,).
Pour cela, on utilise une structure itérative (boucle for) :

for i in (n)
u = np.log(u) + 2

[CE]

On tire ici partie de la définition récursive (d’ordre 1) de cette suite. La nouvelle valeur de la
suite, que 'on stockera dans la variable u, est obtenue & l'aide de la valeur précédente qui est
celle alors stockée dans u.

« Fin de la fonction
A lissue de cette boucle, la variable u contient la quantité u, ot n est le paramétre entré lors
de 'appel de la fonction.

Commentaire

o Le programme Python consiste a mettre a jour successivement la variable u jusqu’a
obtention de la valeur que ’on souhaite calculer. L’idée est la suivante.
Si avant le ®™¢ tour de boucle (avec i € [1,n]) :

la variable u contient la valeur u;_q
alors, & l’issue de ce tour de boucle :

la variable u contient la valeur u;

Cette propriété est ce qu’'on appelle un invariant de boucle. Elle permet d’assurer la
correction de la fonction implémentée et notamment le fait qu’a I'issue du dernier tour de

boucle la variable u contient wuy. -

b) Recopier et compléter la ligne 3 de la fonction Python suivante afin que, prenant en argument
un réel epsilon strictement positif, elle renvoie une valeur approchée de b & epsilon prés.

def valeur_approchee(epsilon)
n=20

n=n-+1

v b W o =
=
m
-
’_I
(0]

return suite(n)

Démonstration.

o D’apreés la question 6.b) :
1
2n—1

VneN, 0<u, —b<

1
S’il existe N € N tel que on T < g, on obtiendra par transitivité :

O0<uy—-b<e

Donc uy est une valeur approchée de b & € prés.

e On compléte alors le programme Python de la facon suivante :

3 while 1 / 2**(n-1) > epsilon

On propose le programme suivant :
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1 def valeur_approchee(epsilon)

2 n=20

3 while 1 / 2%x(n-1) > epsilon :
4 n=n+1

5

return suite(n)

Détaillons les éléments de ce script.

o Début du programme
Commengons par préciser la structure de la fonction :

x cette fonction se nomme valeur_approchee,
% elle prend comme paramétre d’entrée le réel epsilon,

% elle renvoie le résultat de la commande suite(n).

1 def valeur_approchee(epsilon)

return suite(n)

&3

On initialise ensuite la variable n & 0.

o Structure itérative
Les lignes 3 & 4 consistent a déterminer un entier n tel que : |u, — b| < . Pour ce faire, on
se sert de la condition suffisante exposée ci-dessus & savoir : 2,%1 < € (si cette condition est
vérifiée alors il en est de méme de la précédente).

Le programme consiste donc a incrémenter la variable n de 1 jusqu’a ce que : 57— < &.

Autrement dit, on doit incrémenter la variable n de 1 tant que : gn%l > €.
Pour cela on met en place une boucle while :

3 while 1 / 2x*(n-1) > epsilon :

Puis on met & jour la variable n.

o Fin du programme
A Tl'issue de cette boucle, la variable n contient un entier n tel que : zn—l,l < g, ce qui assure :
|up, —b] < e. Il n’y a plus qu’a calculer uy, a I'aide de la fonction suite définie précédemment.

return suite(n)

o
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