PSI Mathématiques

Révisions séries numériques

Exercice 1

n
Pour tout entier naturel non nul n, on pose H, = > — et u, = H, — In(n).
k=1
M : 1
1. a) Montrer : (up — Up41) 5

b) En déduire que ) (up — up+1) est une série convergente.
n>1

c) Justifier que la suite (uy,),, converge. On note 7 sa limite.

n—1

no1
d) Montrer que pour tout entier n tel quen >2: > z <lIn(n) <
k=2

,_.
| =

k=
e) En déduire que 0 < v < 1.

2. On pose pour tout entier naturel non nul n, v, = u, — 7.

a) Vériﬁer:'yzl—k%o (1_1n<k>).
k=2 \ k k-1

b) En deduire : v = 5 (m(k)_l),

kE—1 k

k=n+1

1 1
c) Conclure : H, =In(n) +v+ —+ o <>

2n  notoeo \ N
. 1
3. On pose pour tout entier naturel non nul n, w, = uy — vy — o
n
a) Donner un équivalent simple de wy 41 — wey,.
1 1 2 too 1 1
b) Vérifier: — — —— ~ — puis: — o~ —.
) n2 (n+ 1)2 n—s+oo M3 P kgn k3 nostoo 2n2

1 1 1
¢) Conclure que H,, =1In(n) + v+ 5 Ton? + o <n2>

4. Pour tout entier naturel non nul n, on note m, = min {k € N* | H; > n} et on pose :
En=7—+ o0 —
2n  noteo \

b) Etablir :exp(n —v—¢em,) < mp, < 14+exp(n—7—éem,—1).

a) Justifier existence de m,.

¢) En déduire un équivalent de m,,.

. Mp+1
d) Conclure : lim e
n—-+4oo mpy




PSI Mathématiques

Exercice 2

1. Soit ny € N* et soit f une fonction continue, décroissante et positive de [ng, +oo[ dans R.

n
On pose, pour tout entier naturel n non nul, S, = > f(k).
k=ng

n
a) Montrer que la suite (V,)n>n, de terme général v, = S, — / f(t) dt est monotone est conver-
n
gente. ’

b) En déduire, 'existence d’un réel, noté C tel que :

" 1
kz::2 FIn(h) = In(In(n))+C+ nﬂoﬂo(l)

+oo
c) Etablir la convergence de I'intégrale / ﬁ dt et en déduire la convergence de la série
2 t ( In(t

1
2 n ln(n)’
In(n)

n(n—1)
too  In(k
On note K = k§2 k(Ikl:(—)l) sa somme.

3. a) Prouver, pour tout entier naturel n au moins égal a 2, I'inégalité :

2. Montrer que la série ) est convergente.

> In(k) > nln(n) —n+1
k=2

b) En déduire : In(n!) = nln(n)+ O (n).
n——+oo
4. a) Soit A un réel strictement positif. Justifier, pour tout € N*, ’existence et I'unicité d’un réel > 0
tel que  In(x) — A2z = In(n). On note r,, cet unique réel.

1
b) Montrer : lim 7, = 400 et établir : r, %
n—+o0o n—+oo In ( ]n(n) )




