Mathématiques

Révisions interversions de symboles

Dans tout ce probléme, « est un réel de 'intervalle |0, 1[. On pose :

1 xafl +o0 xafl
I = d t J = d
() /0 x e () /1 7z &

Partie I : Calcul d’une intégrale a ’aide d’une série

a—1
est intégrable sur ]0, 1] et sur [1, +oo].
x

1. Démontrer que x — 1

Démonstration.
xa—l
« La fonction g, :  — est continue sur |0, 1].
1+
1 a—1
L’intégrale / dx est impropre seulement en 0.
o 1l+w
o D’autre part :
xa—l _ |l.’oz—1 _ l,a—l N xafl _ L
1+ |14 x| 1+ 2—0 pl-o

1

x L’intégrale dx est une intégrale de Riemann impropre en 0. Elle est donc convergente
0
si et seulement si 1 — o < 1 c’est-a-dire si o > 0.

xl—a

Comme « > 0 (puisque « € ]0, 1] d’aprés 1’énoncé), on en déduit, par théoréme d’équivalence des
a—1

dx est absolu-
1+x

1
intégrales généralisées de fonctions continues positives, que 'intégrale /
0

ment convergente.

a—1
Ainsi, la fonction x +—
142

est intégrable sur 0, 1].

a—1

« La fonction g, :  +— est continue sur [1, +0o0[.

+x

+oo a—1
L’intégrale / T dx est impropre seulement en +oo.
1 X

o D’autre part :

a—1 |a—1 a—1 a—1 1

x | x x
= = =

l+z| |14z R N S

+oo
x L’intégrale /
1

convergente si et seulement si 2 — a > 1 c’est-a-dire si a < 1.

5— dz est une intégrale de Riemann impropre en +oo. Elle est donc
x

Comme a < 1 (puisque « € ]0,1[ d’aprés I’énoncé), on en déduit, par théoréme d’équivalence

xa—l

1+

dx est

+oo
des intégrales généralisées de fonctions continues positives, que l'intégrale /
1

absolument convergente.

a—1
est intégrable sur [1,+oo].
x

Ainsi, la fonction x +— 1
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Commentaire

« Rappelons qu’une fonction A est dite intégrable sur un intervalle I de R si :

x h est continue par morceaux sur I,
x l'intégrale / h(t) dt est absolument convergente.
I

o On peut rédiger 1égérement différemment en remplagant la deuxiéme partie par :

o D’autre part :

$a—1

1+=x

hﬂa—l xa—l xa—l 1

- |1+ x| T T4z esie z 0 g2

x La fonction z — —— est intégrable en 400 par critére de Riemann

seulement si 2 — a > 1 c’est-a-dire si o« < 1.

Comme « < 1 (puisque « € ]0, 1] d’aprés ’énoncé), on en déduit, par théoréme

d’équivalence des intégrales généralisées de fonctions continues positives, que la
a—1

est intégrable en +oo.
X

fonction z —

o Déterminer I'intégrabilité d’une fonction h sur un intervalle I, c’est déterminer la nature d’une
intégrale. Pour ce faire, la méthodologie est toujours la méme.

1) Etude de la continuité de h sur I.

Dans le cas particulier ou la fonction h est continue (par morceaux) sur le SEGMENT I = [a, b
b

alors l'intégrale h(t) dt est bien définie. Ainsi, la fonction h est intégrable sur [a,b] et

I’étude prend fin. ¢
b
2) Etude de la convergence de l'intégrale impropre J/ h(t) dt

On est alors dans le cas ou la fonction h est continue (par morceaux) sur U'intervalle I = ]a, b]
(resp. [a, b], resp. ]a, b[).

Il faut alors vérifier que l'intégrale généralisée / h(t) dt, impropre en a (resp. b, resp. im-

propre a la fois en a et en b), est absolument convergente. Pour ce faire, le bon outil est celui
du théoréme de comparaison des intégrales généralisées de fonctions continues positives.

« Il arrive parfois qu’on se raméne a 'intégrabilité d’une autre fonction par changement de variable
ou par intégration par parties. Lorsque c’est le cas, I’énoncé précisera la démarche a suivre.

« Attention a ne pas surinterpréter le point précédent. Lorsque la question consiste a déterminer la
nature d’une intégrale (ou méme d’une série), il est illusoire de penser qu’on va réussir a résoudre
le probléme par un calcul. En particulier, il est (presque) certain que l'intégrande étudiée ne
posséde pas de primitive & vue. Si c’était le cas, ’exercice proposé aurait peu d’intérét : si
on connait une primitive, le symbole d’intégration disparait et il ne s’agit plus d’un exercice
d’intégration.

o Le seul cas ou il est pertinent d’envisager le calcul est lorsque I'énoncé le suggeére :
« Démontrer que l'intégrale est convergente et déterminer sa valeur »

Dans ce cas, le théoréme de comparaison est inutile. On calcule I'intégrale sur le SEGMENT [A, b
(resp. [a, B], resp. [A, B]) et on vérifie que le résultat posséde une limite finie lorsque A — a
(resp. B — b, resp. A — a et B — b).
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2. Démontrer : J(a) = I(1 — «).
Démonstration. 1
Effectuons le changement de variable 1 : ¢t — T La fonction v est :
-1
x de classe ¢! sur ]0,1]. De plus, pour tout ¢ € ]0,1[ : ¢'(t) = =

x une bijection strictement décroissante de [1, +oo| dans |0, 1].
1
Comme 1 — « € ]0,1[, alors d’aprés la question précédente, l'intégrale I(1 — a) = / J1—a(x) dzx
0

a—1

1+x

est convergente (ol g4 : T ) et le changement de variable est licite :

1 (1—a)-1 1
(I1l-a) =) /0 Tia = / (g1-a 0 ¥)(t) ¥'(t) dt

_ /+°° e xt 1
4 t+1 2
—+o0 o

t 1
:/ Lo
. t+1t

I
+
8
|
o]
+| 7
_ =

QU

~

On en conclut : I(1 — a) = J(a).
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Commentaire

« Le programme officiel autorise le changement de variable directement sur les intégrales généra-
lisées. Cela peut avoir pour conséquence de complexifier la recherche de bornes de l'intégrale
résultat. En effet, lorsqu’on considére une intégrale généralisée, les bornes de 'intégrale initiale
ne sont pas nécessairement finies et elles ne peuvent donc pas forcément s’écrire sous la forme
() et ¥(B). Pour se prémunir d’une telle écriture et d’une discussion sur le fait que les bornes
initiales puissent étre atteinte par 1, le programme officiel préfére considérer le cas d’une fonc-
tion :

¢ <o, Bl = a, b

ol a et b sont les bornes de 'intégrale de départ et o et 3 celles d’arrivée. Le caractére bijectif
et strictement croissant assure que a = tlim P(t) et b= lin% P (t). C'est essentiellement & cela
—a t—

que sert cette hypothése : faire le lien entre a et « ainsi qu’entre b et 3. On obtient alors un
théoréme qui s’écrit simplement mais dont 'utilisation est un peu pénible.

« Pour éviter la discussion sur le caractére ¢! bijectif du changement de variable, on peut aussi
décider de l'effectuer d’abord sur un segment puis faire tendre la borne o se situe 'impropreté.
Typiquement, si 'intégrale initiale est impropre en b, on considére d’abord cette intégrale sur
le segment [a, B] (o B € [a,b[), puis on effectue le changement de variable sur [a, B] et enfin
on fait tendre B vers b pour obtenir le résultat (ce qui est valide si I'on sait qu’au moins 1'une
des deux intégrales (celle de départ ou celle d’arrivée) est convergente.

« Globalement, le programme officiel semble considérer que les changements de variable sont des
techniques calculatoires et qu’il convient de ne pas trop s’appesantir sur les hypothéses. Dans

cette question, on serait tenté de poser le changement de variable sous la forme | t = — |et
x

de raisonner alors comme suit :

1 1 1
tz; doncxz; (onnotealorsdjztr—);)

1
S dr=——=dt

t2
ex=0 = t=+400

1
On peut alors justifier du caractére valide de ce changement de variable par le fait que ¢ : ¢t — —
est une fonction de classe €' qui est bijective et strictement décroissante de ]0, 1] dans [1, +o0|.

« Enfin, notons que le programme officiel stipule que I'on peut utiliser la technique du changement
de variable sur les intégrales généralisées sans aucune justification dés lors que le changement
de variable est usuel. Ce dernier terme n’est pas précisé. Un changement de variable affine
sera certainement considéré comme usuel. Le changement de variable considéré ici celui qui est
classiquement utilisé pour passer d’une intégrale impropre en 0 & une intégrale impropre en 400
(et inversement). On peut donc penser que tous les points de cette question seront attribués a
tout candidat effectuant le bon changement de variable méme si la rédaction n’est pas détaillée.

\, —

J

| -
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On se propose maintenant d’écrire I(«) sous forme d’une somme de série.

3. Premiére tentative

Pour tout x € ]0, 1[, on pose f,(z) = (—1)" z"**~1. Montrer :

a—1 +o00

Vo €10, 1], fo - ;0 Ful)

La série de fonctions )| f, converge-t-elle uniformément sur |0, 1[?

Démonstration.

Soit z € |0, 1].

o La série numeérique Y (-1)" z
—x €] —1,1[. De plus :

" est convergente en tant que série géométrique de raison

> (=nrar = Y (—a)n
n=0 n=0
B 1
11— (~2)
B 1
14z

o On en déduit que la série numérique . f,(x) est elle aussi convergente et :
“+00

52 ue) = X (et

n=0

= Y (e
n=0

a—1

Ainsi : Vo € )0,1], 2

+oo

« Démontrons que la série de fonctions ) f, ne converge pas uniformément sur ]0, 1[.
On procéde par I'absurde.

Supposons que la série de fonctions ) f,, converge uniformément sur |0, 1.

« lim f,(z) = lim (=1)" g™t~ = (—1)» 1nrel = (—1)»
rz—1 x—1

x La série de fonctions ) f, converge uniformément sur |0, 1[.

Ainsi, par le théoréme de la double limite, la série numérique > (—1)" est convergente. Absurde :
cette série diverge (grossiérement).

On a ainsi démontré par 'absurde que la série de fonctions Y f,, ne
converge pas uniformément sur |0, 1[.

Commentaire

« Dans le premier point, on cite la convergence de la série numérique > (—1)" z™. Il est aussi

possible de justifier par le fait que la fonction x —
] - 17 1[

est développable en série entiére sur
x
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Commentaire

« Dans le premier point, on cite la convergence de la série numérique > (—1)" ™. Il est aussi

possible de justifier par le fait que la fonction x —

I'intervalle | — 1, 1[.

n est développable en série entiére sur
x

« Le but de l'exercice est d’écrire I(«) sous forme d’une somme. On a jusque la démontré :

I(a) = /1 7! dx = /1 +Zoo (=)™ "ol ) da
0o 1+ 0\ n=0

A cette étape, on se demande si I'on peut écrire :

/01 (:ZOZ(—D" x”+°‘_1> iz = :f; (/01 (—1)n gntol daz)

1 +00
Il s’agit donc de savoir si I’on peut intervertir les symboles et . Pour ce faire, on peut
g p Yy p
0 n=0

penser & deux méthodes :

1) Interversion par convergence uniforme

On est dans le cas d’une intégrale sur un SEGMENT. En effet, pour tout n € N, la fonction
fn sz (=1)" 27T~ est continue sur le SEGMENT [0, 1]. L’argument de convergence uniforme
de la série de fonctions Y f, sur [0,1] permettrait de conclure qu’'on peut réaliser cette
interversion. Cependant, comme le démontre cette question, cette hypothése de convergence
uniforme n’est pas valable.

2) Interversion par théoréeme d’intégration terme a terme

Commencons par rappeler ce théoréme.

Soit I un intervalle de R non vide et non réduit & un point.

Soit (frn)nen € (KI)N une suite de fonctions.

(i) | Existence d’une limite finie - étude « en n »

« La série de fonctions ) f, converge simplement sur I.

(i) | Intégrabilité - étude «en t »

o Pour tout n € N, la fonction f,, est intégrable sur I.

(iit) | Hypothése spécifique

« La série numérique / | fn(t) | dt converge.
I

Alors :

+o00o
x la fonction S : ¢t +— Y fu(t) est intégrable sur I.

n=0

x la suite </ S (t) dt) admet une limite finie définie par :
I neN

Jim [ s, d :/I (ngrfoo Sn(t)> it = /I (gfn(t)> dt
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Commentaire .

En particulier, on doit démontrer la convergence de la série numeérique ) / | fn(t)| dt. Orici :
I

1 1 xn+a ! 1
[in@na = [Cieararetia = [Cameta = [ 252
T 0 0 n—+ o 0 n—+ o

est divergente, le théoréme d’intégration terme a terme ne

Comme la série numérique »
n

peut étre utilisé. Il reste encore un espoir : il est possible que 'on puisse utiliser le théoréme de
convergence dominée a la suite (S,,). La question suivante établit cette possibilité. 0

\. J

4. Deuxiéme tentative

n
Pour tout € ]0,1[, on pose : Sy(z) = > (=1)F gkto-l,
k=0
1

A T'aide du théoréme de convergence dominée, montrer : (o) = lir_{l Sp(x) dx.
n—-+0o
0

En déduire une expression de I(«) sous forme d’une somme de série.

Démonstration.
« Il s’agit d’appliquer le théoréme de convergence dominée a la suite de fonctions (S),).

(i) | Existence d’une limite finie - étude « en n »

» Soit zg € ]0,1[. En question & on a démontré que la suite numérique (S, (o)) est conver-
gente, de limite :

xa—l
- T _ %o
Slao) = M Snlwo) = 77—+
Cela démontre que la suite de fonctions (Sy,) converge simplement sur ]0, 1 vers la fonction
a—1
S:ix— .
1+

a—1
est continue (par morceaux) sur |0, 1].

» La fonction S : z —

(i1) | Intégrabilité (par domination) - étude « en = »

» Pour tout n € N, la fonction f,, est continue (par morceaux) sur |0, 1[.
» Remarquons tout d’abord que pour tout z € |0, 1] et tout n € N :

5.0)| = | £ Ao |

k=0

= | 3 (b
=0

= | go! Zn: ( —a:)k

k=0

_ xa—l 1- tfx)n+1

N 1—(—x)

= |2l 11— (—a)+]

‘l—i-x}
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Ainsi: | Sp(z) |

N

N

NN

}1 — (—J:)”H‘
14+

1+x

1+

1+ zntt
14z

xoc—l (1 + xn—i—l )

2 x (1+1)

et T : x — 2 est intégrable sur ]0, 1].

Cette inégalité démontre au passage que la fonction S, est intégrable sur |0, 1].

14+ ‘ (_x)n—i-l ‘

1+ ’ (71‘) ’n—‘rl

(car1+z>0etax®1>0)

(car 1 +x > 1 donc

1+«

(car 2" <1 etx® 1 >0)

<1)

Finalement, par théoréme de convergence dominée, la fonction S est intégrable sur |0, 1] et :

1

lim Sn(x) dz

n—-+00 0

e On en déduit :

I(«)

lim
n—-+o0o

lim
n—-+00

lim
n—-+o0o

lim
n—-+o0o

lim
n—-+o0o

lim
n—-+o0o

lim
n—-+o0o

/

. 1 1 wafl
(nll)rfoo Sn($)) dr = /0 S(z) de = /0 T2
1

Finalement : I(«a)

n—-+o0o

lim Sp(z) dx.

0

dr = I(«)

(par linéarité de lintégrale

sur le SEGMENT [0, 1])

(par linéarité de lintégrale

sur le SEGMENT [0, 1])

xa-ﬁ-k !
(=1)* [ a+k } )
1a+k Oa+
(=1) <a+k:_ +k:>)
o (-DF
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+o00 xafl 1 +00 (_1)n
5. En déduire : J = de = —+2 .
n déduire : I(a) + J(«) /0 T3z & a—i— anz::loz2—n2
Démonstration.
« Tout d’abord :
1 xa—l +o00 xa—l
I = d d
(o) + J () /0 T2 :c—l—/l 72 %
B too ga—l da (par relation de Chasles, les deur
N 0 14z intégrales étant convergentes)
« Par ailleurs :
IHa)+ J(a) = I(a)+1(1-a) (d’apres la question 2)
B +Z°° (—1)F n Jio —1)k (d’apres la question précédente
 Satk S (-a)+k appliquée en 1 — v € 10, 1[)
B 1 n +oo (—1)F . T (—1)k-1 (en séparant le premier terme
B a Sia+tk =1 (1—a)+k—1 et par décalage d’indice)
1t [ (=1)F 1)kt
= - + k; < E)z—l—)k‘ + (k: _) - > (par linéarité de la somme)
| (CDF (1
B EJF,;l ( a+k * a—k
1 ++ZOO (—1)¥ (= k) + (=1)* (a + k)
a g4 (a—k) (a+k)
1 ++Zolo (-DF ((a—K) + (a + X))
o a2 — k2
On obticnt bien : I(a) + J(a) = + +2a 5 1
n obtient bien : I'(« a) = — a .
a = a? — k2 O
i 1t 2
On admet la formule suivante : Vz € R, cos(az) = sin(r a) < + > (=" W).
a g a?—n
+oo a—1
6. Démontrer : / x dr = — il .
0 1+ sin(a )
Démonstration.
En utilisant la formule admise en z =0 :
sin(mra) (1 %2 2« cos(n x 0)
0) = Y (2 _qye ZXCS X T
cos(a x 0) - (a +nz::1 (1) 2
sin(ma) (1 too (=1)m
= — <a+2an§1 3 (car cos(0) =1)
1 too (=1 T
Final t:—+2 = .
inalement : — +2a n;l R Sn(ra)
+o00 xafl 1 +00 (_1)n T
Par la question précédente : /0 172 de = I(a) +J(a) = 2t 2 nz::1 el sinﬁr )
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Partie II - Lien avec la fonction Gamma

+oo
Dans toute la suite on pose : Vx € ]0,4+o0[, I'(x) = / t*t et dt
0

+o0o taf].

et : Vo € [0, +o0], folz) = / e dt.

o t+1

7. Démontrer que I" est bien définie sur ]0, +oo[.

Démonstration.
Soit x € 0, 400l

o La fonction g, : t — t*~! e7?

fonctions continues sur |0, +o0[.

+o0
Ainsi, 'intégrale / t*=1 7! dt est impropre a la fois en 0 et en +oo.
0

1
« Démontrons tout d’abord la convergence de 'intégrale impropre / t* et dt.
0
« Vt€]0,1], t*~t > 0.
% t.’L’*l eft ~ twfl eO —
t—0 tl—z°

1

x L’intégrale prmn dt est une intégrale de Riemann, impropre en 0, d’exposant 1 — x.

= el@=1) In(t) ot ot continue sur 10, +00] en tant que produit de

Elle est donc convergente si et seulement si 1 — z < 1, c’est-a-dire si > 0, ce qui est le cas.

Par critére d’équivalence des intégrales généralisées de fonctions continues positives,

1
I'intégrale impropre / t*~L et dt est convergente.
0

+oo
« Démontrons maintenant la convergence de l'intégrale impropre / t* 1t et dt.
1

1
x Vt€[l,+oo, t* et >0et - > 0.

$2
1
x t*tet= o <2>
t—+oo \ T
z—1 e—t
En effet : ——— = el =t — 0.
= t——+00
+oo
x L’intégrale 2 dt est une intégrale de Riemann, impropre en +o0o, d’exposant 2 (2 > 1).

Elle est donc convergente.

Par critére de négligeabilité des intégrales généralisées de fonctions continues positives,

+00
I'intégrale impropre / t*~L et dt est convergente.
1

—+00
On en conclut, que pour tout > 0, 'intégrale / =1 et dt est convergente ce qui

0
signifie que la fonction I' est définie sur ]0, 4-o00].

10
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Commentaire

e Lorsque I’énoncé demande de déterminer I’ensemble de définition d’une fonction, il faut mettre
en place un raisonnement du type :

La quantité I'(z) est bien définie < Le réel x appartient a U'intervalle . ..

o Ici, 'énoncé est différent : on demande de démontrer que la fonction I' est bien définie sur
10, +00[. Non seulement 'intervalle nous est fourni mais en plus on ne demande de résultat
que sur cet intervalle et pas sur le reste des réels. On peut donc limiter I’étude & cet intervalle.

« En réalité, avec le raisonnement effectué, on peut conclure que le domaine de définition de I'

+oo
est 0, 4+o00[. En effet, I'intégrale impropre / t*=1 e7t dt est convergente quelle que soit
1

+o0
la valeur de x. Ainsi, la convergence de 'intégrale doublement impropre / t*~L et dt ne
0
1
dépend que de celle de I'intégrale impropre / t*~1 e=t dt et le critére d’équivalence démontre

0
que la convergence de celle-ci a lieu si et seulement si x > 0. O

\.

8. Démontrer que f, est bien définie et continue sur [0, +ool.

Démonstration.

Dans toute la suite :
a—1

+1
x pour tout zg € [0, +oo[, on note : h, :t > h(xo,t).

—xt

x 0nn0teh:(a:,t)+—>t e

x pour tout tg € |0, +00[, on note : by, : x — h(x,tg).

(i) | Caractére €° - étude «en z »

a—1

o e %t est de classe €Y sur A = [0, +o0].

« Pour tout ¢ € |0, +o0l, la fonction h; : x —

(i1) | Intégrabilité (par domination) - étude « en t »

» Pour tout z € A, la fonction ¢ — h,(z) est continue (par morceaux) sur |0, +ool.

» Soit (z,t) € Ax ]0,+o0].

ta—l . ta—l . ta—l . ta_l
h(z)| = e ™ = e = —— e "
|2y () ’t—l—l ‘t+1 7 t+1 T ot+1
En effet, comme x > 0 et £ > 0 alors xt > 0 donc —zt < 0 et enfin, par croissance de la

fonction exponentielle sur R :
exp(—xt) <el=1

a—1
La fonction ¢ : t —
¢ tr1

est intégrable sur |0, 4+o00[ (c’est le résultat de la question 1.).

(cela démontre en particulier que la fonction t — h,(x) est intégrable sur ]0, +oo[ par domina-
tion)

Ainsi, par théoréme de régularité des intégrales a paramétre, la fonction 0
fa est de classe €Y sur A = [0, +ool.

11
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9. Démontrer que f, est de classe € sur ]0, +00][ et calculer sa dérivée.

Démonstration.

(i) | Caractére € - étude « en x »

a—1
« Pour tout ¢ € |0, +o0], la fonction h, : z — —— et est de classe €' sur A = )0, +o0|.
o De plus, pour tout z € A :
ta—l to
h / — —t —tx ) _ _ —tx
bl =g (e ) == e

(it) | Intégrabilité (par domination) - étude « en ¢ »

« Intégrabilité (sans forcément dominer)

Pour tout x € A, la fonction ¢ — QEO) (x) = h(x,t) est intégrable sur |0, 400 (c’est le résultat
de la question 1.).

o Intégrabilité par domination

» Pour tout = € ]0,+o0][, la fonction ¢ — hj(x) est continue (par morceaux) sur |0, +o0l.

» Soit (a,b) € ]0,+00] x ]0,400[. On suppose a < b.
Soit (z,t) € [a,b] x 0,400l

/ t t 2 ¢ t t
h — | _ —wtl | _1q —xt| _ —x
1) = |~ | =110 | e | e = e
Or:
(6%
x comme t > 0, alors t + 1 > 1 puis < 1 et enfin : ; < t°.

t+1 +1
x commet>0eta<r<balorsat<zt<btet —at>—xt> —bt. Enfin :

(par croissance de la

—bt —xt —at
e < e < e .
= = fonction exp sur R)

Finalement : o
h/ —_ —xt < toz —at
| i) | tr1° ¢

Or, comme a > 0, la fonction ¢ : t — t% e~ est intégrable sur |0, +oo].
(cela démontre en particulier que la fonction t — hj(x) est intégrable sur |0, +oo| par domi-
nation)

Ainsi, par théoréme de régularité des intégrales & paramétre, la fonction
fa est de classe €1 sur A =0, +o0].

o On en déduit de plus, pour tout x € ]0, 4+o0] :

+o0o
i) = /0 b/ () dt

+oo e
- / e gy
o t+1

+oo
Finalement : Vz € ]0, +oo[, f,(z) = /
0

—t@

—tx
—— dt.
t+1°

12
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Commentaire

. L’étape d’intégrabilité par domination consiste & exhiber une fonction ¢ — ¢(t) qui est inté-
grable sur le domaine d’intégration étudié et dont ’expression ne contient plus la variable x.

« Lorsqu’on utilise un théoréme de régularité d’une fonction définie par une intégrale & para-
meétre, la domination peut s’effectuer sur tout segment [a,b] de l'intervalle de régularité A.
Formellement, cela démontre que la fonction f, est de classe €' sur tout segment de I'inter-
valle A et ainsi qu’elle est de classe €' sur A tout en entier.

« Au passage, notons que le réel b n’apparait pas dans la domination. On aurait aussi pu démon-

trer la domination pour n’importe quel intervalle du type [a, +00[ ce qui permet de conclure
au caractére €' sur tout intervalle [a, +00[ et donc au caractére € sur Pintervalle |0, —|—c>o[.D

J

\.

10. Déterminer lim  f, ().
T—+00

Démonstration.
Il s’agit d’appliquer le théoréme de convergence dominée & paramétre continu.

(i) | Existence d’une limite finie - étude « en = »

a—1

» Pour tout t € ]0, +o0], la fonction h; : z — o e t® admet une limite finie en +oo. Plus

précisément :

ta—l _t )
—tr _ car e ' — 0 puisque —tr — —00
€ O ( T——+00 p q T——+00 )

lim
z—+oo t+ 1

» La fonction ¢ — 0 est continue (par morceaux) sur |0, +ool.

(i1) | Intégrabilité (par domination) - étude « en ¢ »

» Pour tout = € [0, +00[, la fonction ¢ — h,(z) est continue (par morceaux) sur |0, +oo.
» Soit (z,t) € [0, +00[ x ]0,+oo]. Comme vu en question 8 :

o1

t+1

[ y(2)| <

a—1

Et la fonction ¢ : t — g est intégrable sur |0, +o00].

Alors, par théoréme de convergence dominée, la fonction f, admet une limite en 400 donnée par :

too qa—1 +o0 a1 +00
lim fu(z) = lim e ttdt = / lim e "t ) dt = / 0dt =0
z—+00 z—+oo  fy t+1 0 z—4o00 t+ 1 0

Commentaire

Dans la question, on doit déterminer la limite de la fonction f,, en +o00. L’hypothése de domination
doit alors étre effectuée sur n’importe quel intervalle dont la plus grande borne est +oo. Ici, le
choix x € [0, +oo[ permet d’obtenir la domination souhaitée. Cependant, on aurait pu conclure
de la méme maniére en travaillant sur l'intervalle [1, 4+o00[ ou [100, +o0] . ..

=
-
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—t +oo -t
e e
11. Démontrer que t > T est intégrable sur |0, 4+o00[. En déduire : lim — dt.

Tr—+00 $ t
Démonstration.

—t
e
« La fonction ¢t — o est continue sur |0, 400/

+oo  ,—t
L’intégrale / pry dt est donc impropre & la fois en 0 et en 4o00.
0

1 —t
e
o Démontrons tout d’abord la convergence de 'intégrale / o dt.
0
e ! _ e ! e 0 1
X ta ta ot ol

1
1
x L’intégrale / o dt est une intégrale de Riemann, impropre en 0, d’exposant « (a < 1). Elle
0

est donc convergente.

Par critére de négligeabilité des intégrales généralisées de fonctions continues positives,
1 —t
e
I'intégrale impropre / pry dt est (absolument) convergente.
0

+oo -t
e
o Démontrons maintenant la convergence de l'intégrale / ey dt.
1
e et >1, S <1
X tT = tT X € puisque comime t = 1, ‘[/‘704 N .

“+o0o
x L’intégrale / e ! dt est convergente comme intégrale de référence d’exposant a > 0.
1

Par critére de comparaison des intégrales généralisées de fonctions continues positives,
+oo  —t
I'intégrale impropre / T dt est (absolument) convergente.
1

« Par relation de Chasles, les intégrales en présence étant convergentes, on obtient, pour tout > 0 :

+o0o —t x —t +oo —t
0 13 o U p” t
On en déduit :

+oo —t +oo —t T —t
/ = / Tt - / i
p 13 0 13 o U

oo —t o0t Yy g s
e e
/ g — / gt (par définition d’intégrale
0 0 te convergente)

On en conclut : lim — dt =0.
Tr—+00
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Partie III - Vers la formule des compléments

12. Pour tout z € 0, +oo[, démontrer :

Démonstration.
Soit x € |0, o0l
o Tout d’abord :

+oo tafl +oo _ta
falz) = fl(z) = /0 — e %t gt —/0 — e %t gt

t+1 t+1
B too /el el e ot ) gt (par linéarité de l'intégrale, les intégrales
b t+1 t+1 en présence €tant convergentes)

+o00 tOé—l
= ettt
/0 (141 ot

400
0

t
« Effectuons le changement de variable v : t — —. La fonction 1 est :
x

1
x de classe € sur |0, +o0o[ car polynomiale. De plus, pour tout ¢ > 0 : ¥/(t) = —.
T

x une bijection strictement croissante de |0, +oo[ dans |0, +o0].

+oo
Comme l'intégrale / t*~ 1 7@t dt est convergente, le changement de variable est licite et :
0

oo oo a—1
/ et gt = / ()" e =¥ ™ ¢/ (t) dt
0 0
+oo a—1
= / <t> e 7% 1 dt
0 X X
+o0 tozfl
= / e tdt
0 e

15
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Commentaire \

On a ici affaire a un changement de variable affine, ce qu’on peut considéré comme changement de
variable habituel. Comme précisé précédemment, la rédaction suivante permettra (certainement)

d’obtenir tous les points. On pose| u =zt

u
w=xt donct=— (on note alors v : u — —)
x x

1
— dt = —du
x

et =0 = u=zx0=0

et =400 = u=+400

u
On peut alors justifier du caractére valide de ce changement de variable par le fait que ¢ : u — —

x
est une fonction de classe €’ qui est bijective et strictement croissante de ]0, +o0o[ dans 0, —l—ooé].

\.

13. Pour tout x € ]0, +o00[, on pose :

+oo eft
ga(x) = F(Oé) ex / tT dt

I'«)

x®

Veérifier que g, est une solution particuliére de 1’équation différentielle y — y' =
En déduire : Vz € |0, +00[, fo(z) = gu(z).

Démonstration.

+oo —t
e
« Déterminons tout d’abord la dérivée de la fonction Ay, : z +— / o dt.
x
Remarquons que pour tout = > 0 :

/ et it / Lt dt + / et dt (par relation de Chasles, les intégrales
T T 1

te e t en présence étant convergentes)

+oo -t Tz Lt
e e
= / 2a O - / 2 O
1 t 1t
ot
La fonction ¢ T est continue sur l'intervalle ]0, 4o00].

Elle admet donc une primitive R de classe € sur cet intervalle.

e On en déduit, pour tout > 0 :
+o0 et +0c0 et -
— dt = —dt — [ R(t
| % [ RO}

too ot
= /1 —dt — (R(z)— R(1))

to
—t

+oo
La fonction hq : x +— / et—a dt est de classe €1 sur ]0, +-o0[ car la fonction R 'est. De plus :
x

ef:r

hy(z) = 0—(R(z)-0) = — (par définition de R)

16
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« La fonction g, = I'(a) exp xhq est de classe € sur |0, 4+o0[ car est le produit de fonctions de

classe €' sur cet intervalle. De plus, pour tout z > 0 :

go(z) = T(a) (e halz) + € h())

= T(a)e” ho(z) + T'(a) e® b ()

= ga(x) + T(a) o* ——
x

_ I(a)

= galz) — s
On en conclut : Vo > 0, ¢/, () = ga(x) — F(S) ou encore :

x
r
¥ >0, gole) —gh(a) = L)

Finalement, la fonction g, est bien une solution particuliére de 1’équation différentielle y — 13/ =

\.

Commentaire

z
e
« On peut aussi rédiger en se servant du fait que la fonction T : x +— / pry dt est la primitive
1

t

—t
e
de la fonction ¢ — Ja SWr 10, +00[ qui s’annule au point 1. On en déduit alors immédiatement

e—CF
que cette fonction est de classe €' sur ]0, 400 et de dérivée : Va € ]0, 400, T"(z) = —.
x

L’intérét de la démonstration aoptée dans la question est qu’elle est plus générale et peut donc
étre adaptée a des intégrales dont les bornes sont plus complexes. Rappelons que seule les

fonctions intégrales dont la borne basse est une constante et la borne haute est la variable
1 —t
e
x sont des primitives de la fonction intégrée. Typiquement, les fonctions x +— / pry dt et
x
—t —t

2x 2x
e e
x / o dt ou encore x — / o dt NE SONT PAS des primitives de la fonction de la
1 T

. e
fonction t — —.
tOé

« Il s’agit maintenant de résoudre cette équation différentielle (E) : ¢y —y =

(o)

x®

x On commence par résoudre 1’équation homogene associée (H) y' —y = 0.

C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 & coefficients constants. L’ensemble de ses
solutions est donc :
{z+— Ae* | A e R}

x On cherche ensuite une solution particuliére de (E).

Le début de question permet d’affirmer que g, est une telle solution particuliére.

On en déduit que I’ensemble des solutions de (E) est : {x +— Ae® 4+ go(x) | A € R}.

17
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« D’aprés la question 12., la fonction f, est solution de I’équation différentielle (E).
Il existe donc p € R tel que pour tout x > 0 :

fa(®) = pe’ +ga(z)
= pe’ +I(a)e” /+OO ! dt

x ta

400 et

Démontrons i = 0. On procéde par 'absurde.
Supposons p > 0 (le cas p < 0 se traite de maniére similaire).
+oo -t
e
x D’apres la question 11, lim o dt = 0.

T——+00 z

+oo -1
Ainsi : lim ( pu~+ () / gt > = p et comme lim e” = +o00, on en conclut :
x

—+00 te T—+00
too ot
. L x e _
zgr—ll-loo falz) = zgrfw e ( () /I a dt ) +00
x D’aprés la question 10, lim f,(x) =0.
r—r+00
Absurde!

On en conclut : =0 et ainsi : Vo > 0, fo(x) = ga(x).

+oo ja—l too ot
0 t+1 ot
o D’apres la question 8, la fonction f, est continue sur [0, +00[. On en déduit :

400 ta—l 0 “+o00 toz—l
li o = f, = dt = dt
lim, fa(z) = fa(0) /O tr1 s /0 tr1

14. En déduire :

Démonstration.

Commentaire

Il faut comprendre le théoréme de continuité des intégrales a paramétre comme une machine a

intervertir les symboles lim et / . En effet, pour tout a € A :

r—a I

lim f h(z,t) dt = lim f(z)
= f(a) (car f est continue en a € A)

lim h,(x) ) dt (car h, est continue en a € A)
Tr—a

18
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« Par ailleurs, d’aprés la question précédente : f, = go. Ainsi :

lim fo(z) = lim go(z)
z—0 z—0
400 eft
= lim ( I'a)e® / — dt
x—0 z t™
+oo ot (par produit de limites et comme l'intégrale
= T(a)e / — dt too et
0 to o dt est convergente)
0
—+o00 ta—l +o00 e_t
Finalement :/ dt = lim fu(x) = F(a)/ — dt.
0 t + 1 z—0 0 t* D

15. Démontrer l'identité suivante (formule des compléments) :
T
No) 'l —a) = ———~
sin (o)
Démonstration.

« Tout d’abord, comme «a € ]0,1[ alors 1 — « € |0, 1] C ]0,4o00[ et par définition de la fonction I'
(définie en début de la Partie IT) :

+oo too ot
I(l—a) = / L / — dt
0 0

+oo ja—1
t
.L = / dt (d’apres la question 6)
sin(a ) 0
too ot
= T'(a) x — dt
tOé
0

= (o) xT'(1-a)

™

M) T(1—0) = —7— @) O

16. En déduire la valeur de l'intégrale de Gauss :
+oo
/ et dt
0

+00
« Pour déterminer / et dt, commencons par effectuer changement le changement de variable
0

Démonstration.

u =t

u=1t% donct=/u (on note alors 1 : u — \/u)

Ce changement de variable est licite car la fonction 9 : u + y/u est de classe €, bijective et
strictement croissante de |0, +oo[ dans |0, +ool.
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On obtient alors :

+oo 9
/ e U dt
0

“+00
/ et dt
0

1
o En utilisant la question précédente en o = 2

e

on obtient :

Ainsi: | T L 2— t d : T L
insi : 3 =7 et donc : 3

400 5
Finalement : / eV dt
0

— T
_ VT
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