PSI Mathématiques Préparation estivale

Théme 4 : Probabilités

I. Séance 1 : Lois discrétes usuelles

1)

2)

3)

Commentaire

Dans un énoncé de probabilités discrétes, on manipule différents niveaux d’objets.

Au premier niveau, on trouve ’expérience aléatoire considérée.

On note Q l'univers des possibles : c’est I’ensemble des résultats possibles (appelés aussi issues)
de lexpérience. Si on considére 'expérience consistant a effectuer trois lancers successifs d’une
méme piéee, alors : Q = {P,F}3.

Autrement dit, €2 est 'ensemble des triplets a coefficitents dans I’ensemble {P, F'}.

Ces triplets pouront étre nommés des 3-lancers (on s’adapte ainsi au vocabulaire des probabilités).
Par exemple, w = (F, F, P) est un 3-lancer qui est un résultat possible de I'expérience. Ce résultat

est obtenu si le 1°7 lancer fournit Face, le 2™ fournit Face, le 3°™¢ fournit Pile.

Au deuxiéme niveau, on trouve les événements : un événement A n’est rien d’autre qu’un en-
semble qui regroupe certaines issues de l'expérience. Ainsi : A C Q (un événement est un
sous-ensemble de 'univers). Par exemple, I’événement P; : « obtenir Pile au premier lancer »

regroupe tous les 3-lancers dont le premier coefficient vaut P.
P = {(PFF), (PFP), (PPF), (PPP)}

Par exemple, w = (P, F, F) € P;. Lorsque w € Pp, on dit que w réalise I’événement P;.

Au troisiéme niveau, on trouve les v.a.r. . Ce sont des applications particuliéres :

— elles prennent comme argument un résultat possible de 1’expérience et renvoient une
valeur réelle. Consisdérons la v.a.r. X qui donne le nombre de Pile obtenus au cours de
Pexpérience. Avec le 3-lancer w précédent, on obtient : X (w) = X((P, F, F)) =1
Cela démontre que la v.a.r. X peut prendre la valeur 1 (on a exhibé un 3-lancer w tel que
X(w)=1).

— elles sont des machines a créer des événements. Par exemple, {X = 2} est un événement.

Il regroupe tous les 3-lancers w tels que : X (w) = 2.

Autrement dit : {X =2} ={we Q| X(w)=2}={ (P,P,F), (P,F,P), (F,F,P) }.
Ce deuxiéme point nous replonge au deuxiéme niveau. Ainsi, pour comprendre le chapitre sur les
v.a.r. , il est donc essentiel de maitriser celui sur les probabilités générales.
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\.

Commentaire

Pour démontrer qu'une variable aléatoire suit une loi usuelle, il faut démontrer que 'expérience et la
variable aléatoires considérées sont des cas particuliers du cas général correspondant. Par exemple :

a)

b)

pour démontrer qu'une variable aléatoire X suit la loi binomiale B (n, p), il faut signaler que :

1) expérience est une succession de n épreuves de Bernoulli indépendantes et de méme probabilité
de succeés p.

2) la variable aléatoire X prend pour valeur le nombre de succés obtenus lors de cette expérience.

Ne pas parler d’épreuves de Bernoulli et préférer mettre en avant qu’on réalise des tirages dans des
urnes / des lancers de piéce, démontre une incompréhension totale de la question posée.

pour démontrer qu’une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur U([1,n]), il faut signaler que :

1) 'expérience comporte n issues équiprobables numérotées de 1 a n.
2) la variable aléatoire X prend pour valeur le numéro de l'issue de cette expérience.

¢) pour démontrer qu'une variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli B (p), il faut signaler que :

1) lexpérience est une épreuve de Bernoulli de probabilité de succés p.
2) la variable aléatoire X prend pour valeur 1 en cas de succes, et 0 en cas d’échec.

Exercice 1
Pour un récapitulatif sur les lois usuelles, on pourra voir ce tableau.

1.

Soit p € [0,1].

On effectue un lancer d’une piéce qui tombe sur Face avec probabilité p. On note X la variable
aléatoire qui prend la valeur 1 si on obtient Face, et 0 si on obtient Pile.

Quelle est 1a loi de X 7

Soit (r,v) € (N)Q.

On considére une urne contenant r boules rouges et v boules vertes. On effectue un tirage dans
cette urne. On note Y la variable aléatoire qui prend la valeur 1 si on obtient une boule rouge, et
0 si on obtient une boule verte.

Quelle est la loi de Y 7

Soit n € N. Soit p € [0,1].

On effectue n lancers d’une piéce qui tombe sur Pile avec probabilité p. On note X le nombre de

Pile obtenus & l'issue de ’expérience.
Quelle est la loi de X 7

. Une puce se déplace en faisant des sauts aléatoires sur un axe gradué. Initialement & lorigine, la

puce se déplace a chacun de ses sauts d’une unité vers la droite avec probabilité p € ]0, 1], ou d’une
unité vers la gauche avec probabilité 1 — p. On note Y, le nombre de fois ou elle s’est déplacée vers
la droite entre le premier et le n®™® saut (compris).

Quelle est la loi de Y 7

Soit n € N*.
Une urne comporte n jetons numérotés de 1 & n. On pioche au hasard un jeton de cette urne. On

note X le numéro du jeton obtenu.
Quelle est 1a loi de X 7

Un péage comporte 10 guichets numérotés de 1 a 10. On suppose que les conducteurs arrivant au
péage choisissent leur file au hasard et indépendamment des autres. On note Y le numéro du guichet
choisi par le 1°" conducteur arrivant au péage.

Quelle est la loi de Y 7

On effectue un lancer d'un dé 6 équilibré. On note Z le numéro de la face visible obtenue.
Quelle est 1a loi de Z7



https://rduroux.ovh/PCSI/cours/Fiches_sup/Tableau_lois_usuelles.pdf
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II. Méthodologie : Calcul de probabilités

Afin de résoudre un exercice de calcul de probabilités, il faudra penser au schéma suivant.

0) Introduction des événements basiques (le fait d’avoir tiré une boule blanche au i®™¢ tirage, le fait
d’avoir obtenu pile au i®™ tirage, le fait d’avoir obtenu un 6 au i*™® tirage ...) liés & 'expérience
considérée.

Nommage de ’événement A dont on cherche a déterminer la probabilité.
(ces deuzx étapes sont parfois directement données dans l'énoncé)

1) Décomposition de I'événement A a l'aide d’événements basiques.

2) Deux cas se présentent alors :

(i) si cette décomposition fait apparaitre une union, il faut retenir le triptyque :

(i)

union / incompatibilité / somme

Dans le cas d’une union finie d’événements

« Si cela est possible, on simplifie cette union (cas d’une union croissante d’événements par
exemple).

« Sinon, on vérifie si les événements sont 2 & 2 incompatibles.
x si c’est le cas, on utilise 'additivité de P.
x si ce n’est pas le cas, on peut penser & utiliser la formule du crible.

Dans le cas d’une union infinie d’événements

e On vérifie si les événements sont 2 a 2 incompatibles :

x 81 c’est le cas, on utilise la o-additivité de P.
x si ce n'est pas le cas, on se raméne au cas d’'une union finie d’événements en utilisant le
théoréme de la limite monotone (& voir en PSI).
Si toutes ces tentatives échouent, on peut se ramener au cas d’une intersection d’événements en
considérant la formule liant probabilité d’un événement a la probabilité de I’événement contraire.

si cette décomposition fait apparaitre une intersection, il faut retenir le triptyque :

intersection / indépendance / produit

Dans le cas d’une intersection finie d’événements

« Si cela est possible, on simplifie cette intersection (cas d’une intersection décroissante d’événe-
ments par exemple).

« Sinon, on vérifie si les événements sont mutuellement indépendants.
x si c’est le cas, on utilise la formule associée.
x sl ce n’est pas le cas, on peut penser a utiliser la Formule des Probabilités Composées (FPC).

Dans le cas d’une intersection infinie d’événements

o On se raméne au cas d’une intersection finie d’événements en utilisant le théoréme de la limite
monotone (& voir en PSI).

Si toutes ces tentatives échouent, on peut se ramener au cas d’une union d’événements en consi-
dérant la formule liant probabilité d’'un événement & la probabilité de I’événement contraire.




PSI Mathématiques Préparation estivale

Remarque

o L’étape de décomposition des événements est primordiale.
On raisonne TOUJOURS sur les événements et JAMAIS directement sur les probabilités.

(cf démarche de lexrcice sur la limite monotone)

o Lorsqu’il s’agit de raisonner sur les événements, on adopte la rédaction suivante :
)
L’événe e e ...

L’événement A est réalisé si et seulement si ...

« Afin de déterminer une probabilité conditionnelle P4(B) on pourra rédiger comme suit :

Si ’événement A est réalisé, c’est que ...

Dans ce cas, ’événement B est réalisé si et seulement si ...
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III. Séance 2 : Calculs classiques de probabilités

Exercice 2

Soit (r,v,b) € N3. Soit n € N*.

On effectue n tirages indépendants avec remise dans une urne contenant r boules rouges, v boules
vertes et b boules bleues.

Exprimer les événements suivants a ’aide d’événements simples bien choisis, puis calculer leurs proba-
bilités.

1. 'événement A : « obtenir une boule rouge ou une boule bleue au 1°" tirage »

I’événement B : « obtenir une boule verte puis une boule bleue aux deux premiers tirages »

I’événement C), : « obtenir au moins une boule verte au cours de ’expérience »

I'événement D,, : « n’obtenir que des boules vertes au cours de ’expérience »

MR

I’événement F,, : « n’obtenir que des boules rouges ou bleues au cours de ’expérience ».

Exercice 3

Soit p € 10, 1].

On lance une infinité de fois une piéce qui donne Pile avec probabilité p. Les lancers sont mutuellement
indépendants. On note X le rang du premier Pile obtenu.

1. Pour tout k € N*, exprimer I’événement {X = k} a l'aide d’événements simples bien choisis.

2. Pour tout k € N*, déterminer P( {X =k} ).

Exercice 4

Soit p € ]0,1[. On effectue une infinité de lancers mutuellement indépendants d’'une pi¢ce dont la
probabilité de tomber sur Pile est p.

On appelle chaine une succession de Pile, ou une succession de Face. On note X la longueur de la
premiére chaine obtenue. Par exemple, si on obtient la réalisation suivante :

w = (Pile, Pile, Pile, Face, Pile, Pile, Face, Face, ---)

Alors : X (w) = 3.
1. Pour tout k € N*, exprimer 1’événement {X = k} a I'aide d’événements simples bien choisis.
2. Pour tout k € N*, déterminer P( {X =k} ).
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IV. Séance 3 : formule des probabilités composées

Exercice 5
Toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur un méme espace probabilisé noté (2, o7, P).

On considére une urne contenant initialement une boule bleue et une boule rouge. On procéde & des
tirages successifs d’une boule au hasard selon le protocole suivant :

x si on obtient une boule bleue, on la remet dans 'urne et on ajoute une boule bleue supplémentaire ;
x si on obtient la boule rouge, on la remet dans 'urne et on arréte I’expérience.

On suppose que toutes les boules sont indiscernables au toucher et on admet que 'expérience s’arréte
avec une probabilité égale a 1. On note N la variable aléatoire égale au nombre de boules présentes
dans l'urne & la fin de 'expérience.

1

1. Montrer soigneusement : Vn € N\ {0,1},P({N =n}) = W= 1)

2. Recopier et compléter les lignes incomplétes de la fonction Python suivante de facon & ce qu’elle
renvoie une simulation de la variable aléatoire N.

import random as random

def simuleN()
b =1 # b désigne le nombre de boules bleues dans l’urne
while random.random() < ...........
b=>b+1

oo |~ o |ev £ |eo ¥ |

return N

Exercice 6

Soit m un entier naturel supérieur ou égal & 3.

Une urne contient une boule noire non numérotée et n— 1 boules blanches dont n—2 portent le numéro
0 et une porte le numéro 1. On extrait ces boules au hasard, une & une, sans remise, jusqu’a I’apparition
de la boule noire.

Pour chaque i de [1,n — 1], on note B; I’événement : « le i*™¢ tirage donne une boule blanche », on
pose B; = N;, et on note X la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la boule noire.

1. Donner I'ensemble X (2) des valeurs que peut prendre la variable X.

n—1

2. P tout 7 de [[2,n — 1], justifier : P ) B)=——.
a) Pour tout i de [2,n I, justifier : Pp,n. g, (Bi) il

b) Utiliser la formule des probabilités composées pour trouver P({X = k} ), pour tout k de X (Q).

¢) Reconnaitre la loi de X et donner son espérance et sa variance.
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V. Séance 4 : formule des probabilités totales

Commentaire .

« Il est & noter que la Formule des Probabilités Totales (FPT) rentre dans le schéma décrit dans
la partie II. En effet, si la famille (A;);cr est un systéme complet d’événements, alors tout
événement B s’écrit comme une réunion d’événements 2 a 2 incompatibles.

B = (%JIAZ)QB = 'LGJI (AzﬂB)

C’est cette écriture qui permet de conclure : P(B) = Y P(A; N B).
icl
« Profitons-en pour rappeler que si :
x A € o7 est un événement,

x la famille (BA, ) est un systéme complet d’événements,

alors, par formule des probabilités totales : IP’(A) = > IP’(A N Bk)

En particulier, si le systéme complet d’événements considéré est constitué :

x de m événements, alors la FPT produit une somme de m termes.

x de 2 événements, alors la FPT produit une somme de 2 termes.

x d’une infinité d’événements (K = N par exemple), alors la FPT produit une somme d’une
infinité de termes.

« Dans la question, on applique cette formule & A = {Y =0} avec K = {1,...,n} et enfin
B ={X=1},..., B, ={X =n}.

Exercice 7
1. On dispose de trois piéces : une piéce numérotée 0, pour laquelle la probabilité d’obtenir Pile vaut

1
3 et celle d’obtenir Face vaut également 3 une piéce numérotée 1, donnant Face & coup sir et une

troisiéme piéce numérotée 2, donnant Pile & coup sir.
On choisit I’'une de ces piéces au hasard et on la lance indéfiniment.
Pour tout ¢ de {0, 1,2}, on note A; 'événement : « on choisit la piéce numérotée i ».
Pour tout entier naturel £ non nul, on note P ’événement : « on obtient Pile au lancer numéro k »
et on pose Fj, = Py.
On considére la variable aléatoire X, égale au rang d’apparition du premier Pile. On convient de
donner & X la valeur 0 si 'on n’obtient jamais Pile.
Déterminer P({X = 1}).
2. Soient X et Y deux variables aléatoires de méme loi a valeurs dans {0,1,...,n}.

On suppose en outre X et Y indépendantes.
Démontrer : P{X =Y}) = > (P{X =k}))>.

3. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes & valeurs entiéres.

Démontrer : P({X <Y}) = EO:Z PH{X =n})PHY > n}).




PSI Mathématiques Préparation estivale

Exercice 8
Soit n € N*,

On dispose de n urnes numérotées de 1 a n. Pour tout k € [1,n], dans 'urne numeéro k se trouvent k
boules blanches et n — k boules noires.

1. On choisit au hasard une urne, puis on tire deux boules simultanément dans cette urne. Quelle
est la probabilité d’obtenir deux boules blanches?

2. On choisit au hasard une urne, puis on tire deux boules successivement avec remise dans cette
urne. Quelle est la probabilité d’obtenir deux boules blanches ?
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VI. Séance 5 : Loi d’un couple

VI.1. Obtention des lois marginales & partir de la loi jointe

Commentaire \

o Obtenir les lois marginales & partir de la loi jointe d’un couple de v.a.r. (X,Y) s’effectue
TOUJOURS de la méme facon.

x Si on connait la loi du couple (X,Y), la loi de X est déterminée en appliquant la formule
des probabilités totales sur le systéme complet d’événements associé & Y. Il s’agit du systéme

complet d’événements ( {Y =y} )er(Q)'

x Si on connait la loi du couple (X,Y), la loi de Y est déterminée en appliquant la formule des
probabilités totales sur le systéme complet d’événements associé a X. Il s’agit du systéme
complet d’événements ( {X =z} )zeX(Q)'

« Laloi du couple (X,Y’) n’est par contre JAMAIS obtenue & I'aide de la formule des probabilités
totales.

« Pour obtenir la loi du couple (X,Y’) on opére TOUJQURS comme suit.
a) Détermination de X () et de Y (Q).

On pourra se contenter dans cet ensemble de déterminer un sur-ensemble de ces deux en-
sembles image (X(Q) C I et Y(Q) C J).

b) On rédige alors comme suit.
Soit (z,y) € X(Q) x Y(Q2) (ou plutét (z,y) € I x J).

L’événément {X = a2} N{Y = y} est réalisé
& L’événément {X = z} est réalisé et D'événement {Y = y} est réalisé
= . et

Cette rédaction ne permet pas de conclure quant a la loi du couple (X,Y).
Elle sert simplement & s’assurer de la bonne compréhension de ’expérience aléatoire décrite
dans I’énoncé.

¢) Il y alors deux grandes maniéres de procéder.
(i) Décomposition de I’événement {X =z} N{Y =y}

On utilise en priorité cette méthode. Pour ce faire, on pensera & introduire des événe-
ments basiques liés a I’expérience :

» pour tout k € N*, P, : « on obtient Pile lors du £°™¢ lancer »

» pour tout k € N*, By, : « on obtient une boule blanche lors du k°™¢ tirage »

> ...

Il est & noter que ’événement {X = z} N {Y = y} peut aussi étre décomposé a l'aide
d’événements dépendant d’autres v.a.r. .
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Commentaire \

(i) Méthode par dénombrement

Cette méthode peut étre utilisée lorsque :

» l'expérience consiste & effectuer un nombre fini n d’épreuves.
(en réalité, on peut aussi étendre cette méthode auz expériences qui procédent & un
nombre infinie d’épreuves pour peu que la réalisation de l’événement {X = z}N{Y =y}
ne dépende que d’un nombre fini (notons-le n) d’épreuves de l'expérience, les résultats
des épreuves ultérieures étant libres.)

» il y a équiprobabilité de toutes les issues de expérience (tous les n-tirages ou n-lancers
ont méme probabilité d’apparaitre).

On rédige alors comme suit.

L’événément {X =z} N{Y = y} est réalisé par tous les n-tirages (ou n-lancers suivant
Pexpérience) qui contiennent .. .

Un tel n-lancer est entiérement déterminé par :

- le(s) numéro(s) apparaissant en position ... : ... possibilités.

- le(s) numéro(s) apparaissant en position ... : ... possibilités.

Le contexte oriente naturellement vers I'une ou autre de ces deux méthodes.

Exercice 9
Soit n € N*. Soit (2,o/,P) un espace probabilisé. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles
définies sur (Q, o7, P) telles que :

x X()=[1,n+1] et Y(Q) =[1,n+1].

1
x laloi du couple est fournie par : V (i,5) € [1,n+1]* P({X =j}n{Y =i} ) = o < " 1> < " 1)-
i— j—
1. Déterminer les lois marginales de X et de Y.
2. Montrer que les variables X et Y sont indépendantes.
3. On note : Z = X — 1. Reconnaitre dans la loi de Z une loi usuelle.

En déduire 'espérance et la variance de X.

Exercice 10

Soit n € N*.

On effectue des tirages sans remise dans une urne contenant n boules rouges et 2 boules vertes jusqu’a
ce que l'urne soit vide. On note X le numéro du tirage ot on a obtenu la 1% boule verte, et Y le
numéro du tirage ot on a obtenu la 2°%€ boule verte.

1. Déterminer la loi jointe du couple (X,Y).
2. En déduire la loi de Y.

Exercice 11

Une urne contient 3 boules blanches, 4 boules vertes et 5 boules rouges. On tire simultanément 3 boules
dans cette urne. On note X le nombre de boules blanches obtenues, et Y le nombre de boules vertes
obtenues.

1. Déterminer la loi jointe du couple (X,Y).

2. En déduire la loi de X.
(On donnera le résultat o 'aide du symbole > )

10
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VI.2. Obtention des lois marginales & partir de lois conditionnelles

\.

Commentaire

« Il est & noter que la loi d'un couple (X,Y’) peut aussi étre obtenue a l’aide :

x de la loi de X et des lois conditionnelles de Y sachant I’événement {X = x} pour tout z € X ().
11 suffit alors simplement d’écrire que pour tout (z,y) € X(Q) x Y (Q) :

P{X=a2}n{Y =y}) = P({X =2}) x Py ({Y =0}) | (%)

x delaloi de Y et des lois conditionnelles de X sachant I’événement {Y = y} pour tout y € Y(2).
11 suffit alors simplement d’écrire que pour tout (z,y) € X(Q) x Y (Q) :

P({X:x}ﬁ{Y:y}) = P({Y:y}ﬂ{X:x}) = P({Y:y})xP{y:y}({X:x}) (%)

Il y a peu de chance que cette méthode permette de déterminer la loi du couple (X,Y') si I’énoncé
n’est pas écrit dans un contexte de probabilités conditionnelles. Les égalités (x) et (#x) ont un intérét
limité : déterminer une loi conditionnelle est aussi difficile que déterminer une loi de couple. Ecrire (x)
ou (x%) n’a donc d’intérét que si ’énoncé ameéne naturellement a travailler sur les lois conditionnelles.

En pratique, lorsque I’énoncé pousse & 'utilisation de lois conditionnelles lors de I’étude d’une couple
de v.a.r. (X,Y), 'enchainement se fait ainsi.

a) Détermination de la loi de la v.a.r. X.

b) Détermination, pour tout z € X (2), de la loi conditionnelle de Y sachant {X = z}.

¢) Détermination de la loi de la v.a.r. Y & l'aide de la formule des probabilités totales appliquée sur
le systeme complet d’événements associé a la v.a.r. X, c’est-a-dire ( {X =2z} )zeX(Q).

Exercice 12

Dans un premier temps, on effectue une infinité de lancers d’une piéce non équilibrée pour laquelle la
probabilité d’obtenir Pile est p € |0,1[. On note alors X la v.a.r. correspondant au rang du 1" Pile
obtenu. On admet que la famille ( {X = n} )n cny+ forme un systeme complet d’événements.
Dans un 2" temps, si la v.a.r. X prend la valeur n, alors on effectue n lancers supplémentaires de la
méme piéce. On note alors Y le nombre de Pile obtenus lors de ces n lancers supplémentaires.
1. Démontrer : Vn € N*, P({X =n} ) =p(1—p)" .
2. Soit n € N*. Déterminer la loi conditionnelle de Y sachant {X = n}.
3. En déduire la loi de Y.

(On donnera le résultat a Uaide du symbole ) )

Exercice 13
Soit n € N*.
On dispose d’'une urne contenant n jetons numeérotées dans cette urne. On pioche au hasard un jeton
dans cette urne. On note X le numéro obtenu.
Si on a pioché le jeton numéro k, alors on lance k fois une piéce équilibrée. On note alors Y le nombre
de Face obtenus.
1. Déterminer la loi de X.
2. Pour tout k € [1,n], déterminer la loi conditionnelle de Y sachant {X = k}.
3. En déduire la loi de Y.
(On donnera le résultat o 'aide du symbole > )
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Exercice 14

Soit n € N*. Soit p € 10, 1[.

Un employé effectue n appels le lundi. A chaque appel, il réussit a joindre son correspondant avec
probabilité p. On note X le nombre de correspondants que 'employé réussit & joindre le lundi.

Le lendemain, ’employé rappelle une seconde fois, dans les mémes conditions, chacun des n — X
correspondants qu’il n’a pas pu joindre la veille. On note Y le nombre de personnes jointes le mardi.
Tous les appels d’une journée sont supposés mutuellement indépendants.

1. Déterminer la loi de X.
2. Pour tout ¢ € [0,n], déterminer la loi conditionnelle de Y sachant {X =i}.
3. En déduire la loide Z =X +Y.

g k
On pourra utiliser, sans la démontrer, [’égalité suivante : (Z Z) <n> = () <Z>
—1 i i
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